TEZISTE

£ Uvodna razmatranja
£ Zadaci



U ovom poglavlju ce biti prikazan postupak
za odredivanje tezista tela u zavisnosti od
njihove geometrije i rasporeda masa.
Odredivanje polozaja tezista tela i sistema
tela je vrlo bitno u realnim uslovima izmedu
ostalog i zbog stabilnosti konstrukcija.



UVODNA RAZMATRANJA

Teziste tela je napadna taCka rezultante sistema vezanih paralelnih sila
kojima Zemlja deluje na deli¢e toga tela, tj. napadna tacka tezine tela. PoloZaj
ovako definisane tacke tela se ne menja, pri promeni poloZaja tela, u odnosu na
telo.

Koordinate teziSta tela koje se sastoji od # delova odredene su u odnosu na
koordinatni sistem Oxyz izrazima:

Zini zziGi
i=1

inGi
=S, gy =i, g =E ()

X, 5 c
G G G
gde su:

G - tezina tela ¢ija je vrednost odredjena izrazom

n
G=G,+G,+..+G, =G, )
i=1
G; - tezina elemenata tela sa indeksom i,
X;, Vi, z; - koordinate teziSta elementa tela sa indeksom i. Broj n elemenata
tela na koje je ono podeljeno je konacan.
Ako je telo homogeno (specificna tezina je u svim tackama tela ista)
koordinate tezista tela oderedene su u odnosu na koordinatni sistem Oxyz izrazima:
n

n n

inVi ZyiVi ZZiVi
xo=t— ye=t— oz = G
gde su:

V - zapremina tela,

V; - zapremina elemenata tela sa indeksom i,

X;, ¥, z; - koordinate teziSta elementa sa indeksom i.

Ako je jedna dimenzija tela mnogo manja u odnosu na ostale dve
(povrsinski raspored mase) koordinate teziSta tela odredene su u odnosu na
koordinatni sistem Oxyz izrazima:

n n
Z%’At ZZiAi
_ =1

inAi
T @

X, , c
A A A

gde su:
A - povrsina tela ili ploce,
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A; - povrSina elementa sa indeksom i,
X;, ¥, zi - koordinate teziSta elemenata sa indeksom i.
U slucaju ravne ploce koordinate teziSta su:
n n
Z x; 4; S z Vid;
_ i=/ — _y _ i=/ 5
=2 e S 5)
pri ¢emu su Sy 1 S, stati¢ki momenti povrSine u odnosu ne ose Ox i Oy.
U slucaju tela kod koga su dve dimenzije mnogo manje u odnosu na tre¢u

(linijski raspored mase) za odredivanje koordinata teziSta tela u odnosu na
koordinatni sistem Oxyz sluze izrazi:

,leiLi Zn:yz'Li EnlziLi
i=1 i=1 [

x:+ ) L‘= , ¢ 5
¢ L 7 L L

_S

X

gde su:

L - duzina tela,

L; - duzina elementa sa indeksom i,

X;, ¥, z; - koordinate teziSta elemenata sa indeksom i.

Kada broj elemenata tela tezi beskonacnom broju (n—o) jednacine (3),
(4)1(6) prelaze u formu:

wo= (v o= ifav = f[fzar @)
X, :%”di, v, =%J‘J.ydA, z, =%”sz : (8)

xc=%jde, yc=%jydL, zcz%jzdL. 9)
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ZADACI

Odredivanje teZista linije

1. Odrediti teziste homogene Zice u odnosu na zadati koordinatni sistem. DuZine
delova Zice zadati su na slici 1.

A A
3 Yy
A
S| S 1, C
) T D
7, 3

C= 0 -

0] b b B x
slika 1 slika 1.1

ReSenje:

Polozaj teziSta zadate figure odreden je koordinatama teziSta 77, T,, T3

pojedinih delova figure (slika 1.1), u odnosu na zadati koordinatni sistem xOy. Koordinate
X7, yr,tezista T odreduju se metodom rastavljanja na konacan broj linija.

U tom slucaju obrasci za izracunavanje koordinata tezista su:

3 3
1 1
Xr :_inli ) Yr=— E il s (1
L3 L3

gde su:
A0=l,=a, OB=Il,=b, BC=I=c,
L=l+l,+l;=a+b+c. 2)
Koordinate tezidta 7, (x;, v, ) T, (x5, ) T; (x5, ;) pojedinih delova figure (slika 1.1),

su: T{O,%), TZ[%,OJ, T{b,gj , pa se primenom obrazaca (1) dobijaju koordinate

tezista linije AOBC u odnosu na zadati koordinatni sistem:

Xr = (x111+x212+x3l3):—b2+2bc >
a+b+c 2a+b+c)
1 a’+c?
=—(y! l l)=—F/———m. 3
yr a+b+c(y“+y22+y33) 2a+b+c) )
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2. Odrediti polozaj tezista homogene Zice savijene u obliku trougla u odnosu na
zadati koordinatni sistem (slika 2) cija su temena odredena koordinatama
A (0,0), B (6,0), C (6,8). Brojne vrednosti koordinata date su u centimetrima.

A [}

y C y C
T
3 ’[2
- 7 -
0l4 B X O Tl B X
slika 2 slika 2.1
ReSenje:

Kao i u prethodnom zadatku polozaj tezista T’ (xT V7 ) zadate figure odreduje se u

odnosu na koordintni sistem xOy, koriste¢i metodu rastavljanja. Otuda je:

1< 1
Xr =ZE:Xili zm(x1ll +x,0, +x3l3), (1)

1< 1
Yr _Z;yili _M(J’lll + valy + 303),

Sa slike 2.1 sledi:

11:E:6cm, ZZ:R:&m, szlecm, 2)
paje
L=1,+1,+1; =24cm. (3)
Koordinate tacaka 77,7, i 75 u odnosu na koordinatni sistem xOy su:
T,(30) 7,(6.4) T;(34)
Konacno je:

1
xp=—\U8+48+30)=4cm,
L )
yp = i(sz +40)=3cm. (4)
24
3. Odrediti koordinate tezista slozene konture koja se sastoji od dva luka AC i CD
poluprecnika r. Koordinatni sistem xQOy zadat je na slici 3.

ReSenje:
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Zadatu figuru treba podeliti, na primer, kao na slici 3.1, na lukove 4B, BC,CD,
odrediti njihove duzine, kao i koordinate teziSta
tih lukova u odnosu na zadati koordinatni sistem
xOy.

|

Tako je: luk 4B duzine rm; luk BC

duzine % i luk CD duzine % Postupkom koji

je prikazan u teoriji, vode¢i racuna o polozaju

koordinatnog  sistema xOy, odreduju se

koordinate teziSta pomenutih lukova. r
Zbog simetrije luka AB poluprecnika r, u B A -

odnosu na osu Oy, teziste luka lezi na osi Oy i to

na negativnom delu. Otuda je x — koordinata

teZista tog luka jednaka nuli (x, =0), (slika 3.2).

Za izracunavanje y koordinate teziSta T,

luka AB, moze se uoCiti elementarni deli¢ luka slika 3

dl, =rdo, ¢iji je polozaj u odnosu na osu Oy odreden uglom @ . TeziSte ovog elementa ja

na rastojanju y = —r cos @, pa je na osnovu formule

2 o
Y :lJ.ya’l1 :lJ.(—rcoscp)rd(p:—r—ICOS(pd(p, (1)
L L L
) () “o
212 sin o
n=-"T"2 @)
L
| A v “y A v
C o C
/< ® r ™®
B O A 0 _ (8] o
x B X x
slika 3.1
Sa slike 3.2. vidi sa da je a =g paje
2r
M= 3)
T

Na isti nacin, vodeéi ra¢una o polozaju , luka BC u odnosu na koordinatni sistem
xOy, kao ¢injenicu da je O& osa simetrije luka BC (slika 3.3) sledi:
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— 2
x, =-0T, cos 45° = - ,
Vid
— 2
y, =0T, sin45° = ;r : 4)
gde je:
OT. = rsind45° 2r2 5)
’ /4 z
A A
y Y

o« 4 45of

4 X

v
(o
=)
~
=
¥
[os]
&
o
¥

[

slika 3.2 slika 3.3

Za deo konture CD koji predstavlja luk duzine %

(slika 3.4), koordinate teziSta 73 u odnosu na koordinatni

R
Tc 2

sistem xOy glase:

X3 =0,T; cos45° =

2 T
— 2r 2
r y3=2r—01T3cos45°=2r——r=—r(n—1).
. nTon
19 x (©)

Koordinate teziSta zadate u odnosu na koordinatni
sistem xOy su:

(7

1
Xr ZZ(xlll +x,0, +x3l3)

=0,

1 -2

slika 3.4 Yr :z()ﬁll +yaly + y3ly) = r(z )
T

E

gdeje L=1+1,+1;=A4AB+BC+CD =2rn.
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Odredivanje teZista povrSine

.. . .. .. v a a
4. Za povrsinu prikazanu na slici 4 odrediti poloZaj
tezista u odnosu na zadat koordinatni sistem.
Dimenzije povrsine zadate su na slici 4. S :
|
Resenje: : X
PovrSina prikazana na slici 4 moze se :
pretpostaviti kao razlika povrSina 4; i 4, (slika 4.1). I
Tezite zadate povrsine izraCunava se iz relacija:
x4 —x,4,
xT = > .
A, — 4, slika 4
_ A = (1)
4y - 4,

U prethodnim izrazima su:
X,y - koordinate tezista 7; povrSine 4; u odnosu na koordinatni sistem xOy;

X,,Y, - koordinate teziSta 7, povrSine 4, u odnosu na taj isti koordinatni sistem;
A4, 14, - povrsina kvadrata i povrsina trougla;
A=A, — A, -ukupna povrsina ¢iji se polozaj tezista izracunava,

pri ¢emu su njihove vrednosti:
2a

XIZO, ylzos XZZT’ y2:0> (2)
A, =4a*, Ay =a*, A=3a". 3)
A A
y A y
I~
AZ
-
) -
7, x T, *
slika 4.1

Na kraju se na osnovu jedna¢ina (1) izraCunavaju koordinate teziSta zadate
povrsine sa slike 4:
2a
5 Ut =0. “4)

Moze se uociti da je povrSina simetricna u odnosu na osu Ox paje y; =0.

Xr =
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5. Iz homogene ploce oblika jednakokrakog pravouglog trougla katete duzine 3r,
izrezana je Cetvrtina kruga poluprecnika r. Odrediti polozaj tezZista ove povrsine u

odnosu na zadati Dekartov koordinatni sistem
(slika 5).

ReSenje:

Povrsina sa slike 5 moze se predstaviti kao
razlika dveju povrsina (slika 5.1). Koordinate tezista
T (zadate figure) u odnosu na koordintni sistem xOy
su:

X =x1A| — x4,
! A — 4, ’
_ A= (1)
4 - 4,

y A

C

A

Pl
5
J 3 ™
3r
slika 5

Posto je zadata povrsina simetricna u odnosu na osu O to Ce teziSte te povsine,

T (xT V7 ), pripadati pomenutoj osi. Sa slike 5.1 izracunavaju se sledece veli¢ine:

3r-3r 92 (-, r’n
A = =—, A =—\r |=— 5 2
T2 2 : 2( ) 2 @)
a zatim i
yﬂ yﬂ
Ch 4
&
A
7, 4
1
45° B, o L5 _
0 X 0 X
3r r
slika 5.1
X, :O_T]cos45°, V; :O_T]sin45°,
X, =0T, cos45°, y, =0T, sin45°. 3)
Veligine OT, i OT, su:
— 2 2
07,]:_31”\/_:“/3’
3 2
- 2 4 2
0T2:_rs1n7r/ r\/_i @)
3 x4 3
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4r 4r
Xy =r, 31 =r, Xo =75 Vo =7 (5)
3n 3n
koordinate tezita zadate povrSine u odnosu na koordinatni sistem xOy su:
50r 50r
Xp =—/——, =—. 6
"T3s—n) YT T 3(18—n) ©)

6. Odrediti polozaj tezista povrSine ogranicene parabolom i pravim linijama
x=10 i y=0 kao na slici 6. Teme parabole je u tacki O. Koordinatni sistem je
zadat na slici.

A B A
y y B

< =
b
D)
‘ &N
0 / 4 x 0 . a X
/
slika 6 slika 6.1

ReSenje:
Jednacina parabole koja prolazi kroz tacke O i1 B glasi:

h
y=—x. (1)

/

Povrsina OA4B ¢iji polozaj tezista treba odrediti izracunava se na slede¢i nacin :
1 l 1
h 5 hx*| h
A=J‘ydx=J‘—2x === =7
/ -3 3
0 0 0
Koordinate tezista zadate povrSine u odnosu na Dekartov pravougli koordinatni
sistem xQOy izraCunavaju se u ovom slucaju po obrascima:

Xp = %J.J. xdxdy , yr = %J.J.ydxdy . 3)
(4) (4)

2)

Sada je:

h o2
X =%£J;xdxdy:%i-xdxl-([dy:%l, (4)
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h >
3 bl 3
== [ yavay == [ ax [ yay=—1, 5
yr M”yx,v o)y =—1o (%)
(4) 0 0

Koordinate tezista zadate povrsine su 7' (% / ]—30 / j .

7. Odrediti teziste povrsine koja se sastoji od pravougaonika i dela ogranic¢enog

kvadratnom parabolom. Visina pravougaonika je h kao i visina parabolickog dela.
Koordinatni sistem je zadat na slici 7.

A
y
/ /
D C
=]
A 0 B X
<
slika 7
Resenje:
Povrsina zadate figure je:
A=4,+4, (1)
gde su:

A, - povrsina pravougaonika (4, = 2hl),
. 4
A, - povrsina odsecka parabole (AZ =3 hi j .

Povrsina ograni¢ena parabolom izra¢unava se poznatim postupkom
1 l 3
/
Ay = [ (=yax) = 2 (- (ka? = Jix) = 2{—%%+ hx}‘o :%hz )
-l 0

gde je y = kx> —h jednaCina parabole u odnosu na koordinatni sistem xOy.
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Koeficijent k izraCunava se iz
uslova da tacka B(Z,O) pripada y

istovremeno paraboli i osi Ox. Otuda [ [

. h
Jek=l—2- D C

Zatim, potrebno je odrediti
polozaj teziSta T (xl, yl), odnosno 7, =

T, (x,,y, ), prostih figura u odnosu na

Dekartov pravougli koordinatni sistem 7
xOy. Posto su obe slike simetriéne u
odnosu na osu Oy tada je x; =x, =0.

Sa slike 7.1 vidi se da je y, :g’ dok

koordinatu y, treba odrediti na sledeci

nacin:
slika 7.1

L0
1 1
vy == [[yaxay=——[ax [yav, 3)
AZ AZ
(42) S (?on)
odnosno
S Lo S L2
s :_J'dx Iydy:——J.dxy—:—O,4h .
4, 4, 2
0 (kxz—h) 0
Dalje je
_ Aty
A+ 4,

Kako je x; =0 (simetrija zadate povrSine u odnosu na osu Oy) tada je teziste 7 zadate

= 0,144 . (4)

povrine odredjeno koordinatama 7' (0, 0.14%).
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Zadaci za veZbu

1. Odrediti teziste homogene Zice oblika kao na slici 8§ u odnosu na zadati

koordinatni sistem.

A
y

14em

Scm

16cm 12cm
Slika 8

Odgovor:
xp =104cm,  y; =T4cm.

2. Odrediti polozaj tezista resetke u odnosu na zadati koordinatni sistem (slika 9)

sastavljene od devet homogenih Stapova svaki duzine a.
A
y

Slika 9

Odgovor:
x; =1.414a[m], y; =0.443a[m].
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3. Odrediti polozaj tezista konture OABCD u odnosu na zadati koordinatni sistem
(slika 10).

4r 4r
Odgovor: x; =———, ypr=—1.
%3 I
A
Y
C
,
|
|
7 7 o [ | X
B 0 D X o o
|
,
A
/
Slika 10 Slika 11

4. Odrediti duzinu [ tako, da se teziste zadate povrsine poklopi sa tackom C kruga
ako je R=2r (slika 11).

Odgovor:
]!
6

5. Odrediti polozaj tezista povrsine u odnosu na zadati koordinatni sistem (slika
12) ako je a=14cm,b=3cm,R=6cm,r=4cm.

1
Y

O X
= /

a

Slika 12

Odgovor:
xp =0, y,=0.522cm.
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A 6. Odrediti polozaj tezista povrsine u odnosu na
' zadati koordinatni sistem (slika 13) koja se sastoji
od segmenta kruga poluprecnika r =10cm i profila
% ( I — profil) povrsine 40cm*. Centar kruga poklapa
se sa centrom profila.
4
60°
Odgovor:
o = x; =0, y,=170cm.
7. Odrediti polozaj teZista sledecih povrsina (u
odnosu na zadati koordinatni sistem) koje su
ogranicene pravama i kvadratnim parabolama sa
temenima u koordinatnom pocetku (slike 14, 15 i
16).
Slika 13
A
y y
17) ¥ ™ 19) k3
l ! /
Slika 14 Slika 15 Slika 16
Odgovor: Odgovor: Odgovor:
x; =0.5625/ x; =0.71 vr =—0,08%
yr =—0.3h vy =—0.08% x; =0.5/



