RAVNOTEZA KRUTIH TELA
POD DEJSTVOM
PROIZVOLJNOG RAVNOG SISTEMA
SILA SA TRENJEM

£ Uvodna razmatranja
£ Zadaci



Korisnicima ove knjige poznat
Je mehanizam kocenja kod
bicikla, gde se kao uzrok
kocenja pojavijuje sila trenja
klizanja. O slucajevima gde
postoji staticko trenje klizanja
i trenje kotrljanja bice reci u
ovom poglavlju




UVODNA RAZMATRANJA

Otpor koji se javlja pri pomeranju jednog tela po povrsini drugog tela
naziva se trenje (najrasprostranjenija pojava u prirodi). Ono se javlja i u slucaju
relativnog mirovanja jednog tela u odnosu na drugo. Osnovne postavke teorije
trenja klizanja date su, na osnovu eksperimentalnih rezultata, Kulonovim
zakonima, koji u sazetom obliku glase:

1. Intenzitet sile trenja klizanja odreden je u granicama od nule do neke
maksimalne (grani¢ne) vrednosti. Pravac sile trenja klizanja kolinearan je
mogucem relativnom pomeranju dodirne tacke jednog tela u odnosu na dodirnu
tacku drugog tela, pri ¢emu je njen smer suprotan od smera ovog pomeranja. U
slu¢aju mirovanja re¢ je o onoj relativnoj brzini koja bi se javila kao posledica
uklanjanja ovog otpora.

2. Intenzitet maksimalne (granicne) sile trenja klizanja pri ravnotezi dat je
izrazom

Fygr = Fmax = :uoN’ (1)

gde je u, - staticki koeficijent trenja klizanja (neimenovani broj koji se odreduje
eksperimentalno i zavisi od prirode materijala i stanja dodirnih povr$ina), N -
intenzitet normalne reakcije veze.

Iz prvog 1 drugog Kulonovog
zakona sledi da je sila trenja klizanja pri

mirovanju Ryax N (R,.)
F,=F, =u,N. (2)
3. Intenzitet maksimalne sile E

trenja klizanja pri mirovanju, u

dovoljno Sirokoj oblasti, ne zavisi od o

veli¢ine dodirnih povrsina. Po [T

Na osnovu navedenih zakona
sledi da je reakcija realne veze
sastavljena  od dve komponente:

normalne komponente (njen pravac se e ~ )/
poklapa sa pravcem reakcije idealne Frgr (Fu
veze) i sile trenja klizanja. Slika 1

Pretpostavi se da na telo koje miruje na hrapavoj ravni deluje sila F &ija
linijja dejstva gradi ugao « sa normalom na toj ravni (slika 1). Normalna

komponenta sile F' se uravnotezava sa normalnom reakcijom veze, tj.
Fcosa=N, 3)
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a komponenta sile F u hrapavoj ravni tezi da pomeri telo. Da bi telo ostalo u

ravnotezi potrebno je da ova komponenta sile F bude po intenzitetu manja ili
jednaka sili trenja klizanja, a po smeru suprotna od nje:

Fsina=F,<F,, =u,N=u,cosa. 4)
1z (4) sledi

ga < u, =1gp,, ()
odnosno, mora biti

Py (6)

da bi telo ostalo u ravnotezi, bez obzira na veli¢inu intenziteta sile F. Ugao ¢
naziva se ugao trenja klizanja. Ako je staticki koeficijent trenja klizanja g4 u svim
pravcima isti moze se konstruisati kruzni konus ¢iji je ugao pri vrhu 2¢, (konus
trenja klizanja). U slu¢aju da se napadna linija sile F nalazi unutar konusa trenja
klizanja ili na njegovoj izvodnici, ne¢e do¢i do pomeranja tela bez obzira na
veli¢inu intenziteta sile 7. Ako se napadna linija sile F nalazi van konusa trenja
klizanja dolazi do pomeranja tela $to predstavlja predmet proucavanja dinamike
krutog tela.

Razmatranje uslova ravnoteze, pri postojanju trenja klizanja obi¢no se
svodi na razmatranje granicnog polozaja ravnoteze, kada intenzitet sile trenja
klizanja 171

o Zadovoljava uslov

F,=Fy =u,N. ©)

ugr
U slucaju da se ne ispituje granicni polozaj ravnoteze sila trenja nema

maksimalnu vrednost, ve¢ izmedu nula 1 F Ligr > tako da se iz uslova ravnoteZe

odreduje oblast ravnoteze za telo.

Da bi se hrapavi kruzni cilindar poceo kotrljati po hrapavoj podlozi
eksperiment pokazuje da je na njega potrebno delovati nekom silom F. Sila F je
potrebna radi savladivanja otpora koji se javlja pri kotrljanju cilindra i koji se
naziva trenje kotrljanja ( da nema ovoga otpora, na osnovu Njutnovih aksioma, i
sila beskonacno malog intenziteta pokrenula bi cilindar iz stanja mirovanja), (slika
2).

S obzirom da su realna tela deformabilna dolazi do deformacije i podloge i
cilindra, Sto je priblizno prikazano na slici 2.1. Napadna linija normalne reakcije
podloge je pomerena u smeru dejstva sile F za rastojanje k. Veli¢ina k se naziva
koeficijent (krak) trenja kotrljanja koji se odreduje eksperimentalno. Spreg koji

&ne sile Gi N predstavlja otpor kotrljanju, a moment tog sprega se naziva

moment trenja kotrljanja. Jednacine ravnoteze cilindra glase:
F-F, =0, N-G=0, F-r—k-N=0 . (8)

ugr
U slucaju ravnoteze cilindra sila F ima graniénu (maksimalnu vrednost)
odredenu relacijama:
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’ " k
Fp=mG,  Fh="G. 9)

1z (9) sledi da je grani¢na vrednost intenziteta sile F odredena izarazom u kome

figuriSe manja vrednost od i 5 Kada je u pitanju cilindar obi¢no je x> E
r r

/
Slika 2 Slika 2.1

U opstem slu¢aju sila F ne mora delovati u ta¢ki C cilindra ve¢ na
proizvoljnom mestu. Ako sila F deluje paralelno horizontalnoj podlozi na
rastojanju d postoje sledeci slucajevi:

a) cilindar se nalazi u stanju mirovanja ako je

FSmin{,qu,ﬁG}, (10)
r
b) cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti da se kotrlja bez klizanja ako je
k k
>—, —G<F<uG, 11
Hy d d Hy (11)

c) cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti da kliza bez kotrljanja ako je
k k
<—, G<F<—G, 12
Hy d Hy d (12)
d) cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti da se kotrlja sa klizanjem ako je
F> max{,qu, SG} (13)

Pri razmatranju trenja klizanja uzeta (kai$a) o povrs cilindra treba odrediti
najmanju silu Q , kojom treba dejstvovati u tacki A4 cilindra pri dejstvu poznate

sile P u tacki B, za slucaj ravnoteze (slika 3). Poznati su ugao « i staticki
koeficijenti trenja klizanja izmedu cilindra i uzeta z.

Razmatra se ravnoteza elementarnog dela ED uZzeta, duzine ED=ds=Rd .
U granicnom slucaju ravnoteze, na deo FED uZeta dejstvuje sistem sila

(f T, d}i,g,, dN ) koji se moZe priblizno tretirati kao sistem suceljnih sila.
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Geometrijski uslov ravnoteze navedenog sistema sila glasi
T+T,+dF,, +dN=0. (14)

ugr
Projektovanjem vektorskih veli¢ina iz jednacine (14) na ose Kx i Ky (pri
cemuje 7, =T +dT ) sledi

dT = p,dN, dN =Tdg, (15)

gde je izvrSena aproksimacija tipa
sin@zd—w, cosd—(pzl (16)

2 2 2

i zanemarene su male veli¢ine drugog reda.

Bf. R i
~ o /‘
P
Slika 3
1z relacija (15) 1 (16) sledi:
dT tdar ¢
7—%61(0 - I7=ﬂ0jd¢, (17)
0 0
odnosno
Q= Pe "™, (18)

Prema tome, intenzitet sile O ne zavisi od poluprecnika R cilindra i moze

se smanjiti povec¢anjem ugla a (pri poznatom ).
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ZADACI

Odprediti intenzitet N normalnog pritiska na bokove klina, kao i silu P potrebnu za
izvlacenje klina, ako je staticki koeficijent trenja klizanja izmedu bokova klina i
udubljenja w, =0,1 (slika 1).

0

Q1

Slika 1 Slika 1.1 Slika 1.2

ReSenje:
Na posmatrani klin pored date sile Q deluju i reakcije dve hrapave povrsi koje suu

kontaktu sa njim. Svaka od tih reakcija sastoji se iz dve komponente: jedne normalne na

dodirnu povrSinu N,, odnosno N,, i druge upravne na nju, usmerenu u stranu suprotnu

mogucem kretanju, a poznatu kao sila trenja klizanja, ﬁul odnosno ﬁuz . Maksimalni
intenzitet sile trenja klizanja (ili u literaturi poznata jos pod nazivom granic¢na vrednost), u

opstem slucaju prema Kulonovom zakonu iznosi

Fy,gr:/uO'N’ (1)

gde je u, staticki koeficijent trenja klizanja koji uzima vrednosti 0 < .
Prema tome, jedan od analitickih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji
dejstvuje na klin osloboden veza, pri njegovom utiskivanju u udubljenje, (slika 1.1) glasi
V=0 = (F,+F,)cosat(N,+N,)sina-0=0, ()



100 Zbirka zadataka iz Statike

pri ¢emu je Ny =N, =N i F,;=F,;=F, zbog simetricnosti problema (Sto sledi iz

Y7
uslova ZX,- =0).
Iz jednacine (2), a s obzirom na Kulonov zakon dat u obliku (1), dobijaju se

intenziteti sile N i sile trenja klizanja F gr "

0

N = , 3
2sina + uy cos a) @)
Fy,gr = 4)

0 2(sina + py cos a) '
Pri izvlacenju klina iz udubljenja menja se smer njegovog moguceg kretanja, pa se menja i
smer sile trenja. U tom sli¢aju jednacina (2) dobija oblik (slika 1.2)

ZYi:O = P+2Nsina—2F, ,, cosa =0, )

pa je intenzitet sile P potrebne za izvlacenje klina, s obzirom na (1), (3) i (4)

My cosa —sina

P=Q (6)

sina + p, cos o

2. Na glatkoj strmoj ravni nalazi se teret teZine Q 1, a na njemu drugi teret tezine

Q2 vezan pomocu uzeta koje je paralelno sa strmom ravni, za nepomicnu tacku A
zida. Staticki koeficijent trenja klizanja izmedu dodirnih povrsSina tela 1i 2 je .

Odrediti ugao a tako da sistem tela u prikazanom polozaju bude u ravnotezi (slika

2). Dato je: Q; =0, O, =éQ.

-

Slika 2 slika 2.1 slika 2.2

ReSenje:
Na posmatrani sistem tela 1 i 2 osloboden od veza pored sila tezina Q, i Q2 ,

deluju sledece reakcije veza: sila u uzetu Si reakcija idealno glatke strme ravni N.

Analiticki uslovi ravnoteZe proizvoljnog ravnog sistema sila koji dejstvuje na
sistem tela 1i 2 u odnosu na koordinatni sistem Oxy koji je postavljen tako da osa Ox bude
paralelna strmoj ravni, glase:

YX,;=0 = (0,+0Q;)sina-5=0, (1)
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dYr=0 = N0, +0,)cosa=0. )
1z uslova (1) 1 (2) sledi:

N=(0;+0;)cosa, 3)

S = %Q(sin o — L cos a). “4)

Na telo 2, po uklanjanju svih veza, deluju sledece sile: tezina Qz ,silau uzetu S i
reakcija hrapave povrsi kojom telo 2 dodiruje telo 1 i koja se sastoji od normalne

komponente N , 1sile trenja klizanja ﬁul , (slika 2.2). Iz analitickih uslova ravnoteze ovog

sistema sila:

D X;=0 = F,-S+0,sina=0, (5)

dYY,=0 = N,-Q,cosa=0, (6)
i uslova da je u grani¢nom slucaju

Fup=poNy, (7)

sledi da je intenzitet sile u uzetu
1
S= 3 Q(sin a+ gy cos a). (8)

S obzirom na izraze (4) i (8), moze se napisati relacija

3 1
3 QOsina = 3 Q(sin o+ Ly cos a), %)
iz koje se odreduje ugao o u granicnom slucaju

1
th[ =E/.l0. (10)

3. Homogena ploca 1 tezine G, na koju deluje sila F, stranicom BC oslonjena
je o vertikalni glatki zid, a stranicom AC o glatku horizontalnu ravan. Homogena

ploca 2 tezine 2 G Jjednom svojom stranicom oslonjena je o plocu 1, a stranicom
AD o glatku strmu ravan koja je u odnosu na horizontalnu nagnuta pod uglom od
45°. Ako staticki koeficijent trenja klizanja na dodirnoj povrsini, izmedu ploca
iznosi uy, odrediti reakciju horizontalne ravni AC, kao i granicnu vrednost

intenziteta sile F pod cijim dejstvom ce
o L . A
ploce biti u ravnotezi. Teme A tela 2 je na F
zanemarljivo  malom  rastojanju  od E D
horizontalne podloge.Obe ploce su oblika B
pravouglog jednakokrakog trougla (slika 3). ©)

O]
Resenje: 45 45°

7/

Sile koje deluju na plo¢u 1, po C ‘A
uklanjanju svih veza, prikazane su na slici 3.1, pa

Slika 3
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jednacine ravnoteze tog sistema sila glase.

i\

YXx,=0 = N, - N2—+F 5 =0 (1)
ZYi=0 = F—G—Nz*/zE F, */2— N=0. 2)

slika 3.1 slika 3.2

Na plocu 2, oslobodenu veza deluju sile: 1\73 - reakcija glatke strme ravni; teZina

ploce G ;sile IVZ' i 171'12 za koje vazi (slika 3.2):

N, =-N,, A3)
Fop==F,,. (4)

Analiticki uslovi ravnoteze sistema sila koji dejstvuje na plocu 2 su:

V2 J_ V2
ZXI:O = N 5 F, = =0 (5)
Zyl:o = N3g+N;g+F/;2g—2G=O. (6)

Iz sistema jednacina (1), (2), (3), (4), (5) i (6), imaju¢i u vidu Cinjenicu da je
sistem tela u granicnom poloZzaju ravnoteze, kada vazi

F u? =H N 2> (7)
kao i da je intenzitet reakcije horizontalne ravni na ploc¢u 1, N =0, dobijaju se intenziteti

traZenih reakcija veza i sile F' u grani¢nom slucaju:

Ny =Gll-pg) N, =GV2,

(8)
N3 =Gll-ugN2,  Fo =G(2+u)
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4. Cilindar tezine Pi poluprecnika R nalazi se na hrapavoj horizontalnoj podlozi
i oslanja se na glatku vertikalnu ravan. Za koji ¢e se intenzitet momenta sprega M
cilindar nalaziti u granicnom poloZaju ravnoteze? Staticki koeficijent trenja
klizanja izmedu cilindra i horizontalne podloge je iy (slika 4).

Slika 4 Slika 4.1

ReSenje:
Na cilindar osloboden veza deluju u tackama 4 i B normalne komponente reakcije
veza N 4 N 5 » Sila trenja F L > teZina Pi spreg sila momenta intenziteta M (slika 4.1).

Analiticki uslovi ravnoteze ovog sistema sila su:

ZXI.:O =  F,-Ny=0, (1)
ZY,:O = N,-P=0, 2)
Y MG=0 =  F,R-M=0. (3)
Iz uslova da se cilindar nalazi u grani¢nom poloZaju ravnoteze, tj. kada vazi:
FﬂAzy()NAi M=M,,. . 4)

ijednacina (1), (2) i (3) odreduje se
Ny=Pp, Ng=pgP, M, =py-P-R )

5. Na disk A poluprecnika R i tezine G oslanja se ploca B tezine G . Disk i ploca
nalaze se na strmoj ravni ugla nagiba a=m/4. Staticki koeficijent trenja klizanja

izmedu ploce B i podloge je y. Odrediti intenzitet horizontalne sile P kojom treba
dejstvovati na disk da bi sistem krutih tela bio u polozaju ravnoteze. Sva trenja na
ostalim dodirnim povrsinama zanemariti.

ReSenje:

Analiticki uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na plocu B
oslobodenu veza su (slika 5.1):
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dYX,=0 = Fﬂ+Gg—S:0, (1)
dYY=0 = N—Gg=0. ©)

Slika 5
Intenzitet sile trenja izmedu ploce B i podloge mora da zadovolji uslov
—uN; <F, <uN,. 3)
Jedan od analitickih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na disk A
je (slika 5.2)

Sy 0 22

= G——P—+S’ (4)

~
s
/
7
/
St
\\/

Slika 5.2

Iz (4), imajuci u vidu da je S=S", sledi intenzitet sile S
2
S=(P- G)g ) )

paiz (1)1 (2) sledi
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NE)

2
Ny=G-, F,=P-Gv2. (6)

Nejednacina (3) s obzirom na (6) dobija oblik

2 2

2 2
—,LzOGTg(P—G\/E)S,uOGT. 7)

1z (7) se dobija uslov koji mora da zadovolji intenzitet sile P

G\/E(]—éyo)SPSG\/E(]+é,uO).

6. Homogenu plocu ABC oblika pravouglog trougla, teZine intenziteta Q u
ravnoteznom polozZaju odrzavaju: lako, glatko i neistegljivo uze prebaceno preko
glatkog kotura O na cijem drugom kraju visi teret teZine P,i hrapava strma ravan
nagnuta pod uglom a u odnosu na horizontalu. Staticki koeficijent trenja klizanja
izmedju ploce i strme ravni iznosi
Ho. Odrediti odnos tezina Pi Q

tako da sistem bude u ravnotezi.
Duzine kateta ploce su a i b (slika

6).

ReSenje:
Uze je lako, glatkoe 1 4 JU T
neistegljivo pa intenzitet sile u njemu Slika 6

u bilo kom preseku iznosi S =S8 =P. Citaocu se prepuita da to pokaZe postavljanjem
analitiCkih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na laki kotur osloboden veza
(slika 6.1).

Slika 6.1 Slika 6.2 Slika 6.3

Homogena trougaona ploca oslobodena svih veza prikazana je na slikama 6.2 1 6.3
za dva moguca smera sile trenja klizanja.
Uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na plocu mogu se napisati za dva slucaja
opterec¢enja. Obzirom da smer moguceg kretanja ploc¢e u odnosu na strmu ravan na osnovu
koga se odreduje smer sile trenja klizanja nije u ovom slucaju poznat izvrsice se analiza za
oba moguca smera.
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Prvi slucaj

Ako je smer moguéeg kretanja ploce niz strmu ravan (kada je P=P,;,), smer sile
trenja klizanja je suprotan i uslovi ravnotezZe ravnog sistema sila koji dejstvuje na plocu u
tom slucaju su (slika 6.2):

ZX":O = -F,-S+0sina=0, (1)
dYY,=0 = N-Qcosa=0, )
b a .
ZMCZ:O = Sa+Ne-—Qcosa-—Qsina=0, 3)
odakle sledi
F,=0sina—P, N=Qcosa, 4)
x=& Sina+£cosa —&. 5)
3N a N
(a) Uslov da ne dode do proklizavanja plo¢e dat je relacijom
F,<pyN . (6)
Nejednakost (6) imajuéi u vidu izraze (4) dobija oblik
Osina—P< u,Qcosa (7)
odnosno
. P
sina — pycosa < — . (8)
0
(b) Uslov da ne dode do prevrtanja ploce oko temena C odreduje se tako §to u

grani¢nom polozaju plo¢e pre prevrtanja, linija dejstva normalne reakcije podloge prolazi
kroz teme C ploce

0<x<b. )

Kako deo nejednakosti (9) na desnoj strani nema fizickog smisla (linija dejstva
normalne reakcije podloge s obzirom na oblik ploce i optere¢enja nikada ne moze prolaziti
kroz teme B ploce), analizira se samo deo nejednakosti na levoj strani

0<x. (10)
Iz jednacine (5) i nejednacine (10) sledi uslov da ne dode do prevrtanja ploce, tj.

0S%(asinot+bcosoc)—Pa, (11)
odnosno

£Sl(sina—kécosocj. (12)

0 3 a

Drugi slucaj

Ako je smer moguceg kretanja ploce uz strmu ravan (P=P,,,), smer sile trenja
klizanja je suprotan i analiticki uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na plocu
u tom slucaju su (slika 6.3):

ZXI.:O = [F,-S§+0sina=0, (13)
Zx.:o = N-Qcosa.=0, (14)
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ZM&:O = Sa+N —chosa—ngin(x:O, (15)

odakle se moze uociti da samo prva jednacina ravnoteze ima drugi oblik u odnosu na uslove
ravnoteze (1) do (3).
Iz uslova (13) sledi

F,=§-0sina. (16)

Uslov da ne dode do proklizavanja ploce dat relacijom (6) sada ima oblik

P
—<sina+ u,cosa . (17)

Dakle, posmatrajuci relacije iz oba slucaja mogu se postaviti trazeni odnosi:
= Iz nejednakosti (8) i (17) sledi uslov da ne dode do proklizavanja

. P _ .
sma—yocosaﬁgﬁsma+yocosa (18)

Napomena: Uslov (18) se esto pise u obliku nejednakosti' ‘Fu ‘ <uUN.

= Iz nejednakosti (12) sledi uslov da ne dodje do prevrtanja ploce

ESl sina+£cosoc . (19)
0 3 a

Da bi ploca bila u ravnotezi moraju biti zadovoljeni uslovi (18) i (19).

7. Kod kocnice sa unutrasnjim papucama pritisnutim uz obod dobosa pomocu
poluge OA, odrediti intenzitet momenta
sprega sila kojim treba dejstvovati na dobos,
pri pokazanom smeru obrtanja dobosa (slika
7), ako je duzina rucice OA=a, ako su
Stapovi BD i CE paralelni i ako obrazuju sa
rucicom OA uglove od 30°. Takode vazi

OK=OF=0L=0M =r, OB=0C=b,
staticki koeficijent trenja klizanja papuca o
dobos je up.

ReSenje: i

Jedan od analitickih uslova ravnoteze Stika 7

sistema sila koji dejstvuje na polugu AOBC oslobodenu svih veza glasi (slika 7.1)
> M= = (S, +S. bcosa—Pa=0, (1)

gde su sile S g 1 §c reakcije poluga BD i CE, pa je

! Citalac moze zapaziti da je zadatak broj 5 reSen na ovaj nacin.
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2Pa
3

Na polukruzno savijeni Stap FD (slika 7.2), deluju reakcija zgloba F, ()? F,I? " ),

Sp+Sc = (2)

sila S p reakcija Stapa BD 1 u tacki K reakcija papuce data preko sile normalnog pritiska
N , 1 sile trenja klizanja ﬁpl' Jedan od analitickih uslova ravnoteze sistema sila koji

dejstvuje na polukruzno savijeni Stap FD osloboden svih veza glasi

ZMQ: = =-Ngp-F, r+S,sina-r-=S,cosa-b=0,
3)
pa se iz uslova da je u grani¢nom slucaju
F, = uN, S
dobija
N - S r=b3 S, r—by3 )
! 2(1+ﬂ0) r 2(]+,u0) ro
Spu, r—bJ3  Syu, r—by3 ©

”]:2(1+,u0) r 2(]+,u0) r
gde je S’D:—S’B.

slika 7.1

slika 7.4

slika 7.3

Na sligan nacin se obzirom da je S, =-S.i F, w2 =MyN,, formira jednacina
ravnoteze za krivi Stap EL (slika 7.3)
ZM[Z':() = —=N,r=F,r+S;sina-r=Szcosa-b=0,(7)

n
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iz koje se izraCunavaju intenziteti normalne komponente pritiska papuce M, N,i

odgovarajuce sile trenja F), :

S, r=bJ3_ S, r-by3

= » 8
’ 2(1+,u,)) r 2(1"',“0) r ®
_ SpHy r—b\/g _ Schy r—b\/g 9)
. 2(1+/“(1) r 2(]"'/“0) r
Prema tome, intenzitet momenta sprega sila koji dejstvuje na dobos je (slika 7.4)
M, => My =rF,Fy) (10)
i s obzirom na (2), (6), (9) 1 (10) iznosi:
M, =—Fo(rpJ3)SctSs _ _Ho lr—p3k P. (10)
I+ 1, 2 1+ 1, b\/g

8. Na lakom hrapavom Stapu duzine 41, koji je svojim sredistem vezan za oslonac
O, nalazi se telo A tezine intenziteta G na rastojanju | od tacke O. Za donju ivicu
tela vezano je nerastegliivo uze koje je prebaceno preko lakih koturova K; i K,
zanemarljivih dimenzija. Kotur K, vezan je svojim centrom zglobno za kraj Stapa,
a kotur K; je svojim centrom zglobno vezan za nepokretan oslonac koji se nalazi
na rastojanju 21 ispod tacke O. Odrediti intenzitet sile S u uZetu u funkciji ugla
¢, vrednosti ugla ¢ za koje se sistem nalazi u ravnotezi i intenzitet i smer sile

trenja klizanja izmedju Stapa i tela A za ugao ¢ = %

Slika 8.1 Slika 8.2

ReSenje:

Sistem krutih tela osloboden veza prikazan je na slici 8.1. Jedan od analitickih
uslova ravnoteze sistema sila koji dejstvuje na sistem krutih tela, pri ¢emu vazi

LR 8
glasi
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Y M5 =0 =  Glsin2p+2Slcosp-2Slsinp=0,  (2)

a s obzirom na (1) iz nje se dobija intenzitet sile u uzetu u funkciji ugla o, tj.

S, =8,=5=6"22_ 3)
tgp—1

pri ¢emu moraju biti ispunjeni slede¢i uslovi:
tgp—1+0, ¢7¢%, 4)
Sne o (5)
tgp—1

Nejednacina (5) ¢e vaziti samo ako je:
sing>0, 0<@<rx (6)

Via T

tgp—1>0, —<p<—, 7
g9 795 (7)

. . . T
tj. ako ugao ¢ pripada intervalu (23j

Sile koje deluju na telo 4 oslobodeno veza su: reakcija Stapa koja se sastoji od
normalne komponente N i sile trenja klizanja }7” , sila 52 'za koju vazi

S, sin @

=5=G ,
tgp—1

(8)

i tezina tela G (slika 8.2). Jedan od analiti¢kih uslova ravnoteze ovog sistema sila je
ZXI.:O = 8,+F, ~Gcos2¢=0, )

odakle, s obzirom na (8), sledi intenzitet sile trenja klizanja

F :Gc0s2¢)(tg¢)—])—smgol (10)
tgp—1

)

Zaugao ¢ = % intenzitet sile trenja klizanja je

E,(¢:5j=—6 2031 (11)

3 W3-1)

gde znak “minus” ukazuje da je smer sile trenja suprotan od pretpostavljenog (slika 8.2).
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9. Izmedu dve lake grede OA i OB koje su spojene zglobom u tacki O nalazi se
disk. Na grede u tackama A i B dejstvuju dve horizontalne sile 131 i 132 Jjednakih
intenziteta, a suprotnih smerova. Tezina diska je Q a poluprecnik r. Ugao AOB je
20, a rastojanje AB =a. Staticki koeficijent trenja klizanja izmedu diska i ploca

je u,, (tga > u,). Koji uslov treba da zadovolje intenziteti sila f’, i }32 da bi disk
bio u ravnotezi?

Slika 9 slika 9.1 slika 9.2

ReSenje:

Na disk, po uklanjanju greda OA i OB, deluju: tezina diska Q ireakcije u tackama
dodira diska i greda, ﬁEi ﬁp . Svaka od sila ﬁEi f?F sastoji se se od normalne komponente
]\75 , odnosno ]VF i sile trenja IT"H] , odnosno I:"}12 . Smerovi sila ]3“1 ,
Sto je ve¢ reCeno, suprotni od smera mogucéeg kretanja diska, koji moze da se pomera navise

odnosno F,, su, kao

ili nanize, Sto zavisi od intenziteta sila }3] i }32. Ako su smerovi sila ]3“1 i ]3“2 dati kao na
slici 9.1, tada iz uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na disk:
£
Y MG =0 = —Fr+F,r=0 (1)
ZX,.=0 =  Npcosa—=Npcosa—F, sina+F,,sina=0,

(2)
Yv=0 = (F,+F,)cosa+(N,+N,)sina-0=0, (3)

Y
w =F F":Zcosa_tha , N,=N,.=N.(4)
Iz analitickih uslova ravnoteze sistema sila koji deluju bilo na gredu OA, bilo na
gredu OB, (zbog simetrije, slika 9.2) dobija se:
B P .
Sui=0 = —-N,——=0 (5)
" 2tga tga

Iz relacije (5) sledi
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. Pa . 0 Pa
N,=N=—, F,=F, = —-—1ga. 6
" 2r “TH Dcosa 2r € ©

Da bi disk bio u ravnoteZi, tj. da ne bi doslo do proklizavanja, sila trenja klizanja
mora biti manja od grani¢ne vrednosti, odnosno, mora biti zadovoljen uslov

|Fﬂ|£,u,,N. (7)

Imajucéi u vidu izraze (6) nejednacina (7) se dalje transformise u nejednacinu:

Pa 0 Pa Pa
—< ——toga < —, 8
2r 2cosa 2r & H 2r ®

—H
iz koje se odreduje interval za intenzitete sila 131 i }32 koji pri uslovu tga > p, glasi

or <P< or 9)

a(sin a+ u, cos a) a(sin o — U, cos a) ’

gde je P=P,;=P, zbog simetrije.

10. Sanduk M, teZine intenziteta P, pridrzava se u poloZaju ravnoteze pomocu
drzaca u obliku klesta. Odrediti pritiske koji vrse krajevi D i E drzaca na sanduk,

ako je Sirina sanduka DE =2a : AB=BC = 2a; H=4a;
ZLOAB = ZOCB =90°,Z4A0C = 120°. Odrediti najmanji koeficijent trenja klizanja
izmedu drzaca i sanduka? TeZine delova drzaca zanemariti.

|
slika 10.1 :
|

Npi NE ND!
D~ A I3 |
; K I
i [ 24 Yo w'Y
Slika 10 slika 10.2 slika 10.3

ReSenje:

Kako na sanduk, po oslobadanju od veza, u tatkama D i E deluju reakcije R pl

R, ¢&ije su normalne komponente N, i N,, a odgovarajuée sile trenja ﬁuD iﬁu};
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respektivno, (slika 10.1) to se iz uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na

sanduk dobija
N,=N,=N i FHD=FHE=§. (1)

Deo analitickih uslova ravnoteZe sistema sila koji dejstvuje na klesta (sl. 10.2) glasi:
D X;=0 = Ng=Np#{S,-Sc)cos30° =0, )
S ML =0 = ~Fy-2a+Sc-2asin30° =0, 3)

— -, - —

gdesu S, i S. sile i stapovima O4i0Ci N,'=-N, , N, =-N,, F,p =—Fp,

ﬁ‘HE =—F ., paje

S,=S.=P. 4
1z jednog od analitickih uslova ravnoteze kraka klesta CD (sl. 10.3)

D Mp=0 = —Nj-da+Fy-a+Sc-2a=0, (5)
dobija se

5

ND = g P; (6)
pri ¢emu u polozaju ravnoteze vazi uslov

F,p < u,N,. (7

S obzirom na (2), iz nejednacine (7) dobija se uslov koji zadovoljava koeficijent trenja

My =—. )

i

11. Homogene prizme 1,2 i 3 tezina intenziteta G,,G,i G, respektivno, miruju

u polozaju kao Sto je na slici 11 prikazano.
Staticki koeficijenti trenja klizanja izmedu
ploca medusobno i izmedu ploce 3 i podloge
su W,,W,i W,. Odrediti maksimalni ugao
nagiba nepomicne strme ravni o da bi
prikazani polozaj bio ravnotezni?

_ Slika 11
Resenje:

Na slikama 11.1, 11.2 i 11.3 prikazana su tela 1,2 i 3 oslobodena veza i sile koje

deluju na svako od njih.
1

N,/%@l

slika 11.1

slika 11.3 slika 11.2
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Analiticki uslovi ravnoteze sistema sila koji dejstvuju na tela 1, 2 i 3, u odnosu na
koordinatni sistem ¢ija je osa Ox paralelna strmoj ravni, a osa Oy upravna na nju, su (slike
11.1,11.2, 11.3):

in:() = —F,+Gsina=0, (1)
ZY":() = N,-G,cosa=0, ()
DY X;=0 = F,-F,,+G,sina=0, 3)
ZY"ZO = —N;+N2—Gzcosa=0, 4)
D Xi=0 = F,-F,;+Gsina=0, (5)
ZYE:O = —N,+N;-G;cosa=0, (6)

gde su F"Hl’:—l*: F,,'=—-F,, sile trenja klizanja i N]’:—Nl i NZ':—Nz normalne

ul >
komponente odgovarajuéih reakcija hrapavih povrsina.
Iz sistema jednacina (1), (2), (3), (4), (5) i (6) sledi:

N, =G, cosa, F, =G;sina, (7)
N, :(G1 +G2)cosa, F,; :(GI +G2)sin a, ()
N, =(G, +G,+G;)cosa,  F,;=(G,+G,+G;)sina, 9)

pri ¢emu u polozaju ravnoteze moraju biti ispunjeni sledec¢i uslovi:

Ey <Ny Fuy<uzNy,  F3 <pzNs. (10)
S obzirom na (7), (8) i (9) iz (10) se dobija:

G, sina < ,G, cos a, (11

(G,+G2)sinaﬁy2(G1+G2)cosa, (12)

(G, +G, +G;)sina < u;(G, +G, +G; )cos a, (13)
odnosno

tga < uy, tga < u,, tga < . (14)

Prema tome, maksimalni ugao o da bi sistem sa slike 11 bio u ravnotezi odreden je
izrazom
tgamax = Homin (15)

gde je
Hynin = min(pay, 115, 115). (16)
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12. Disk poluprecnika R i teZine intenziteta G vezan je za srediste O neistegljivim
koncem i oslonjen na hrapavu horizontalnu podlogu. Disk je opterecen spregom
sila intenziteta momenta M. Konac je drugim krajem vezan za vertikalni zid i tacki
A tako da u ravnoteznom polozaju sa horizontalom gradi ugao @. Odrediti:

a) reakcije svih veza,

b) intenzitet momenta sprega sila M i silu S u koncu za granicni slucaj
ravnoteze ako je staticki koeficijent trenja izmedu diska i hrapave

podloge .

Slika 12 Slika 12.1

ReSenje:
a) Posto se ne razmatra grani¢ni slu¢aj ravnoteze to ¢e skup intenziteta sile trenja
klizanja (0 < F, < F,,, ) biti odreden iz uslova ravnoteze:

Y X,=0 = F,-Scosp=0, (1)
dY¥=0 = N+Ssinp-G=0, ©)
DMy =0 = -FR+M=0. 3)

Iz sistema algebarskih jednacina (1), (2), (3) dobija se:
M
s=—M _ y-g Mo
“ R Rcos @ R
b) Za grani¢ni slucaj ravnoteze sledi analiza.
Veza izmedu grani¢nog intenziteta sile trenja i normalne reakcije u toj tacki data je u
obliku:

F;lgr = /u()N N (4)

Koriste¢i relaciju (4) i rezultate dobijene iz sistema jednacina (1), (2) i (3) dobija se
M:/u G—Mtg(l) = M:’u”—GR (5)
R R I+ ptge

U tom slucaju intenzitet sile u koncu je
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P /IR (6)
cos @+ i, Sing)

13.  Tocak (homogeni cilindar) teZine
intenziteta G i poluprecnika R oslanja
se na dasku  zanemarljive  teZine
pravougaonog poprecnog preseka Sirine b i
visine h. Tocak i daska leze na strmoj ravni

nagiba o (tga = \/E/Q) Ako  je

koeficijent trenja klizanja izmedu daske i

ravni u, =3/4 odrediti:

a) interval u kome moze da se menja visina
daske (hmin ,hmax),

b) minimalnu Sirinu daske u slucaju kad je
njena visina maksimalna.

Trenje u tackama dodira tocka sa
daskom i podlogom zanemariti.

Slika 13

ReSenje:

a) Analiticki uslovi ravnoteze ravnog suceljnog sistema sila koji dejstvuje na disk
osloboden veza, u odnosu na koordinatni sistem Oxy ¢ija je osa Ox paralelna strmoj ravni,
su prema slici 13.1:

slika 13.1 slika 13.2
> X,=0 = NsinB-Gsina=0, (1)
ZI/i:O = N;—Gcosa+NcosB=0. 2)

Resavanjem ovog sistema algebarskih jednacina sledi:



Trenje 117

N1:Gc0sa'—Gsma, N=GSI.na, (3)
tgf sin B
gde je ugao B odreden izrazom
R’ —(R-h)
tgf=3— " 4
gf = (4)

Analiticki uslovi ravnoteze ravnog suceljnog sistema sila koji dejstvuje na dasku
glase (slika 13.2):

DX, =0 = -N'sinB+F, =0, )
> ¥,=0 = N,-Ncosp=0, (6)
odakle je s obzirom na (3)
. sina
F, =Gsina, N,=G , 7
n 2 th ( )

gde je ]Vz normalna komponenta reakcije podloge R,a IE‘}l odgovarajuca sila trenja

klizanja.
Da bi sistem ostao u ravnotezi moraju biti ispunjeni sledec¢i uslovi:

0<F,<u,N,, ()
N, >0, (9)
1B s% (10)

Nejednacina (8) daje uslov da u sistemu ne dodje do proklizavanja, nejednac¢inom
(9) dat je uslov da ne dodje do prevtranja diska preko daske a nejednac¢inom (10) dobija se
uslov prevrtanja daske oko tacke B (sl.13.2).

Imajucéi u vidu (3) i (7) uslovi (8) i (9) mogu se napisati u obliku

0<Gsina < uG2"% (11)
1gp
Geosa—G % >, (12)
1gp
odakle sledi
tga<tgf<u,. (13)
S obzirom na izraz (4), iz (13) dobija se nejednacina
R’ —(R-hY
tgog < ————"—<1u,, 14
g R—h Ho (14)
koja odreduje minimalnu i maksimalnu vrednost visine daske:
R R
h =, = —. 15
min ]0 max 5 ( )
b) Ugao B za h=h_, je:
u R2 - (R - hﬂl(l,\/ ’ 3

R—-h,, 4

Minimalna §irina daske b, , pri njenoj maksimalnoj visini prema uslovu (10) je
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3R
byin = a8 =—. 17
min max gﬂl 20 ( )

14. Dvokrake lestvice ABC postavijene su na
strmu ravan koja sa horizontalom zaklapa ugao .
Krakovi AB i BC lestvice jednakih duzina 2b, i
jednakih tezZina intenziteta G, spojeni su pomocu
zgloba B. Staticki koeficijent trenja izmedu lestvica i
strme ravni jednak je py, pri cemu je p, >1tgp.
Odprediti najveci i najmanji ugao rasklapanja lestvice
pri kome ¢e one biti u ravnotezi.

Slika 14

ReSenje:

Minimalni ugao o,
dolazi do prevrtanja lestvica oko tacke C, udesno. U tom slucaju je reakcija u tacki 4
jednaka nuli. Jedan od analitickih uslova ravnoteze sistema sila koji dejstvuje na sistem
krutih tela osloboden veza ima oblik (slika 14.1)

ZMgZ =0 = Gbsin(amm —ﬂ)—i—

+ G cos /3(4b sina,,, —bsin amin)— Gbsin fcosa,,, =0, (1)
odakle sledi da je

1
= —1 . 2
min = 5 gﬂ ( )

rasklapanja lestvica, odreduje se iz uslova da pri tom uglu

ga

Slika 14.1 slika 14.2

Za odredivanje najveéeg ugla rasklapanja potrebno je prethodno izracunati
intenzitete reakcija oslonaca u tackama 4 i C, koji se mogu izracunati iz sledecih jednaéina:

ZMf’z =0, Nc4bsina—Gbsin(a+IB)_ )
- Gb(3 cos B sina + sin 3 cos a): 0,
ZM5=0, —NA4bsina+Gbsin(a—ﬂ)+ @

+ Gb(3 cos [ sino — sin f cos a) =0,
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odakle je

N, = G(cos L+0,5sin ,Bctga), (5)

N, = G(cos L 0,5 sin ,Bctga). (6)

Intenziteti sila trenja u tackama dodira lestvice i ravni, IE‘M i ﬁpc odreduju se iz
uslova ravnoteze posebno za krak 4B, odnosno BC (sl. 14.2):

> Mji=0 = —N,2bsina+F,2bcosa+Gbsin(a+B)=0, (7)

ZMZF:; =0 = Nc2bsin(x—Fuc2bcosot—Gbsin(0L—[3):0. (8)
1z predhodnih jednacina sledi:

Fy= —G(sin B—-0,5cos Btgoc), 9)

Foe = G(sin B+0,5cos Btga) . (10)

Lestvice ¢e, biti u ravnotezi samo ako intenziteti sila trenja IE‘M i ﬁpc ne prelaze
odgovarajuce grani¢ne vrednosti, tj. ako je:

~pyN < F, <N, (11)

N < F,0 < pyNe. (12)

S obzirom na (5), (6), (9) i (10) i posle kraceg sredivanja, nejednacine (11) i (12)
mogu se napisati u obliku:

- M, (cos Prga—0,5 sin ﬂ) <—tgasin f+0,5tg’cccos f < u, (cos Pga—0,5 sin ﬂ)
(13)

- U, (cos Prga + 0,5 sin ﬂ) <tgasin f+0,5tg’acos f< u, (cos Pga+ 0,5 sin ,6’)
(14)

Ove nejednacine su ekvivalentne slede¢em sistemu nejednacina:

x? + 2x( ) — 1gB)— w1 >0, (15)

x* = 2x(u, +1gB)+ py1gB <0,

X+ Zx(,uo + tgﬁ)"' 11820,

x? = 2x(p, —1gB) - g B <0,
gde je x =1ga.

Ako se uvede smena: tgf = u,k , gde je u skladu sa uslovom zadatka, 0 <k <1, 1
resi predhodni sistem nejednacina po x, posle odgovarajucih transformacija sledi:

étgﬂétgaéﬂo—tgﬂh/(ﬂo —1gB) + u,tgp. (16)
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15. Na koaksijalni' laki cilindar D, poluprecnika r i 2r (slika 15), namotana su
dva laka, gipka i neistegliiva uZeta. Za kraj jednog uzeta vezan je teret tezine
intenziteta Q, a kraj drugog uzeta je vezan za laku krutu polugu AB, koja je vezana
za nepomicni oslonac O. Na drugom kraju, u tacki B je za polugu kruto vezana
papucica, koja naleze na obod lakog diska Ciji je centar vezan nepomicnim
osloncem C. Ako na disk u naznacenom smeru deluje spreg sila intenziteta M, a
koeficijent trenja klizanja izmedu papucice i diska iznosi u, odrediti najmanju
tezinu tereta da sistem krutih tela bude u ravnotezi. Sve potrebne geometrijske
velicine su date na slici (debljina papucice iznosi k).

Slika 15

Resenje:

Koaksijalni laki cilindar osloboden veza prikazan je na slici 15.1.

A

Slika 15.1

Slika 15.3

! Koaksijalni cilindar se definise kao kruto telo nastalo krutim spajanjem dva cilindra razli¢itih
precnika, pri ¢emu im se poduzne ose simetrije poklapaju.
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Analiticki uslovi ravnoteZe ravnog sistema sila koji dejstvuje na koaksijalni
cilindar dati su u obliku:

DX, =0 = X,=0, (1)
DY=0 = ¥,-0-5,=0, )
SME=0 = 0r-5.2r=0. (3)

Iz uslova (1), (2) 1 (3) sledi
_ 0 3
Xp=0, S, = Y, :EQ.
Kako je Xp=0, na koaksijalni cilindar dejstvuje sistem paralelnih sila ( Y, s Q i §] ).

Poluga AB za koju je kruto vezana papuca prikazana je na slici 15.2. Analiticki
uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na polugu i papucu glase:

DY=0 = Y,+S+N=0, (5)
S My =0 = No-Fk-5a=0. (6)

Imajuéi u vidu da je S ;= —5,', i da u grani¢nom polozaju ravnoteze sistema krutih
tela vazi relacija
F,=u,N )

reSenje sistema algebarskih jednacina (4),...,(7) je:

N=_ 2 ,YO:—Q(H = J

Z(b—yok) 2 b -k
Qa Qa
F =yg———, X,=p—"7—=. 8
8 /uz(b_ﬂok)’ ¢ qu(b_/lok) ©

Na slici 15.3 prikazan je disk osloboden veza, pa analiticki uslovi ravnoteze
ravnog sistema sila koji dejstvuje na njega glase:

D X,=0 = -—Xc+F,=0, 9)
d¥=0 = Y.-N =0, (10)
S Mb=0 = M-FE,R=0. (11)
Iz sistema algebarskih jednacina (9),(10) i (11), s obzirom da je F, :F/; i N=N'sledi:
Qa Qa
Xp=py—""——<, Yp=—~— 12
k) T 2o k) (12)
Qa
M=uR———. 13
Ty (13)

Treba uociti da u ovom slucaju jednacine (1), (2), (4), (5), (9) i (10) nisu
neophodne za reSavanje zadatka jer nisu eksplicitno trazene reakcije u zglobovima D, O i C.
Trazeni intenzitet tezine tereta odreduje se iz jednacine (13) i iznosi
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_ 2M(b _ #ok)
- HyaR

. (14)

o

16. Odrediti intenzitet F;, najmanje kocione sile kojom treba delovati u tacki E
poluge’ 1 da ne dode do proklizavanja izmedju papuce 5 i dobosa 4, ako je
staticki koeficijent trenja klizanja izmedju dobosa i papuce jednak p, Dimenzije
elemenata kocionog sistema date su na slici 16. Intenzitet momenta sprega sila
koji deluje na dobos poluprecnika a iznosi M. Veze u tackama A, B, C, D i O su
zglobne. Papuca 5 je kruto vezana za polugu 3. TeZine svih elemenata kocionog
sistema zanemariti.
3a 2a

2a

A Slika 16

ReSenje:
Sistem krutih tela prikazan na slici 16 treba rastaviti i osloboditi veza. Poluga 1

oslobodena veza prikazana je na slici 16.1.
Jedan od uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na polugu 1 glasi:

S My=0 = aSsina-2aF, =0, (1)
odakle sledi intenzitet sile u Stapu CB
2F,
S ==k 2)
sina

gde su

2 Poluga je kruto telo oblika pravog ili krivog Stapa.
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F, intenzitet koCione sile, 1
a ugao izmedu poduzne ose Stapa BC i vertikale.
Poluga AB za koju je kruto vezana papuca oslobodena veza prikazana je na slici
16.2. . Jedan od uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na polugu AB je

SMi=0 = 3aN-S5aS;sina=0. 3)

= C
S .
a F,
D
v - 2a E
X, l X
y Slika 16.1
Slika 16.2 Slika 16.3

Imajuci u vidu da je za intenzitet reakcije u lakom Stapu CB ispunjen uslov S, =S£ ,

iz jednacine (3) sledi veza izmedju intenziteta normalne reakcije izmedju dobosa i papuce, i
intenziteta kocione sile

; : na 2F, 1
5sznaS1 N N=5szna i =_0Fk' )
3 sina 3
Dobos osloboden veza prikazan je na slici 16.3. Jedan od uslova ravnoteze ravnog

sistema sila koji dejstvuje na dobos glasi
ZMOZ:O = aF,-M =0, (5)

odakle se izracunava intenzitet sile trenja klizanja u zavisnosti od sprega sila intenziteta

N =

momenta M (gde je F, =F,)
F=" (6)

Obzirom da je F, <u,N, pri ¢emu se znak "=" odnosi na grani¢ni polozaj ravnoteZe,

slede relacije iz kojih proistice intenzitet kocione sile koji se u zadatku trazi:

M 1 M M M
,UoNZ_ = ﬂo_OFk 2— = Fk23— J
a 3 a 10au,

k,min —

10au,
(7
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17. Odrediti intenzitet sile kocenja Fy, kojom treba dejstvovati na polugu CAB

diferencijalne kocnice sa trakom, da bi dobos na koji deluje spreg sila intenziteta
momenta M bio u ravnotezi. Ugao zahvatanja trake i doboSa je o, a staticki

koeficijent trenja klizanja izmedju trake i doboSa je . Rastojanja: A_Cza,,
AB=1 i AD=a.

n S, F
a * l—a k
D v
= B
: D A Xy
”%’—l.
Slika 17 Slika 17.1 Slika 17.2

ReSenje:

Sistem krutih tela prikazan na slici 17 treba rastaviti i medusobni uticaj delova
sistema zameniti reakcijama veza. S obzirom da se u zadatku ne trazi reakcija veze u
zglobu O, moze se pisati samo jedan od analitiCkih uslova ravnoteZe sistema sila koji
dejstvuje na dobos osloboden veza (slika 17.1)

SMli=0 = Sy-Sp-M=o0, (1)
odakle sledi
M
S, -8, = )

Izmedu intenziteta S, i S; sila vazi odnos S,>S; , sto sledi iz jednacine (2), jer sui M
i r pozitivne veli€ine.

Kako se zadatkom ne trazi ni reakcija zgloba A, piSe se samo jedan analiticki uslov
ravnoteze® sistema sila koji dejstvuje na polugu CAB oslobodenu veza (slika 17.2)

SMi=0 = -Sa+Sa-Fl=0. 3)
odakle sledi
~Sya,+Sa
Fp =R @)
Vode¢i racuna da je §1 = —§1, 52 = —§2, i da postoji veza izmedu njihovih intenziteta

preko Ojlerove jednacine

3 . o . . . . .
Citalac moze zapaziti da, ukoliko se ne traze reakcije veza u zglobovima kojima su posmatrana tela
vezana, potrebno je napisati samo jedan analiticki uslov ravnoteZe, tj. momentnu jednacinu.
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Sy =Sye (5)
gde su:

My - staticki koeficijent trenja izmedju dobosa i trake,

« - ugao zahvata izmedju dobosa i trake,
sledi:

M Me"* M(a—ale”(‘“)

S, = s S, = k F, = . 6
L P ’ rie””“—li g rlie”oa—li ©

18. Homogena ploca oblika jednakokrakog pravouglog trougla katete duzine a i
tezine intenziteta G, oslanja se temenom C
o glatki vertikalni zid, a stranicom AD lezi ol
na gredi AB. Greda AB, duzine 2a i teZine . /J|\
intenziteta G, zglobno je vezana u tacki A SN ol T

. o . F |
za nepomican oslonac. U tacki B greda je i
vezana tankim neistegljivim lakim uzetom '
koje je prebaceno preko nepokret-nog, : 90° B
hrapavog cilindra. Na kraju uzeta deluje

G2

sila  intenziteta  F = = Staticki N ¢ D

koeficijent trenja klizanja izmedu uzeta i
cilindra je py=0,1. Odrediti reakcije svih

veza i najmanji ugao obuhvata o, pri kome 45° 45°

se sistem nalazi u stanju ravnoteze, = —---"-- 7

prikazanom na slici 18. Slika 18
ReSenje:

Analiticki uslovi ravnoteze ravnog suceljnog sistema sila koji deluje na homogenu
plo¢u oslobodenu veza glase (slika 18.1):

D X;=0 = R.-Ncos45’ =0, (1)
dY,=0 = -G+Nsin4s"=0. )

Homogena greda AB oslobodena veza predstavljena je na slici 18.2. Analiticki
uslovi ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje na homogenu gredu imaju oblik:

ZXI.ZO = XA—S’cos450+N, cos 45" =0, 3)

dDY=0 = Y,-G+S sin45" -N'sin45’ =0, (4)
’ 2 o ,

Sulfi=0 = Gag—S.2a+N %:0. (5)

Resavanjem algebarskih jednacina (1),...,(5) sledi
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G 3G

X, =2, v,=22, 6

4 5 1= (6)
, 2

S =i, R. =G, N=Gy2. (7)

Preko hrapavog nepokretnog cilindra prebaceno je neistegljivo uze (slika 18.3) na

G2

¢ijem slobodnom kraju deluje zadata sila F (F = —J . Vode¢i racuna da je S=-5"i

4
G2

da je intenzitet sile S odreden iz analitickih uslova ravnoteze (S =TJ , ha osnovu

Ojlerove jednacine postoji veza izmedu intenziteta sila FiS

F = Se #0% ®)
gde su:

Ko - staticki koeficijent trenja klizanja izmedju uzeta i cilindra i

o - ugao zahvata izmedju uzeta i cilindra koji treba odrediti.

' b

Slika 18.2 Slika 18.3

1z relacije (8) sledi

o= ”’—]2 =69314 =  a=39715". ©)
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19. Sistem krutih tela se sastoji od stapa BC zanemarljive tezine, grede AB duzine
2l teZine 2@, i diska tezine G. Disk se
oslanja na vertikalni zid i na gredu AB u
tackama L i E (AE = EB). Veze u tackama
B i C su zglobne. Greda AB se krajem A
oslanja o horizontalnu hrapavu podlogu.
Odrediti  koeficijent trenja klizanja 1y
izmedu grede i hrapave podloge, da bi
polozaj sistema na slici 19 bio ravnotezni.

B

ReSenje:
Na disk osloboden veza deluje sistem
tri suceljne sile (slika 19.1). Iz trougla sila (slika 19.2) sledi:

Ny=2G, N, =G\3 .

Slika 19

Slika 19.1 Slika 19.3

Zatim se posmatra ravnoteza grede AB Analiticki uslovi ravnoteze ravnog sistema
sila koji deluje na gredu AB oslobodenu veza imaju oblik(slika 19.3):

ZXi:O = —Scos600+NEcos300—Fﬂ=0, (2)
dY¥=0 = Scos30"-2G-Nycos60’ +N, =0, (3)
Y M, =0 =  2Scos30’-2Glcos60" Ny =0. (4)

Resavanjem sistema jednaéina (2), (3) i (4) uzimajuéi u obzir da je u grani¢nom
slucaju ravnoteze F, = uyN , sledi:

S=Gv3, NA=§G, p==
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20. Sistem homogenih krutih tela sastoji se od ploce ABC oblika pravouglog
trougla tezine G i diska D teZine Q Ploca se

oslanja na horizontalnu hrapavu podlogu, pri cemu c 30

3

je staticki  koeficijent trenja klizanja p,=——, a

disk na plocu i na vertikalni zid. Odrediti polozaj
reakcije podloge i maksimalnu tezinu diska pri
kojoj sistem ostaje u ravnotezi. Trenje u ostalim

vezama zanemariti. Dato je: AE=EC=AB=a ,
< ABC=90". B

Slika 20
Resenje:

Na disk osloboden veza deluje sistem od tri suceljne sile (slika 20.1). Iz trougla
sila (slika 20.2) sledi:

Ng=2Q. (1)

N,
Slika 20.2 Slika 20.3

Analiticki uslovi ravnoteze proizvoljnog ravnog sistema sila koji deluje na
trougaonu plocu oslobodenu veza imaju oblik (slika 20.3):

J3
YXx,=0 = F, -20°>=0, )
ZY;:O = N—G—ZQézO, 3)
2a
DMp=0 = —Ne+GZ+20a=0. )

Resavanjem predhodnog sistema algebarskih jednac¢ina dobija se:
2G+6Q
F, =03, N=G+0, «x=—""2q.
w=9 © 3G+30

U ovom slu¢aju moraju se postovati slede¢a ogranic¢enja:
= dane dode do proklizavanja ploce ABC, tj.
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V3 G
F <N, OV3<2(G+0) = 0=, 5)
= dane dodje do prevrtanja plo¢e ABC oko tacke B, odnosno:
0<x<a = OSMaSa QSE (7)
3G+30 3

Da bi bila ispunjena oba uslova (5) i (7) mora biti Q,,,. = R

21. Sistem krutih tela prikazan na
slici 21 sastoji se od grede AB,

duzine 41, tezine 2@, lakog Stapa
CD, duzine 21 i diska poluprecnika

l\/g . tezine G. Disk Jje lakim,
neistegljivim uzetom vezan za kraj
grede AB i oslanja se na nju u tacki
E. Drugim krajem A greda se
oslanja na horizontalnu hrapavu
podlogu. Veze u tackama D i C su
zglobne. Odrediti silu u uzetu BO i
staticki koeficijent trenja klizanja Slika 21
izmedu grede AB i podlige, ako je

— — BC
prikazani polozaj sistema ravnotezni (CE = EA= TC ).

ReSenje:
Na disk osloboden veza deluje ravan sistem suceljnih sila (slika 21.1). Iz trougla

sila sledi (slika 21.2):
Ng=S=G. (1)

Slika 21.1 Slika 21.2
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Analiticki uslovi ravnoteze proizvoljnog ravnog sistema sila koji deluje na gredu
AB oslobodenu veza glase (slika 21.3):

Y X, =0 = -F,~Nycos30"+Fsin30"+Scos30" =0, (2)
DY Y=0 = N,-Ngycos60’+Fsin60" -Scos60” ~2G=0,

3)
ZMAZ =0 = INg - 2IFsin60’ + 2G.21sin30" — 418 cos60° =0 .

(4)

Slika 21.4

Uzimaju¢i u obzir da je u grani¢nom poloZaju ravnoteze F, = ;N ,, reSenje

predhodnog sistema jednacina je:

G356 3

F

A= > H=

3 2 15

22. Sistem krutih tela sastoji se od homogenog .

4
ugaonika ABC, konstantnog poprecnog preseka, 4
Cija je tezina 2 G i homogene grede MK, duzine
2a, tefine G. Ugaonik je u tacki A uklesten. Y

Vertikalni krak ugaonika je gladak, dok izmedju
donjeg kraka i grede u tacki K postoji trenje. 2a

Odrediti reakcije unutrasnjih i spoljasnjih veza %

sistema kao i staticki koeficijent trenja vy, , tako f

da ugao koji poduzna osa grede MK zaklapa sa | 30 B
horizontalnim krakom ugaonika bude o=30", ¢ K 2a

ako je AB=BC=2a. Slika 22

ReSenje:
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Analiticki uslovi ravnoteze sistema sila koji dejstvuje na sistem krutih tela
osloboden veza su (slika 22.1):

dYx,=0 = Xx,=0, (1)
D ¥ =0 =  Y,-3G=0 , 2)
dMyi=0 = Ga+Ga§—MA:0 : 3)

Resavanjem predhodnog sistema algebarskih jednacina dobija se:

3

XAZO’ YA=3G, MA=GCI{7+]}

Slika 22.1 Slika 22.2

Jednacine ravnoteze ravnog sistema sila koji deluje na gredu MK oslobodenu veza
glase (slika 22.2)

D X,=0 = F,-Ny=0, (4)
ZY;:O = Ny-G=0, (5)
Supg=0 = —Ga§+NMa 0. (6)

Iz jednacina (5) i (6) se dobija

V3

X 7
5 (7

a iz jednacine (4), s obzirom da je sila trenja klizanja u granicnom slucaju F,= 14Nk sledi

V3
F;t:NM = :ul):T' (8)

NK:G, NM:G
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23. Homogeni kruzni cilindar, teZine G i poluprecnika, r lezi na hrapavoj
horizontalnoj ravni (slika 23). Ako je staticki koeficijent trenja klizanja izmedu
cilindra i ravni 1y, a koeficijent trenja kotrljanja k, odrediti silu F koja deluje
pod uglom « prema horizontali u centru cilindra, da bi cilindar ostao u stanju
mirovanja.

S

Slika 23 Slika 23.1

ReSenje
Iz analitickih uslova ravnoteze ravnog sistema sila koji dejstvuje na cilindar
osloboden veza sledi:

N=G-Fsina , Fcosa<F,, =puyN , Fcosoa-r <Nk, (1)
Sto u fizickom smislu znaci da horizontalna komponenta sile Fcosa ne moze da "savlada"
maksimalnu silu trenja klizanja i istovremeno da njen moment u odnosu na tacku A ne moze

da "savlada" moment otpora kotrljanja ¢iji je intenzitet N 4.
Vode¢i raduna o intenzitetu sile N dobija se:

Feosa<uy(G-Fsina) = F< o —G , )
cosa+ fiy sina
Fcosa-rS(G—Fsina)k = FSAG . (3)

recosa+ksina

Prema tome grani¢na vrednost intenziteta sile F' je odredena relacijama

-— ¢ @

Fr=—"*t G F
rcosa+ksina

"
r . T
g COS(Z+,L10SZI1(Z 8

odnosno relacijom u kojoj figuriSe manji od dva broja
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. k . C
o i . Na osnovu prethodne analize zakljucuje se da ce

cosa+puysina  rcosa+ksina

cilindar ostati u stanju mirovanja za sve vrednosti intenziteta sile F koje zadovoljavaju
jednacinu

F< min{ Ho G k G} . (5)

cosa+pysina  rcosa+ksina

U datoj analizi treba razmotriti mogucénosti pokretanja cilindra iz stanja mirovanja (neka je
a=0). Napadnu liniju sile F moguce je pomerati iznad i ispod tacke C. Ako je napadna

= . . ko . .
linija sile F iznad tacke C tada je, obic¢no, 1, > 7 (slika 23.3123.4).

r »
i S . S ~
E ~|C
g G
) 4
i = 1 A
% fu. )
7777777777 — "
i —>
Slika 23.2 Slika 23.3
Ako intenzitet sile F zadovoljava nejednacinu
k
i G<F<u,G (6)

cilindar ¢e se pokrenuti iz stanja mirovanja i zapoceti kotrljanje bez klizanja.

U fizickom smislu to zna¢i da je

intenzitet sile F takav da ne moZe da "savlada"
maksimalnu silu trenja klizanja (tj. otpor
klizanju) ali je njen moment u odnosu na tacku
A takav da moze da "savlada" moment otpora

kotrljanju (tj. moment sprega sila F i F u Je

veéi od momenta sprega sila Gi N)sto R / v
dovodi do zapocinjanja kotrljanja bez klizanja. A d

Ako je napadna linija sile F ispod i 4
tatke C (d veoma malo) tada je, obic¢no, Iy

m <§ (s1.23.4). k

A
A

Slika 23.4
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U ovom slucaju ako intenzitet sile F zadovoljava nejednacinu
k
HyG<F < i G (7)

cilindar ¢e se iz stanja mirovanja pokrenuti i zapoceti klizanje bez kotrljanja, §to u fizickom

smislu znai da je intenzitet sile F takav da moZe da "savlada" maksimalnu silu trenja
klizanja ali je njen moment u odnosu na tacku 4 takav da ne moze da "savlada" moment
otpora kotrljanju.

Kada je intenzitet sile F takav da zadovoljava nejednacinu
k
F > max 'UOG’EG )
cilindar ¢e se iz stanja mirovanja pokrenuti i zapoceti kotrljanje sa klizanjem tj. intenzitet

sile F' je takav da istovremeno moze da "savlada" i otpor klizanja i otpor kotrljanju.

24. Odrediti za koji ¢e ugao o (sl. 24) cilindar, tezine G i poluprecnika r, koji
lezi na strmoj ravni ostati u stanju mirovanja ako je staticki koeficijent trenja
klizanja izmedu cilindra i strme ravni py a koeficijent trenja kotrljanja k.

Slika 24 Slika 24.1

Resenje
Sila G se razlaze na komponente G;i G, &ji su intenziteti Gsina i Geosa. 1z

uslova ravnoteze sistema sila koji dejstvuje na cilindar sledi (slika 24.1):

N=Gceosa, Gsina<F,, , Gsina-r<Nk (1)

t.
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Gsina < yu,Geosa, Gsina-r<Gcosa -k . 2)
Prema tome, maksimalni (grani¢ni) ugao « odreden je relacijama

’ ”n k
tgagr =Hy, tgagr :7 (3)

tj. maksimalni ugao « odreden je manjom vrednos¢u od dva broja 41 —, odnosno
r

k
tgagr = mm{uo ’_} (4)
r
Cilindar ¢e ostati u stanju mirovanja i za sve uglove « koji zadovoljavaju nejednacinu
k
tga < min{,u(, ,—} (5)
r

Za odredeni grani¢ni ugao a,, treba razmotriti moguénosti koje mogu nastati promenom
veli¢ina 1 1ik.
Ako je
k k
/u() >7’ 7<tgagr S/u() (6)

cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti kotrljanje bez klizanja.
U slucaju da je

k k
Hy < 7’ My < tgagr < 7 (7)
cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti klizanje bez kotrljanja.
Kada je
k
18 o =maxy tly,— )
r

cilindar ¢e iz stanja mirovanja zapoceti kotrljanje sa klizanjem.



