YBOJI

Ocuunianmje mpencTaBibajy IPOMEHE CTamba CHCTEMa KOje e MOTIYHO HIIH ASTUMHUYHO ITOHABIbA]y Y jeTHAKIM
WM pa3MYUTHM BPEMEHCKUM MHTepBaiuMa. CariacHO pa3HOBPCHOCTH (DM3MYKHX I0jaBa M MEPHOJMYHOCTH POMEHA
oxroeapajyhmx crama MaTepHjalHUX Tela, OCIIAIje MOTy MOa HuMajy pasiuduTy (QHU3HYKY TMPHPOLIY.
HajjenHocTaBHMja (M3MYKa TOjaBa je MEXaHHYKO KpeTame, [1a je NPUPOJHO OYCKMBATH Jla Cy IpBa Ca3Hama O
ocuuianyjamMma 3aCHOBaHa Ha MOCMaTpamy NepHOINYHIX KpeTama Tena. Hemoryhe je moy3aaHo TBpANUTH Kaja je YOBEK
MOYeO CBECHO Jla KOPHCTH U IPUMEHYje CBOja ca3Hama O OCHWIAlldjaMa, alld jeé CUTYpPHO Ja Cy OHE OJaBHO Omiie
MPUCYTHE Y BEr0BOj HCKYCTBEHO] JENaTHOCTH. Y MPHUJIOT TOME, IOBOJBHO j€ Ca3Hame KOJIMKO AyOOKO Y IPOIILIOCT CexXe
rojasa MpBHUX MY3MYKHX MHCTpyMeHarta. [loy3aaHo ce Moxke TBPIUTH Jia Cy TOYETKE CaBpeMEHe HayKe O OCIHJIalujaMa
yremespuu [anunej (Galileo Galilei,1564-1642), Byt (Sir Isaac Newton,1643-1727) u Xajrenc (Christian
Hyigens,1629-1695) npoy4aBajyhu kperame kiarHa. Ca pa3BojeM MEXaHHKe pa3BHjajia ce U TEOpHja OCLUIIAINja, Kao
nocebaH eo OUHAMHUKE MaTepHjalHUX cucTeMa. [Ipema Tome, 6e3 003Mpa Ha IMOCEOHOCT OCHMJIATOPHUX KpeTamba,
TEOpHja OCLUIIAL]a MEXaHWIKUX CHCTEMa OYMBa Ha OCHOBHHM 3aKOHMMA THHAMHKE.

W mnopen pa3HOBpCHOCTH (H3MYKE MPUPOJE OCHWIATOPHUX TIpoIeca, HHXOBa 3ajeJHHYKA OCOOMHA je
NEePHOAMYHOCT, [MTO oMoryhaBa Ja ce, 3a HHUXOBO OIUCHBAKE, KOPHCTH jEIUHCTBEH MATEMATHYKH arapar.
MaremaTiuko MoJenupame PU3NIKKUX 1M0jaBa MPeCTaB/ba lUXOBY HIcaNn3aIrjy 300r HeMOryhHOCTH /1a ce TaYyHO U y
MOTIIYHOCTH carjiefiajy u y3my y o03up cBe BHXOBe ocoOMHe W yTuuaju. JudepeHuujaane jennaunne y 1uHaMuIn
NPE/ICTaBJbajy WACANN30BaHYy CIMKY KpeTama, NMpH 4YeMy ce BOJM pauyHa Ja Ce HHXOBHM pellaBambeM J00ujy
pe3ynTaTu Koju 3aJ10B0JbaBajy ojapeleHe KpuTepujymMe TauHOCTH, Tj. Jla Ce OJCTYNama O]l eKCliepUMeHaTa U Mepera
Hanase y 3aJ0BoJbaBajyhinm rpanunaMa. YecTo cy M Tako MICalIM30BaHU MOJIENIM BEOMa CIIOXKEHH 3a pellaBambe M
aHayu3y, 1a ce, TaMo IJI¢ jé TO ONpaBIaHo, IPUCTYIA Aajb0j WACANTU3alUjH 3aHEMAPHBAKHEM BEJIMYHHA YUjU yTUIIA] HA
MOHAIIalbe MOJe]a HUje 3Ha4ajaH. JelHy O]l TaKBHX HICAIM3alldja YHHE JUHEAPHU CUCMEMU, Tj. CUCTeMHU 4uje je
MOHAIIAKEe OMUCAHO JINHEAPHUM Au(epeHIUjaTHUM je[HAaYnHaMa ca KOHCTaHTHUM KoeduimjeHtnma. Ocrunanuje
OMHKCAaHE TAKBUM jeHAYMHAMA WMajy HA3UB JIUHeApHe OCUulauuje, Vako je y yHoTpeOd uecT Ha3uB U Majle
ocyunayuje, MTO je y CKIaay ca MOCTYIKOM JiMHeapu3aunuje audepeHiujaTHuX jeqHaunHa. Teopuja JMHEApHUX
ocHmiIanydja je BeoMa pa3BHjeHa a oAroBapajyhim MaTeMaTHYKH amapar je IocTa jeAHocTaBaH M oMoryhama ma ce,
JIETaJbHO M YECTO JI0 KOHAYHUX pelIeHa, aHAIM3Upa JaTH JIMHEAPHU MOJENI. Y TeXHHYKO] MPAKCH BEIHKH Opoj
npobiieMa MOXeE Ja ce Ha 3a/[0B0JbaBajylil HAa4yMH pelld HPUMEHOM JIMHeapHe TeopHuje. MelhyTum, y HEKuM
npoOieMuMa JIMHeapu3alja Hema CMUCIIa, jep MOXKe Ja MpecTaBiba rpy0y naeanus3anujy pa3mMaTpaHor mpoleca 1 Ja
CTBapa CYHITUHCKU UCKPUBJHEHY CIIMKY O IMOHAIaBky CUCTEMA, OJJHOCHO MOry Aa C€ jaBe HECTIPUXBATJBMBE I'PCUIKE, HE
caMo KBaHTHTATHBHOT, HETO M KBAJMTATUBHOT KapakTepa. Moke yak Jia ce JIeCH Ja Ce JIMHEeapHu3allijoM OCIMIATOPHOT
cuctema 100Mjajy jeTHaYMHe ca HEMEPUOANYHUM pellemhiuMa U CIl..

Bpoj crenena ci10001e KpeTama cucTema je Takole mocnenuia uaeanusaiyje cuctema. Cpa Tela Cy Mambe Hin
Buile gepopmadbmina. Tena unje nedopmaiije HeMajy BUIaH yTHIA] Ha KPETamhe CUCTEMa MOXKEMO CMaTpaTH HJCaHO
kpytuM. Tena unje nedopmaliije He MOTY Jia ce 3aHeMape, a Mace cy UM 3aHeMapJbUBE y OJIHOCY Ha Mace OCTAJIMX Tella
(HOp. Mozen enacTUYHe Ompyre), MMajy OWTHOI yTuIaja Ha KpeTame cucrema. Y THM ciydajeBUMa Opoj cremeHa
co0o/ie cucTeMa je KOHAYaH U KPETarbe j€ OMHUCaHO CHCTEMOM OOMYHMX JH(epeHINjTHUX jeHAYNHA.



IMpumep(MeXaHUIKH CUCTEM Ca TPHU CTETIeHA CI000/1e):

-paBHOTEKHU IMOJI0XKA]: -BEKTOp FeHEPAIIMCAHUX KOOPIMNHATA:

a=[a'a’q’1" =[poy]

-Op3KHe y PaBHOTEKHOM I10JI0XKajy:

D
| -B
Vr2
y
0 M

VYKOJIMKO ce HU Mace HU jAedopMalyje MojeIMHUX Tejla He MOTY 3aHeMapuTH, CHCTEM nMa GecKoHadaH Opoj
cTeneHa cnobone KpeTama (CHCTEMHU ca HEMPEKHIHO PACIOACIHCHUM IapaMeTpHMa), a IEeroBO KPETamhe OIMMCAHO je
napuujajaHuM aupepeHiijaTHIM jeIHaunHama.

IIpumep(ocuunanuje 3aTerHyTe CTpyHe):

z dz

y=y(@t)=?

-mudepeHnyjanta jeJHaunHa:

2 2
ay_cz% 0 (szg]
Z

at?

-[IOYETHH YCIIOBH:
=0 y(z,0)=1(2), [—j =0(2)
t=0

-KOHTYPHH YCIIOBH:

y(O¢t)=0 , y(,t)=0

-KOHa4yHa jCHHa‘lHHaI

y = S[A cos(@it) + B, sin(@,t)Jsin(k,2) A, = le f (z)sin(n—” zjdz, B, = iljd)(z)sin(n—” z)dz
n=1 I 0 I nnac 0 I



Oge jemHaumHe, y CIy4ajy OCIIIUIAIN]ja CIOKEHH]IX SIACTHYHHX TeJla, BEOMa Cy TEIIKE 3a PellaBame U aHAIH3Y,
Ia ce MPUCTYIa W3HATAXKEHY OATOBapajyher AMCKPeTH30BaHOI Moeiia ca KOHaYHHM OpojeM cTemeHa cioboxe, ca
TaKBHM PAcIlOpeioM Maca M KPYTOCTH, KOjU TapaHTyje Ia 1o0HjeHa peliema 1ajy 3a0B0JbaBajyhy CIUKy 0 HOHAIAmby
OCHOBHOT' MO/JIeIa.

[ pumep(nonpedne ocIUIAIje MPOCTe Tpese):
-penyKIiija Maca:
m/8_ m/8

A m m m m B ‘ A m/8 m/4 m/4 m/4 m/8 B
lm (A ———

m/4 m/4 m/4 m/4 _fI\_
i /4 /4 /4 /4717

2 4 .
5V+C2ﬂ:0 CZ:EIX (lAq+q:0

ot? oz’ PA

-00JIMIM OCLIMIIOBALA:

OBaj metox, 0e3 003Mpa IITO AMCKPETH3aLMja Jaje NMPHUOJMKHY CIMKY OCHOBHOI MOJENA, UMa BEIUKH MPAKTUYHU
3HaYaj, jep je pa3Boj pauyHapCKe TEXHHWKEe oMOoryhmo ga ce, KopHIIhemeM MeTola MATPUYHOI padyHa, pelaBajy
poOJIeMH OCHMIIAIja ca BEIMKUM OpojeM cTerneHa co0o0/ie KpeTama.

Ocuunaiyje TpeiCcTaB/bajy MEPHOAUYHE MPOMEHE CTamka Yy OJHOCY Ha HEKO cpelme cTame. Ocumiaiuje
MEXaHUYKHX CHCTEMa MPECTaBIbhajy MEPUOAUYHO KPETahe Y OJHOCY HA je[laH YTBPEHH M0JI0XKa] CHCTEMa M HACTajy
JIEjCTBOM CHJIA KOje TeKe Ja CHCTEM JIOBEIY Y Taj MOJIOXKa] (pecmumyyuone cuie Win cujie yCnocmaesarsa). Y cien
TOTa, TAKBE CUJIC 3aBKCE OJI [TOJIOXKAja CHCTEeMa Y OJHOCY Ha Taj yrBpheHu mojoxaj. [lokasyje ce na, Meljy cumama koje
3aBHCE O] TOJI0Kaja CHCTEMa, OCOOMHY PECTHTYIHjEe UMajy MOTeHIujajdne cwie. [Ipema Tome, na OM MEXaHUYKH
CHCTEM BPILHO OCHMJIATOPHO KPETame, HEONXOIHO je Jia y KOH(DUTypallMOHOM IPOCTOPY NOCTOjH MOJbE MOTEHIIN]aTHUX
CUJIa ¥ M30JI0BaH I10JI0Xa] y OJHOCY Ha Koju he cucrem aa ce kpehe ociuiatopHo. YKyIHa HOTEHIMjalHa eHepruja,
IIPU TOMeE, TIPEJICTaBIba 30Up CBUX IMOTEHIMjAIHIUX SHEPruja KOjiMa pacroliake pa3MaTpaHu CUCTEM. AKO, Y UI€aTHOM
clly4ajy, Ha MEXaHHUYKH CHCTEM Jeiyjy caMo IMOTEeHIUjajlHe CHJIE CUCTEM je KOH3epBAaTHBaH (MeXaHW4yKa €Hepruja je
KOHCTAHTHA), T1a Ce OCI[MIIAINje TAKBOT CUCTEMAa HA3UBA]y ocyuiayuje Kouzepeamugnux cucmema (y yubeHuuma je
YECT HA3HB U C10000HE Henpuzyuwiene ocyuiayuje).

PeanHo, KOH3epBAaTHBHU CHCTEMH HE TIOCTOj€, jep Cy TeNa yBEeK M3JI0XKEHa AEjCTBY OTHOpA KpeTamy, 300T uera aoiasu
JI0 TI0jaBe ryOMTaKa MEXaHHWYKe eHepruje cUcTeMa, OJHOCHO JI0 H-CHOT NpeTBapama y Jpyre oOJIMKe eHeprHje Wiu 0
HCHOT NPEHOIIeHA Ha pyre cucreme. [Ipema ToMe, KOH3epBAaTHBHY CUCTEMHU TIPECTABIbajy MJICaIH3alijy OCTBapeHy
3aHEMapUBamkEM HEKOH3EPBATHBHUX CHJIA, YKOJIMKO o/pel)eHrn KpUTepHjyMH TAYHOCTH ONPaBAaBajy TakaB IIOCTYyMaK. Y
MIPOTHBHOM, YTHIIdj HEKOH3EPBAaTHBHUX CHJIa c€ MOpa y3eTH y 003mp. OTmopm Kperamy HAcTajy ycjieg KOHTaKTa ca
CIOJEE-OM CPEIMHOM U YCIIEJ] y3ajaMHOT JIeoBamka eJIeMeHaTa CHCTeMa, TaKo Ja CHJIe OTIIOpa MOTY OMTH CHOJbaIllbe U
yHyTpammbe. Hajuenthe cy To cuie CyBOr M BUCKO3HOT Tpema. HbHXOBHUM [1enoBameM OCIMUIAINje CE€ ACTMMUYHO HIIH
MOTITYHO MPHTYIIYjy, TAKO A2 UMajy Ha3UB HpuUzyuieHe ocyuiayuje.

Jlmreapu3anujoM cucTtemMa ca KOH3EPBAaTHBHUM (MOTEHIMjATHUM) CHJIaMa M HEKOH3EPBATHBHUM CHJIaMa HPUTYIICHa
no0Mjajy ce ayTOHOMHE JIMHeapHe IU(epeHIUjalHe jeJHauMHe, Tj. JIMHeapHe IuQepeHIHujallHe jeJHaYMHEe ca
KOHCTaHTHHUM KOC(HIIMjEHTHMA I1a TAKBU CUCTEMH UMajy Ha3MB U AYMOHOMHU IUHEAPHU CUCIEMU.

IIpumep (ocumnaryje 3aK0YEHOT BO3MIA Y BEPTUKAIHO] PaBHU):

I'enepanucane KOOpAUHATE: Z-BEPTUKAIHO IIOMEPame LIEHTPa Maca, ¢ -yrao poTaluje OruOJbEHOr Jiesa BO3MIIa,
Z; M Z,- BepTHKaJlHa [IOMepama LIEHTpa Maca MpeAlke U 3aime ocoBuHe. ITo3HaTH cy: Maca M M MOMEHT MHEpIHje
Jcy =J orubbeHor nena, ayxune a u b, HeorubbeHe Mace My M M, NpPEIHLHX M 3a/bHX TOYKOBA C4 OCOBMHOM,
CKBMBAJICHTHE KPYTOCTH C; M C, KOJ NPEIIEr M 3a/lel MOCTa, CKBUBAICHTHE KPYTOCTH Cpy M Cpp NHEYMaTHKA

NpeNbuX U 3aJBbUX TOYKOBA, KA0 W CKBUBAJICHTHH KOC(UIMjEHTH NpHUTryllewma [y U [, TNpemmHX U 3aIbUX

amopTH3epa.
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MaremaTiyky Moaen-audepeHIrjaiHe jeJHaYnHe Y MATPUYHOM OOJIHKY

Heaymonomnu nuneapnu cucmemu HACTajy ako je, MOPEN PECTHUTYIIMOHHUX M OTIHOPHHX CHIIA, CHCTEM H3JIOKEH JICjCTBY
RpUHYOHUX Culd, Tj. HEKOH3EPBATHBHHUX CHJIA KOj€ SKCIUTMIMTHO 3aBHUCE OJf BpeMcHA. Y JIMHEApHO] TCOPHjH OCIIHMJIAIM]ja
pa3MmaTpajy ce yriiaBHOM IPUHYIHE CUiIe Koje y3 oapeleHa orpaHnYea uMajy 0COOMHY epHOAMYHOCTH. OCIUIAIH]je O/
JICjCTBOM MPHUHYIHUX CUJIA UMa]y Ha3UB HPUHYOHE OCUUIayUje, A, 3aBUCHO O] TOTa Ja JIM HA CHCTEM ITOPE/I MOTCHIIHN]aTHUX
CHJIa JIeNyjy ¥ OTIIOPHE CHIIe, IeTiC Ce Ha HPUHYOHE Henpuzyuiene i npUHyOHe Rpuzyuiene ocyuiayuje.

Ipumep (nprHyIHE HENPHUTYIICHE OCLHIIALH]E):

-paBHOTE)XHH IOJI0XKA]:

A 3 B
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-mudepeHIujante jelHaunHe:
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Kako je Beh HarmamieHo, yclIOBH Ja TOCTOje OCIWJIAIIMje MEXaHWMYKOT CHUCTeMa Cy Ja Y KOH(UTYparmoHOM MPOCTOpY
MIOCTOj Y MOJbE MOTSHIMjATHUX CHUJIA U TI0JI0KAj Y OJHOCY Ha Koju he cucTeM J1a MepuoIMIHO MEma T0JI0Kaj MO/ AejCTBOM
moTeHIMjaTHuX cuia. [loka3yje ce, Ha OCHOBY PECTUTYIIHOHMX OCOOMHA MOTEHIMjaTHUX CHJIA, Jia j€ TO MOJI0Kaj cTa0uiIHe
PaBHOTe:Ke KOH3epBaTHBHOI cucTema. [Ipema TOMe, MeToj 3a NpoydyaBame OcCLHIanuja 00yXBaTa IPETXOJHO
yTBphUBame M0J0kKaja paBHOTEXE Yy IOJbY MOTCHIMjAHUX CHJIa a TIOTOM HCIIMTHBAbE HEroBe CTAOWIHOCTH (T10jam
cmaduanocm Rnon0Mcaja pasnomedice TOJpazyMeBa OCOOMHY II0JI0Xaja PABHOTEXKE /1a je y HEeMYy CTambe paBHOTEXE
cucreMa cTabWIHO), IITO TEOPHjy OCIMJIALNja YCKO TIOBE3Yje ca TEOPHjUM CTaOWIIHOCTH KpeTama. Ha Taj HauuH, mosoxaj
CTa0MIIHE PaBHOTEXKE KOH3EPBATUBHOT CHCTEMA MPEJCTaBIba LCHTPAIHY TauyKy y KOH(QHUIypallMOHOM IIPOCTOPY Y OJHOCY Ha
KOjy ce pa3Marpa OCIHMIATOPHO KPETamhe CUCTEMA.



CTABUJIHOCT PABHOTEKE MEXAHUYKOI' CUCTEMA

Y KOHQHUTYpalOHOM NPOCTOPY MOJI0XKa] CHCTEMa je OfpeheH reHepanncaHiuM KoopiauHaTtama ( (j=12,...,s),
rae je S Opoj cremeHa cioboze cucrema. Ilonoscaj pagnomedice je TakaB TOJ0XKa] y KoMme hie cucteM MupoBatu (OUTH Y
CTamy PaBHOTEXE) CBE BPEMe, aKO Ce y HEMy Hala3Ho y HEKOM TpeHyTKy f, u ako cy Taza cBe meroBe OpsuHe Omie

jennake Hynu. [Ipema ToMme, ako je CHUCTEM H3JIOKEH J€JIOBamby TE€HEPAIMCaHHUX CHIIa Qj(ql,qz,...,qs;ql,qz,...,qs)

(j=12,...,5), ycioBu paBHOTEKE MEXaHIYKOT CHCTEMA CY
Q;( Gz 0:00,.0)=0  (j=12,....8). (1.1)

Yxonuko cy ; =(; peanHa pemiesa OBOI CHCTEMa je[HAaYMHA OHA onpelyjy monmoxaje Moryhe paBHOTE:Ke

MEXaHWYKOT CHCTeMa y KOH(UTypanmmoHOM TmpocTopy. IIpema Tome, ako mocToje peasHa pemema jeaHaunHa (1.1),
. . *

OJIHOCHO aKO y KOH(MI'ypaIMOHOM HPOCTOPY IOCTOjH I0JI0XKa]j PABHOTEXkE cHcTeMa, oapelen koopauHarama (|, crame

PaBHOTEKE CHCTEMA je
9;=0;, d;=0 Vtxt,. 1.2)

[ToTpebaH ycioB na MOCTOjU OCLMJIATOPHO KpETamke MEXAaHWYKOT CHCTEMa je Jla y JaToM KOH(QUrypanuoHOM
MPOCTOPY MOCTOjH MOJIOKa] CTAOMIHE PABHOTEXE CUCTEMA, Tj. MOJI0KAj PABHOTEXKE y KOME j€ CTamhe PaBHOTEXKE CUCTEMa
crabmiHo. MelytumM, jennauune (1.1) mpencraBibajy cTaTHYKE YCIOBE PAaBHOTEKE U HA OCHOBY HbHX HE MOTY Jia CE JIOHECY
HHUKaKBH 3aKJbYYLH O CTAOMIHOCTH TaKO JOOWjeHHX MOJIoKaja paBHOTExe. O CTaGMIHOCTH MOJIOXKaja paBHOTEKE MOXE J1a
ce CyIU caMo Ha OCHOBY IIOHAIIaa CUCTEMA Y FETOBOj OKOJIMHH. AKO je MOJI0Ka] PaBHOTEKE CTaOMIIAaH KPeTamke CHCTeMa
Yy HCErOBOj OKOJHMHHM MOXe, 0] onapeleHuM ycrnoBuMa, na Oyae M OCHMIaTOpHO. 3060r Tora je, 3a pa3MaTparme
OCLIHJIATOPHOT KpeTama, HEOMXOJHO IPETXOJHO YCTAHOBHUTH II0JI0XKaj CTAOMIIHE PABHOTEKE CHCTEMA.

1.1 Jepunnnmje cTabUIIHOCTH CTala PABHOTEXKE
AKO ce 300r jeTHOCTaBHOCTH, HE yrpokasajyhin ommroct, “mouyeTak” T'eHEPaJUCAHOT KOOPAUHATHOI CHCTEMa

MIOCTaBH Y PaBHOTE)KHH TT0JI0XKA] ( q’; =0), crame pasnorexe (1.2) je

PemehemeM cTama pAaBHOTEKE CHCTEM Ce€ JOBOAM Y CTame KpeTama, ojpeheHor MpoMeHbUBHM
senmunHamanopemehajuma: d;j(t),q;(t). Monamame crcrema y nopemeheHoM cTamy 3aBHCH OJ TOTA JIa JH je TIOJIOKA]
paBHOTEXkE CTa0MIaH WM HE, Na je TPUPOJIHO Ja Ce€ O CTAOWIHOCTH MOJIOKaja PABHOTEKE CHCTEMA CylH Ha OCHOBY
HEroBor nopemehenor crama. Y Teopuju crabunHocTu Hajuemhe ce kopuctn JbamyHoBibeBa (Anexcanap Muxailnosuu

JIsanynoB,1857- 1918) neduHummja cTabMITHOCTH KpeTama, Koja je OBJle HaBeJeHa Kao AcQUHHIMja CTAOMITHOCTH CTama
paBHOTEXE.

Hedunuyuja 1. Cmarwe pasnomedice q; = 0, qj =0 (j=12,....,8) je cmabunno axo, 3a npoussomne & u t,

nocmoju O = 5( to ,8) >0, maxko 0a cy, 3a ceaxo nopemeheno cmarve q; (t),qj (t), ucnyrenu ycrosu:

‘qj(t)‘<‘9’|Qj(t)|<5: |qj(t0)|<5’|qj(t0)|<§’ telty,o). (112)

Ha ocHoBy oBakBe aeduHHIIMje CTAOMIHOCTH CTamka PaBHOTEXKE 3aKJbydyje ce na he, 3a cBe Bpeme MpHu JOBOJHHO
MalliM T0YeTHUM nopemehajuma (f; (ty).q j (ty), cucrem BpmmMTH KpeTame y HEKOj Maloj yHAmpes [aroj OKOIMHH

oJI0XkKaja cTabMITHE paBHOTEXE, IMajyhu Ipu ToMe IPOM3BOJEHO Maiie Op3uHe.

Ha cn.1.1 par je mpuka3 neuHHIMje CTAOWMIHOCTH CTama PaBHOTEXKE CHUCTEMa Ca jeTHUM CTENEHOM clio0oie
Kkpetama. Pa3Hu mpocTop (TIPOCTOp CTama) CHCTEMa ca jeHUM CTEIEHOM CI000/€e je ABOAMMEH3MOHH, TaKO Ja je CTambe
CHCTEMA TIPEJICTABIHEHO MOJIOXkajeM Tauke y koopaunatHoMm cuctemy (O ca xoopaunatnum nouerkom O(0,0), koju

MIPEeCTaB/ba CTAalkE€ PABHOTEXKE CHUCTeMa. AKO je cTame paBHOTEXe CTabWiHO Tama, 3a jmary obmact & (oapeheny
KBaJpaToM CTpaHuIe 2& ), MOXe a ce oxpenu obmact O (oxpehena kpaaparom crpanmne 20 ), Tako na he ce cBako
KpeTame, Koje y TpeHyTKy t; 3amounme yHyTap o61acT O , 3a CBE BpeMe BPLINTU YHYTap 00NacTd & .
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Cnuxa 1.1 Cnuxa 1.2

Kao moceban ciyuaj cTaOMIIHOCTH TMOJIOXkaja PAaBHOTEKE M3JBAja CE acumMnmomcka cmabuinocm neuHucaHa Ha
cnenchu HauwH:

Heunuyuja 2. Cmarve pasomesce 0 =0,4; =0 (j=12,...,5) je acumnmomexu cmaburno axo

nocmoju epednocm 50 >0  maxea oa je:

limg;)=0, lima;®=0; [a;(t)<d. [4(t)|<. (113

IIpema oBakBOj NehUHUIIN]U MMOJIOKA] PABHOTEKE j¢ ACUMIITOTCKU CTa0MIaH aKo, MPU JOBOJHHO MAJIUM MOYCTHUM
OJICTYMabMMa O] TMOJIOKaja PABHOTS)KEC M MajMM MOYCTHUM Op3HHaMa, MPH HEOrPaHHYCHOM IIOPacTy BpEeMEHa, CBa
OJICTyINama U CBe Op3MHE TEKE HYJIH, Tj. CHCTEM TEXH CTaly PaBHOTEXKE.

Tpeba mpuMeTHTH 12 je aCHMITOTCKA CTa0MIHOCT CTama PaBHOTEKE MOCeOaH Cliydyaj OMINTE CTAaOMIHOCTH, jep
YCIIOBH JJATH y Oeunuyuju 2 3aJ0BOJHaBajy yCIoBe nate y oegpunuyuju 1. Ha cn.1.2 gara je nHTEpIpeTanija aCHMIOTOTCKE

CTaGWIIHOCTH T/Je CBa KpeTama, Koja moummy y O, okonunn (ompebenoj kBampatom crpanuue 20 ), aCHMITOTCKH

pUOIMKaBajy CHCTEM KOOPAWHATHOM ITOYETKY, Tj. CTalby MAPOBamba.

VYcemoeu crabmmHocTH (1.1.2) M acummnTorcke crabmmHoctr (1.1.3) crama paBHOTEXE HACHTUYHH Cy YCIOBHMA
CTa0UIIHOCTH 1 aCUMITOTCKE CTA0UIHOCTH CTALMOHAPHOT KPETarbha CHCTEMa, IIPU YeMy HPOMEH/bUBE BenuduHe (ju q i

IIpe/ICTaBIbajy nopemehaje y OHOCY Ha CTambe pa3MaTpaHOT CTAIIMOHAPHOT KPEeTama.

VY ckiany ca HaBemeHHM IeUHHIMjaMa, CTAaOWITHOCT TMOJIOXkKaja PaBHOTEKE yTBphyje ce Ha OCHOBY KOHAYHHX
jeIHaYMHA KpeTama JOOUjeHUX pellaBameM TU(PEePSHIINjaTHX jeJHaAYNHA KPeTamba CUCTeMa. Y CIOXKCHUjUM MPOodIeMUMa,
HApOYMTO HEJIMHEAPHUM, J00Ujame KOHAYHMX PelIeha U BUXOBO HCIHUTHBAKE j€ BEOMa TEIIKO U YecTo Hemoryhe. 300or
TOra Cy HoceOHO MHTEPECAHTHU KPUTEPH)jyMH CTaOMITHOCTH T10JI0Kaja PaBHOTEXE KOJU HE 3aXTEeBa]y MPETXOHO pelllaBame
JdepeHIMjalHIX jeJHaYrHA KpeTamba.

1.2 CTa0u/JHOCT paBHOTeKe KOH3ePBAaTUBHOI CHCTEMAa

Jenan o1 mpBUX MO3HATHX KPUTEPHjyMa CTaOMITHOCTH MMOJI0Kaja paBHOTEexke mpencrassba Topudenujes (Evangelista
Torricelli, 16081647) npunimn, npeMa kKome fie MON0Xkaj paBHOTEXKE CHCTEMa Tejla y MOoJby Texe OUTH CTaOMiIaH ako y
BEMY TEXKHIITE TOI CHCTEMa 3ay3uMa HajHIKH Moryhun nonoxaj. Jlarpamk (Joseph Louis conte de Lagrange, 1736-1813)
je OBaj IPHHLKI YOIIITHO 32 CIIy4aj IPOM3BOJBHHUX MOTCHUHMjaJHUX CHJIa U Y CBOM neny Awuanumuuxa mexaruxa (1788)
(dopMynrcao TeopeMy Koja IpeicTaB/ba KPUTEPHjyM CTaOWIHOCTH II0JI0XKaja PaBHOTEXE KOH3EPBATHBHOI CHCTEMA.
Meljytum, ctporu noka3 oBe Teopeme npeu je aao Jlexen dupuxne (Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859), Tako na
ce OBa TeopeMa y JIMTEpaTypH jaBiba I10J pa3IMuUTUM HaszuBMMa (Hajuemrhe: JlarpamxoBa Teopema, Jlexen dupuxieoBa
Teopema, Jlarpamk-/upuxieosa Teopema). Y 0Boj kibn3u Kopuctuhe ce HazuB Jlarpamk-/lupuxieoBa Teopema.

Jlaepanoc-/lupuxneosa meopema. Ilonosscaj Konsepeamurnoz cucmema ca X0NOHOMHUM CIAYUOHAPHUM 8€3dMd
Y KoMe NOMeHYUjaiHa enepauja uma uson08anHu MUHUMYM, NpeoCmassa no0X4caj cmabuite pagnomedice cucmemd.

OBa Teopema Jiaje caMo JI0BOJbaH YCJIOB CTAa0MIIHOCTH PaBHOTEXE KOH3EPBAaTHBHOI CUCTEMA, jep He Jiaje MoryhHocT
Jla ce CyIi O TOME J1a JIH je paBHOTEXa CTaOMIIHA WIIM HECTaOMJIHA aKo MOTEHIIMjallHa eHepryja HeMa MUHIMYM Y TIOJIOKa]y
paBHOTEX)e. MelytuM moctoje Teopeme (Hrp. JbanmyHOBIBEBE TEOpeMe 0 HECTAOMIHOCTH), KOje oBe Hehe OUTH HaBeacHE,
a Koje Jajy OAroBOp M Ha TO muTame M 00e30elyjy ma ce Jlarpamwxk-/lupuxieoBa Teopema KOPHUCTH Kao KPHUTEPUjyM
CTaOMJIHOCTH pPaBHOTE)XE KOH3EpBAaTUBHOI cHcTeMa. 3a npumeHy Jlarpamxk-/upuxieoBe teopeme je OWTHO na
MOTEHLMjaJJHA €HEePrHja NPeJICTaB/ba aHAIUTUYKY (YHKIH]Y U J1a 3aBHCH O/l CBHX I€HEPAJIHMCAHUX KOOPJHMHATa CHCTEMa.
[Tpema ToMe, MCTUTHBaKE CTAOMIIHOCTH PaBHOTEXKE CHCTEMa CBO/IM CE HA HCIIMUTUBAaKkE MUHUMYyMa (QyHKIHje

=T1(ty, Gp.....0) (12.1)

KOja TIpeicTaBjba MOTEHIMjaJHy EHEPIHjy CHCTEMa ca CTAallMOHApHHM Be3aMa. Y OBOM CIIydajy Ha CHCTEM [IeNy]jy
MTOTEHIINjaTHE CHIIE:
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Q=-- (j=12,.8), (1.2.2)
mj
TaKoO aa yCHOBI/I paBHOTe)Ke I/IMajy 06HI/IK:
a _, (j=12...5). (123)
mj

Bpoj oBux ycnoBa je moBoJpaH 3a oApehuBame CBHX MOTYNHX IIOJIOKaja PaBHOTEXKE KOH3EPBATHBHOT CHCTEMA.
HcroBpeMeHO, OHM HpeACTaBibajy IOTpeOHE YCIOBE €KCTpeMyMa IpBOT pela, Ia Ce IaJbh IOCTYNaK HCIHTHBAbA
CTaOMITHOCTH PaBHOTEXe, caryiacHO Jlarpamk-/{MpUxIieoBOj TEOpEMH, 3aCHHBA HA HCIIUTUBAKY KapaKkTepa TOT eKCTpeMyMa
moMohy W3BOa BUIIET pefa.

1.2.1 CTaduaHOCT paBHOTE Ke KOH3ePBAaTUBHOI CHCTEMA €A jeJHUM CTelleHOM cJ1000/1e

[Tomoxaj cucrema ca jemHHUM CTENEHOM ciobonme oxapeheH je jenHOM TeHepallMcaHOM KOOPIUHATOM, Ia je
MOTEeHLMjaJlHA eHepryja GpyHKIuja jeiHe IPOMEHIBUBE, Tj.

I1=T1(q). (1.2.4)
U3 motpebHOT ycoBa eKcTpeMyMa:

o _ 0 (1.2.5)

aq

. . . * .
nobuja ce, 3aBUCHO 01 00JIMKA jeIHAYMHE, jeIHa WX BUIIE BPEAHOCTH KOOpAuHaTe (| ,0[HOCHO jeJjaH WK Bulle Moryhux
moJioxkaja paBHoTexe. [1omoxaj, y KoMme je Apyrd N3BOJ MOTSHIINjaTHE CHEPTHje TIO3UTHBAH, Tj.

2
oIl
— >0, (1.2.6)
0] x
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npejacTaBiba, npema Jlarpanxk-/{upuxieoBoj TeopemH, IOJIOXKa] CTAOMIIHE paBHOTEXE cuUcTeMa. AKO je y IO0JIoKajy
paBHOTEXE JPYr'H U3BOJ NOTEHIMjaJHE EHEepPruje HeraTUBaH, Tj. ako MMOTEHIIMjalIHa €Heprija MMa MaKCUMAaJIHy BPEIHOCT,
I0JI0XKA] PABHOTEXKE je HecTaOMIaH. AKO je Y MOJI0Kajy PaBHOTEXKE APYTH W3BOJ MOTCHIIMjaTHE CHEPTHje jeJHaK HYJIH, O
M30JI0BAHOM MUHHMMYMY IMOTEHIIMjalIHE €HEepruje, 0JHOCHO O CTaOMIHOCTH pa3MaTpaHor I0JIoXkaja PaBHOTEKE, MOXKE ce
CYIWTH Ha OCHOBY 3HaKa M3BoJa BHLICT pena. MehyTum, oBaj ciydaj M3Na3u U3 OKBHpPA JIMHEApHE TeopHje Tako aa he, y
majbeM pasMmatpamy, ycimoBd (1.2.5) um (1.2.6) mpenctaBibaTH KPHUTEPHjyM CTAOWIHOCTH IIOJIOXKaja PaBHOTEKE
KOH3EpBATHUBHOI CHCTEMa Ca jeJHUM CTEIICHOM cJI000/1e.

1.2.2 CTaduaHOCT paBHOTeXe KOH3ePBATHBHOI CHCTEMA Ca BUIIIe CTeneHa cjaoboae

Pasmatpame CTaOMIIHOCTH PaBHOTEKE KOH3EPBAaTHBHOI CHCTEMa ca BHIIE cTerneHa ciobope, mpema Jlarpask-
JupuxieoBoj TeopeMH, CBOOU Ce Ha WCIHATHBakE MHHHMyMa moreHImjanHe cHepruje (1.2.1) kao ¢yHKumje BmmIe
NPOMEHJBUBUX Yy ommuteM ciy4ajy. Pazsujamem ¢ynkuuje (1.2.1) y pen y okonuHu Moryher mnosoxkaja paBHOTEXe

(q; = q]‘) no6uja ce

* * * S an *
M=T1(q,0z,..-,Gs)+ X | — | (45 —9j) +
]:1 Oqj .
(1.2.7)
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mro ce, ¢ 003upom Ha (1.2.3) u 3aaprkaBameM Ha WIAHOBUMA JIPYTOT pelia, CBOAM Ha

* * * 1 S S * *
HZH(%’%’---%)“LE _Zlk lek(qj_qj)(qk_qk)’ (1.28)
j=1k=
rie cy
2
Ci = o) (1.2.9)
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Ca ( )* 03HAUEHO j€ J1a Cy BEIMYUHE y 3arpaJy U3padyHaTe y MTOJIOKajy PaBHOTEXKE.



IMonamame ¢ynknuje (1.2.1) y oxkonuHH Tauke q’; (j=12,...,8) onrosapa moHalamy HeHE ANpPOKCHMAIIWje

¢ynkujom apyror pena (1.2.8). [Ipema Tome, ako pynkuuja (1.2.8) uMa U3010BaH MUHUMYM Y TauyK{ q’; , U MCTO] Taukn
M30JI0BaHW MHUHAMYM uMa U QyHKIja (1.2.1). O6pHyTa TBpIma HE Baku y onmureM ciry4dajy. Oyakmuja (1.2.8) y Taukn

q’f (j=12,...,5) ucnymasa norpebue yciose ekctpemyma (1.2.3), a KapakTep TOr €KCTPEMYMa 3aBHCH UCKJLYYHBO O/

koedpunujeHara (1.2.9). Oynkmyja (1.2.8) iMa MUHIMYM y TauKH q’; ako marpwuma, popmupana ox koedunujeHara (1.2.9)

y o0JuKy
Ci G2 - Cps
€1 Cpp v Cy (1.2.10)
Csa G2+ Cg

nma OCO6I/IHy Ja Cy CBU IbC€HU I'IaBHU [[I/IjaFOHaJ'IHI/I MHHOPU IO3UTHUBHHU, Tj.

Ci1 Co - G
Ci1 Co G3
1 G 21 G - Cyg
0, 92, 0. ¢ |50
Ciy > I >0,/C31 Cpp Cp31>0,...y| ) - . |>0. (1.2.11)
21 G
C31 C3p  Ca3
Csq G -+ Gy

OBH yCIIOBH Cy, y TEOPHjH KBaApaTHHX (opMu, HO3HATH moA HazuBoM Cuneecmepos kpumepujym (James
Joseph Sylvester,1814-1897) u onu he, kao 1 koepuunjentn Cj, , GuTH IeTalbHHje pasMaTpaHy y ciejeheM MOrIassby

OB€ KIBbUTC.

* .
Ilpema Tome, Tauka (j npeacraBibahe MonoXaj CTaOUIHE PABHOTEKE KOH3EPBATUBHOI MEXaHHYKOI CHCTEMA Y

KOH(UTYpamoHOM IPOCTOPY, aKo cy ucnymenu yciosu (1.2.3) u (1.2.11). IlpumeTrnumo, na ce 0BU YCIIOBH, 3a CUCTEME
ca jemHNM cTereHoM cirobone, cBoae Ha yenose (1.2.5) u (1.2.6).



