JUHEAPU3AIIMJA JUPEPEHIIUJA/THUX JEJHAYUHA KPETAIA

KpeTame MeXxaHHUKOT crcTeMa ca KOHAYHUM OpojeM cTerieHa ciio0o/ie y KOH(GHUTYpalnOHOM HPOCTOPY TeHepAIHCaHUX
KOOpAMHATa (j OIHMCAHO je JlarpaHKOBUM jeHAYNHAMA JPYTe BPCTE:

d| or oT oIl .
a a— _a_:—a_+Qj (j=1,2,....,S), (21)
4j ) 4 qj
rae cy: T - KHHCTHYKa eHeerja, II- HOTeHI_[I/IjaJ'IHa eHCpFI/Ija CHUCTEMA a QJ - ICHCPAJINCaHC HeHOTeHLII/IjaJ'IHe cune. 3a

CHCTEME Ca CTAlMOHAPHHM Be3aMa, KHHETHYKa CHEPrija je (yHKIHja FeHepaTHCaHNX KOOPIAMHATA (j M CBHX ICHEPATHCAHHX

Opsuna ( j @ TIOTCHIMjaIHa CHEPTHja je QYHKIMja CBUX TeHEPaTHCAHNX KOOPIHHATA.

[Moctynak nuHeapuzanuje audepeHnrjaaHuX jennadnna (2.1) BpUIM ce pa3BUjambeM y CTEleHe PeloBe, y OKOJIMHU I10JI0XKaja
cTaOuIIHE paBHOTEXkKE, YWIAHOBA!

oT or oIl

=, = = Q (2.2)
oq; " oq; aa; !

u OI[6aI_[I/IBaH>6M HCJIMHCAPHUX YJIAHOBA Y CBAKOM peay.

Jluneapuoct audepenuujannux jeanaumHa (2.1), oAHOCHO meHHUX wiaHoBa (2.2), 3axTeBa 1a  KHHETHYKA U
MOTEHIIMjaTHa eHepruja Oymy KBaapaTHe (opme oarorapajyhnx IpOMEHJPHMBUX BelIHYUHA ( ju g j- Hpema Tome, ako cy

mudepeHuyjante jennaurHe (2.1) HenMHeapHe, YMECTO HUXOBE HENOCPEIHE JIMHeapHu3aluje, JAOBOJBHO je KHHETHYKY M
NOTEHIMjaTHy EHEPTUjy Pa3BUTH y oJroBapajyhe crerneHe peoBe y OKOJIMHHM MOJI0XKaja cTabMiTHe paBHOTEXkKe, ca TauHouhy /10
YJIaHOBA APYTOr CTEHEeHa

2.1 OcodnHe KBaIpaTHHUX M OMJIMHeaAPHUX (opMH

Heka cy X, NpOMEHJbHMBE BEIHYMHE U HEKA CY kaﬁ (a, /=12,....,n) Heku KOHCTAHTHH peaJHU OpOjeBH, Taja

ckanapHa QyHKIHja:

n n
a=14=1

HpeCTaBJba XOMOreHy KBaJapaTHy (opMy IPOMEHJEUBUX BEIUYMHA X, . AKO ce yBely MaTpuLe: BeKTOp X (MaTpula KOJOHa),

TPaHCIIOHOBaHU BEKTOP X' (marpwuiia Bpcta) U kBagparna marpuia K , 1j.

% Kip Ky e kg
X Ko Koo oo K

X= :2 s XTZ[Xl X2 Xn]' K: :21 ?2 . ?n ’ (212)
X, kg Koo - Ko

XoMoreHa kBajapaTHa Gopma (2.1.1) Moxe n1a ce Hanwmie y 0OIUKY:

kg Koo o kn | %

Kog Koz 0 Kap || X2

U=[x % - x] , (2.1.3)

knl kn2 knn Xn



OJTHOCHO
T
U=x KXx. (2.1.4)
XoMmoreHe KBagpaTHEe GopMe IIpeMa CBOM 3HAaKy MOT'y OUTH: 1e(UHUTHE, ceMUAeDUHNTHE U UHJIE DHUHUTHE.

®opma (2.1.4) je degpunumna axo je jeqHAKa HyJIH CaMO KaJa Cy CBE IPOMEHJbUBE X, jeIHAKe HyJH, OJHOCHO KaJ je

X =0, a uMa cranan 35ak kazn je X = 0. ®opma je nosumusno deunummna axo je:

0, x=0
U= , (2.1.5)
U>0 x=0
a HeTaTUBHO Ic(pUHUTHA aKo je:
0, x=0
U= . (2.1.6)
U<0, x=#0

dopwma je cemudegpunummua ako He MEHha 3HAK, 2 MOXKE OWTH jelHAKA HYJIH U KaJ BEeKTOp X HUje jenHak Hyiau. Dopma je
nenecamusno cemuoegunumna axo je U >0, a nenosumusno cemudeunumnua axo je U <0. dopma je undedpunumna axo je
MPOMEHJBUBOT 3HAKA.

CkanapHa yHKIHja

=}

n
f (X0, X000 X3 Vi Yoo Y ) = 1ﬂZlkwﬁxayﬁ, (2.1.7)

a

rze cy kaﬂ peanHy KOHCTaHTHH OpojeBH, je OununeapHa Gopma BennunHa X, U Y, . YBohemeM MaTpHUHHX O3HAKA:

ki kip o kg el N
S A S L S @19
Kni Knz = Knn *n Yn

ommmaeapHa Gopma (2.1.7) Moxe aa ce u3pa3u y o0IuKy:

kip ki o kip | 1

k k ek y
K(x,y)=x"Ky =[x %, XJ o R @)

I(nl kn2 knn Yn

Axo je Y =X, ounnaeapHoj Gpopmu (2.1.9) onrosapa kBaaparHa popma
K(x,x)=x"Kx = 3y KopXorX s - (2.1.10)
a=1p=1
Ha ocuoBy nedunnnmje (2.1.7), omHocHo (2.1.9), 6unuHeapna ¢popma nma cinenehe ocodnne:
1. K(a+b,c)=K(a,c)+K(b,c). (2.1.11)
2. K(4a,b)=K(a,Ab) = 2K (a,b) (A — cxanap). (2.1.12)
3. Ako je marpuua koebuiujeHara OuanHeapHe hopme cuMeTpHYHa, Tj. ako je K = KT , Taja je:
K(a,b)=K(b,a). (2.1.13)

4. Axo je marpuma koepunujeHara OwiaMHeapHe (opMe CHUMETpUYHa Tajga je OwnnHeapHa (opMa KOHYTOBaHO
KOMIUICKCHHX BEKTOpa Z U Z peaiad 0poj, Tj.:

K(z,z)eR, (2.1.14)

rae je R ckyn peannux 6pojesa. OBa 0co6KMHA HEMOCPEIHO CIIEAN HA OCHOBY ocobuna 1.,2.,3. Hauwme, axo cy:
Z=X+liy, Z=x-ly,

raecy: X M 'Y peajHd BEKTOpM a | MMaruHapHa jeIMHMIA, Taja je

K(z.2)=K(x+iy,x—iy)



OJHOCHO, Ha OCHOBY 0co6uHa 1. 1 2.,
K(z,2)=K(x,x)+iK(y,x)—iK(x,y)-i?K(y,y).

OnaBie, ¢ 063MPOM Ha 0coOHHY 3. Kao M Ha 12 =—1, cremn:
K(z,z)=K(x,x)+K(y,y)=K(z,z)eR (2.1.15)

5. Ako je Mmarpuna koedpuuujeHata OwiauHeapHe (opMe MO3UTHBHO JedUHUTHA Tana je OwnuHeapHa (opma
KOHYTOBAHO KOMIUIEKCHUX BEKTOpa Z U Z, 3a Z # 0 ,peanan mosurusan 6poj, Tj.

K(z,Z) eR" (2.1.16)

. + . . .
rae je R™ckyn peannmx mosutuBHux OpojeBa. OBO je HemocpeaHa mociequua ocobuHe 4., HAa OCHOBY dera je
OunnHeapHa gopMa KOBYroBaHO KOMILIEKCHUX BEKTOPA, ca MO3UTHUBHO JAS()UHUTHOM MAaTPHULOM, 30Mp JBE MO3UTHBHO
JeduHuTHE KBagpaTHE (opMe. AKO je KOMIUIEKCHH BEKTOP Z Pa3IU4uT Of Hylle Taja Cy U pealHH BeKTOpH X U Y uimu

0ap jenaH o BUX Pa3IMYUTH OJ HyJe, TAaKO Ja Ha OCHOBY Ae(HHHUIMjE MO3UTUBHO AePUHUTHUX Gopmu, u3 (2.1.15)
HerocpenHo cuenu (2.1.16).

KuHeTndka ¥ THOTEHIMjanHa €HEprHja JHMHEAPHUX CHCTEMa Cy KBajparHe (opMe, Ila ce MOXKE HACIyTUTH 3Hauaj
HaBEJIEHUX 0COOMHa OMnMHeapHHUX (POPMH Y TaJbUM pa3MaTpamHuMa.

2.2 IloTeHuUjaIHA eHEepPruja JuHeapHor cucrema. CujBecTepoB KpUTEpHjyM
Hexa je ycTaHOBIbEH 1OJIOKa] cTaOMIHE PaBHOTEXKE CHCTEMa M HEKA je Yy Hera IMOCTaBJbeH “TIoYeTaK”’ I'eHepaIuCaHOT
KOOP/IMHATHOT CHCTEMa TakO Ja IeHepalicaHe KoopauHaTe (j NPE/CTaBibajy MOMEpama CHCTEMa y OJHOCY Ha IMOJI0XKA]

paBHOTE)RE (] = 0 (j=1,...,9). HorenuujanHa eHepruja cucteMa je (yHKIHja TeHEPAIUCAHUX KOOpAMHATA ojpeheHa o

HpOI/IBBOIbHC AIUTUBHEC KOHCTAHTC, Tj.Z
IT=T1(0}, Op....,0s) = (G, Opo-r-0s) + Co (2.2.2)

rre je C, mpom3BospHAa KOHCTaHTA. Pa3BHjameM MOTEHIMjalHE CHEPrHje Y OKONHHHU IOJIOXKAja CTAOMIHE PAaBHOTEXE Y Pex

nobuja ce:
2

aq;0q,

S aH 1 S S
H:H(0,0,....,O)-}—Z a— qj EZZ q'qk+03. (222)
0 =1k =

j=I\ A
rae ( )0 03HaYaBa Ja je BPeAHOCT (YHKIMje y 3arpaju M3padyHaTa y Mojoxajy crabuiHe pasHotexe, a Oz ocrarak ca

4JIAHOBHMA BHULIET peza oA aBa. M360pom npoussosbHe koHcTauTe Cy 13 (2.2.1) Tako Ja je y nonoxkajy crabuiHe paBHOTEKe

MOTEHIIMjaTHAa SHEePTHja jeTHaKa HYJIH, Tj:
I1(0,0,....0)= f(0,0,....0) +C, =0

U y3UMamkeM y 003Up yCII0Ba paBHOTEXKE:

AL 0 (j=12...9). (2.23)

8qj 0

y3 onbauuBame ocratka O Kao Mase BeIM4HHE BULIET pexa, u3 (2.2.2) ce nobuja

1s &f o1
=-2 2 ;A » (2.2.4)
2 ok 5q o ), s
IITO ce, yBo)emeM O3HaKa
2
_oTn =Cj, (2.2.5)
0q; oy 0
MO’KE HAITUCATH Y OOJIUKY
1 S S
E Z Z jk 9 O - (2.2.6)



Ha Taj mHaumH wu3BpHIeHA je ampoKCHUMaldja MOTEHIMjadHE EHEepPrHje jeTHOM XOMOTCHOM KBaApaTHOM (OpMOM
FCHEPAIMCAHUX KOOpAMHATA (|; Ca KOHCTAHTHMM KoeduiujeHTuMa Cj , KOjU NPEICTaB/bajy ApYre M3BOAC NOTCHLMjalHE

eHepruje y mojoxajy paBHoTexke. Oxropapajyhe reHepanucane MOTEHIMjaHE CHIIE Cy JHWHeapHe (yHKIHje TeHEepaTuCaHUX
KOOpJWHATA, Tj:

oIl S :
—a—=—20jk a (1=12..59). (2.2.7)
q k=1

]

an =

Y TOM cMHCcIy mOoTeHIMjasiHa eHepruja (2.2.6) npencraBiba NOTEHUMjaHy €HEPIHjy JIMHEApHOT cucTeMa. Y IOJIoXKajy
paBHOTEXE HEHa BPEIHOCT j€ MICHTHYKHU jeJJHaKa HYJIM M WACHTUYKH Cy UCIYHEHH YCJIOBH PaBHOTEXe (MOTPEOHH yCIOBU
eKCTpeMyMa), Tj.:

11(0,0,....0) =0, an(O,O,....,O):—g—H =0, (j=12..5), (228)

iJ)o

Koedunujentn Cix uMajy HasuB koegpuyujenmu kpymocmu (y JIUTEpaTypU Cy YE€CTH W HA3UBU: KOCHUIIM]CHTH

TeHEePATUCAHUX KPYTOCTH, KOC(PUIMjEHTH KBa3HEIACTHYHOCTH M CI.), a MaTpHulla Koja je ¢opMmupaHa on Koe(HIlHjeHaTa
KPYTOCTH Ha ciiefiehn HauuH:

Ci G2 - G
c c ... C

co| 2 s 229
Ca1 G G

uMa HasuB  mampuya Kpymocmu. C o6supom Ha (2.2.5), KkoepuuMjeHTH KPYTOCTH uMajy 0coOuHy Cj = Cy;

Vj,k € (1,2,....,S), Tako na je MaTpuLa KPyTOCTH CHMETPUYHA, Tj.
c=CT, (2.2.10)

: T . T
rie je C' TpancnoHosana marpuia Kpyroctd. Heka je (] BEKTOp KOJOHA TEHEPATMCAHMX KOOPAMHATA, & (  EHEroB
TPaHCIIOHOBAaHHU BEKTOP, TaJla MMOTEHIHjaTHa eHepruja (2.2.6) Moxe Ia ce u3pa3u y 00Ky

C1 Co - Cs ||

17 1 Car C2 =+ Co | Q2
N=-q'Cq=>[o, q - g = % . Z| 7] (21)
2 2 : : :
Ca G2 =+ Cgs || Us
a BEKTOP IeHepalIiCaHuX MOTeHIUjaTHuX cuna (2.2.7)
Qn=-Cq (2.2.12)
OJTHOCHO
Qm G G2 = Cs |G
Cy Cp -+ C
Onz|_ |Cu 2 v % (2.2.13)
Ql‘[s Cq Cs2 -+ Cg | Qs

Y nocebHOM ciTydajy KaJa CHCTEM MMa jeIjaH CTEIeH cJI000/Ie BEeroB T0NI0XKaj oapeleH je reHepaTucaHOM KOOPAWHATOM
g . [HorenmnujanHa eHepryja IMHEAPHOT CUCTEMA Ca jeJHUM CTETIeHOM ciio0o/ie 1 oaroBapajyha remepanucana cuia cy:

I= %cqz, Qu =—¢q, (2.2.14)

rie KoHcrauta C, ako je monoxaj pasHotexxe (=0 crabunan, uMa NO3WTUBHY BPETHOCT cariacHo ycnoBy (1.9) u
npezcTaBba KOS(UIH]CHT KPYTOCTH CHCTEMA.

Jla 6m monoxkaj paBHOTEXE JIMHEApHOT CUCTeMa OMO cTabWiaH, TOBOJBHO je, carmacHo Jlarpax-ZupuxieoBoj Teopemu,
Jla y OKOJMHH TI0JIO’Kaja PaBHOTEXKE MOTEHIMjaiaHa eHeprrja (2.2.6) ogHocHo (2.2.11) nma MO3WTHBHY BPETHOCT, Tj., 1A je
MOTEHIIMjajTHa EHepTHja JMHEApHOT CUCTeMa no3umueno Oegunumiua KBaapaTHa ¢opma. Ilpema Tome, KpuTepujym 3a
UCIIUTHBAahEe CTAOMIHOCTH PAaBHOTEXE JIMHEAPHOI CHCTEMa CBOJAM C€ HA HCIHUTHUBAME NS(HHUHUTHOCTH XOMOICHE KBajpaTHe
(dbopMe ca KOHCTAaHTHUM KoeuijeHTHMa. Y TOM I[MJbY OOMYHO CE KOPUCTU TeopeMa IO3HATa y JIMHEApHO] aireOpu Kao
Cungecmepos kpumepujym Koju ce GopMyJIHIIe Ha ciiepehn HaunH:



Cungecmeposé kpumepujym. /la 6u xomozena keaopamua ¢opma 6uia no3umusHo 0euHumnHa nompeoHo je u 0080bHO
0a ¢y c8U 21aBHU MUHOPU MAMPUYE FeHUX KOehuyujeHama no3umueHu.

I'maBEM MUHOpHM MaTpuIie KpytocTH (2.2.9) cy:

o Ci G2 G
1 2
21 22

Ca1 C32 Ca3

Taxo ja je, npemMa CHIIBECTEPOBOM KPHUTEPHjyMY, NOTeHIMjalHa eHepruja (2.2.6) mo3uTHBHO Ae(pUHUTHA KBaJpaTHa (hopMa aKo
CYy HCIIYH-CHU YCIIOBU:

A >0, Ay >0, Az>0.,........ Ag >0 (2.2.16)

2.3 KuHeTn4ka eHepruja JIMHeapHOT cHCTeMa

ITornoxaj MarepujaIHOr cucTeMa of N Tadaka ozpeleH je BEeKTOpHMa IO0XKaja I; THX Tadaka KOjH CY, 32 XOJOHOMHE

CKJIGPOHOMHE CHCTEME ca S CTeneHa c1000/e, QyHKIMje He3aBHCHUX ICHEePATHCaHHX KooparHaTa (), Tj:

r=r(%,d,.....0) (@(=L2,...,n). (2.3.1)
VYcnen Tora arconmyTHe Op3MHE Tadaka Cy:
dr. S, OF;
Vi=—t=F=Y—"1g:. (2.3.2)
I dt I 1—15qj' !

KuHernuka eHepruja MaTepHjaJlHOI CHCTEMa MPEACTaBJba, MO JAeHUHHIM]H, 30Mp KHHETUUKUX E€Hepruja CBUX Tayaka
cucrema, Tj.:

n
= %gmivf (2.3.3)

OJTHOCHO, ¢ 063upoM Ha (2.3.2)

10 18 8 or, or,
T==>mVyV,== m —~—q;0y - (2.3.4)
ZE v 2jz=:1kz=:1i§ Iaq]' anquk
VBohemeM o3Haka:
n or or, .
Ay = A o Py ——L k=12,...,9), (2.3.5)
jk jk (Q1 Q2 qs) |§1 aqj aqk (J )
KUHETHYKa CHepruja 1o0uja 00auK
18 8 L
:EZ_: Z_: A (G1,9p,---,05 ) d; A (2.3.6)
Jamsum noctynkom nobuja ce
15 s s aAjk o
== 2 2| Ap(00,..0)+ 2| —— [ g+ q; d - (2.3.7)
2 = 1=\ 09 ),
OJIHOCHO
15 s 5A
== 2 2 Ai(00,...0)q;d¢ + - Z ZZ Q|q O +---  (238)
2 jk=1 j=lk=1=1

IITO KMHETHYKY EHEPrHjy, pasBHjeHY y OKOJHMHHU MOJIOKaja PAaBHOTEXKE y pell, IpEeNCTaB/ba Kao 30Mp XOMOTeHHX (GopMu
TeHEPAINCAHUX KOOpAWHATA M T'€HEepalCaHUX Op3MHa ca KOHCTAaHTHMM Ke(HUHMjeHTHMa. 3alipiKaBambeM KBajapatHe (hopme u
on0alMBameM CBUX OCTaluX (GOPMH Kao MallMX BEJIMYHHA BUIIET PeAa, y3 yBoheme 03HaKa:

]k(OO J0) = Zm[Tﬂ—dJ =aj (j.,k=212,.....9), (2.3.9)

=1

nobuja ce KWHETHYKA EHeprja JIMHeAPHUX CUCTeMa



1 S
T=322

. Mw

aj 90 - (2.3.10)

Jlo oBor m3pasza ce Moxxe JOhM HEMOCPEIHO, MPETXOJHOM ANpPOKCHUMAIMjOM alcoayTHHX Op3uHa (2.3.2) y OKOJIMHU
MOJI0XKAaja PaBHOTEXKE, y OOIHKY:

. . . s|on | .
:Vi (0'0""’0;q1’q2""’q5): z a—l qJ (2311)
=\ Aj ),
CraBJpambeM Tako MOOUjCHHUX BPEAHOCTH y M3pa3 3a KUHETHYKY eHeprujy (2.3.3), y3 ynoTpeOy o3Haka (2.3.9), nobuja ce
KWHETHYKa eHepruja JuHeapHux cucrema (2.3.10).

Koedurmjentn aj Hasusajy ce koeguyujenmu unepyuje naneapuor cucrema. C o63upom Ha (2.3.9) koeduumjeHTH

MHEpIHje HMajy 0coOnHy cumerpuje Tj. aj = 8y;. Onrosapajyha matpuiia

1 84 v A
a a cee a

A=AT=|"2 722 "5 (2.3.12)
8 dsp v Ag

Ha3WBa Ce€ Mampuya umepyuje JAHEAPHOT CHUCTeMa. YBohemeM Bektopa (] reHepamucaHux Op3MHa, KAHETHYKA EHEPIrHja
(2.3.10) nuHEapHUX cHicTeMa MOKE J1a ce M3pa3u Ha clieaehn HauuH:

a; &, v A || G

1. .o 1r. . 1@ a e a q
TquTAq:E[ql 4, - qs] :21 ?2 . ?5 :2 (2.3.13)

g 8gp 0 Ag qs

Kunernuka enepruja (2.3.6) je yHKIMja CBHX TeHEepalMCaHWX Op3WHA W jelHAKa je HyJNH KaJ CHCTeM MHpYje, a
pazMYuTa je O HyJe M NO3UTHUBHA KaJ ce CHCTeM Kpehe, Tj.

0, q=0
- e (2.3.14)
T>0, =0

OBe 0coOuHe 3a]pKaBa U BEHA allPOKCUMAIIHja 33 JUHEApHHU CUCTEM, TaKO 1a KHHETHYKA CHEepruja JIMHEapHOT CUCTeEMa
(2.3.10) ognocHo (2.3.13) npexcTaBiba MO3UTUBHO AeDUHHUTHY KBajpaTHy ¢opmy. Ycien Tora, marpuia uHepuuje (2.3.12),
npema CHIIBECTEPOBOM KPUTEPHjyMY, UMa OCOOMHY Jia CY CBU HE€HH TJIABHU MUHOPU MO3UTHBHHU.

Kaga Ha MexaHMUYKM CHCTEM JEIyjy caMmo MOTEHIHjaqHe cuiie, ¢ 003upom Ha (2.2.7) u (2.2.12) nudepeniujanHe
jemHaumHe Kperama (2.1) y TuHeapu30BaHOM CITydajy UMajy 00K

i(ajqu +Cjqu):0 (I1=1...5), (2.3.15)

OJIHOCHO

AG+Cq=0. (2.3.16)

2.4 Cuuie otniopa. lucunartuBHa pyHKIHja JUHEAPHOT CHCTEMA

V ciydajy Kaja Ha CHCTEM, MOpe] MOTSHINjalTHUX, Aeyjy B CHIe OTIopa, JlarpamkoBe jelHaYMHE APYTe BPCTE UMajy
00mHK:

dpar | or oIl .
—_—— . =1...,5), 241
a2, Qy (J=1...s) (24.0)

r7e cy ij reHepaimcane cuie ormopa. Cuiie oTrmopa KpeTamby MEXaHHIKOT CHCTEMa MOTY OWTH CIIOJbAIlbe M YHYTpAIIhe.

JluneapHa TeopHja MOXKE YCIICIIHO Jla pa3MaTpa OHE IpoOieMe BHCKO3HOI Tpewa Kaj| je Cuila cpa3MepHa IPBOM CTENECHY
Opsune. Y ommuTeM ciyuajy, CHJEe OTIOpa HacTajy Kao WHTEpPAaKTUBHA JejcTBa u3Mely NOjeMHMX J[esoBa cucreMa
CynpoTcTaBipajyhu ce mpomMeHu BUXOBOT Mel)ycoOHOr pacTojama M 3aBHCE OJl PElIaTHBHUX Op3WMHA KOjHUMa CE Ta pacTojama
Memajy. Ha ci. 2.2a cxeMaTCKH je IpuKa3aH NpUTyIINBa4 KOjH pealiin3yje TakBo JejCTBO, IPH 4eMy ce y Taukama A u B jaBipa

nap cuna ornopa F,n F, cynporaux cmepoBa u jennakux untensurera (ci. 2.26).



(0]

Cnuxa 2.2a Cnuxa 2.26

Heka je p BexTop monoxkaja tauke B y ogHocy Ha Tauky A (0 = AB), a € meros jenqunnunu Bektop (0 = p€) Tana
je:

U=—=€=p (2.4.2)

BEKTOp peIaTUBHE Op3HMHE KOJOM Ce MeHha pacTojame Taduke B o Tauke A. Heka je cuia otmopa

F,=-f0=—p% (2.4.3)
rie MO3UTUBHA KOHCTaHTa [ TpejicTaBiba oAroBapajyhu KoeQUIMjeHT npuryiiemna. I eHepanrcade cuiie oTopa MOry Ja ce
onpene kopuurhemeM n3pasa 3a paj cuiaa IfW u lfv:, Ha Moryhuwm rmoMepamHuMa BUXOBHX HaNaJHUX Tavyaka, Tj.

(R Fo) = Py + Fodhy = F,0(Fs ~T) = 0P 244)

Moo je:

p=0(R)=0+p&, €E€=1, 5(€€)=0=€E=0,

Taja je, ¢ oo3upom Ha (2.4.3),

SA(Fy, i) = B8 (908 + p&) =—fpdp . (2.4.5)

Hexka je cucreM usnoken aejety P Taksux maposa cuna Fy,,Fy, (a¢=1...,p), taga je ykynuu pax cuna
Npuryiiewka Ha Moryhum nomMepamuma:

P _ _ p
&\N = Z_lﬁA(FWa’ Fv(/a) == Z:Bapa5pa ' (246)

a=1
Pacrojama p, cy pyHKImje reHepanucaHux koopauHara (;, .

P = Pu(G Gprenly) (@ =12,.....P)

TaKo Jia ce, IPUMEHOM TpaBHjia Bapupama 1 qudepeHnnpama 1001ja

s Op, i S, 0p, .
Py = 20, =y %4, 2.4.7
Lo jglaqj j Pa Elaqk k ( )

Kan ce oBe BpegHocTu yBpcte y uspas (2.4.6) nobuja ce

P s s op,, 0p,, .
A== XY p, LaePay ;. (2.4.8)

a-1k=1j-1 ~ OQ O

TIpomenoM pemociiena onepanyja cabupama 1 yBohemeM 03Haka

P Op, Op
 9P0 Pa _ . (2.4.9)
0{221,8 oq; O K

u3pa3s (2.4.8) nobuja obnmk



oA, = i i KOk - (2.4.10)

Bapujaunje X j C©y MebhycobHO HesaBHCHE M MpEACTaBibajy reHepanucana Moryha rnomepama, ma je paj

TeHEPAINCAHUX CHJIA OTIIOpa QWJ- Ha Moryhnm noMepamuMa:

oA, = ilej&J j - (2.4.11)
j=

YnopehuBamem oBor uzpasa u (2.4.10) noOujajy ce reHepanucane cuie oTnopa

Quj :_kzs_:lBjqu (J=1...9). (2.4.12)

Bemvunne B jk Cy, ¢ obsupom Ha (2.4.9), byHKuMje reHepalMCaHHX KOOPJAMHATA y ONINTEM CIy4Yajy, Tako Ja

TCHEepaJIUCaHe CHJIC, MaKO JIMHEAPHO 3aBUCE Off TeHEepaIMCaHuX Op3uHa, HUCY IuHeapHe pyHkimje. Jla 6u jeqHauune (2.4.1)
Owsie IMHEapHe MOTPEOHO je JIMHEapU30BaTH U T'eHEpajicaHe CHIC OTIopa. Y TOM LUJbY JOBOJBHO je y (2.4.12) pa3Butu y pen

senuuune B jk Y OKOJIMHH IIOJI0)Kaja PaBHOTEXKE, Tj:

Q__SB(oop)saB_jk ...... )
wj ~ El YUY, +|§1 o 0Q|+ Ok

a 3aTUM O,Il6aL[I/ITI/I CBC HCJIMHCAPHC YJIAHOBE, TaKO J1a CC ,I[O6I/Ija

S
Quj = —kZlb ik Ak (2.4.13)
r7e cy
by =By (0.0,..0) = Zﬂa Pa Pa | (jk=12,...5) (2.4.14)
aqj qk 0

Koncranre b jk HasuBajy ce Koeuyujenmu npucyuwierba (WA FeHEPATHCaHH KOCHULMJEHTH MPHUTYIICHa) THHEAPHUX

cucrema. Oun umajy ocobuny cumerpuje (bj =Dy;). Cumerprana Matpuna unju cy enemenTH KoehuiHjeHTH IPUTyIena 1

Koja je (opMupaHa Ha cienehn HauuH

by B o by
b21 b22 bZS

B=B' = (2.4.15)

by bsy -+ b
Has3WBa ce Mampuya npuzywersa. I enepanucane cune (2.4.13) cy nmmHeapHe QyHKIHMje reHepanucannx Op3uHa ca KOHCTaHTHUM
KoeduIrjeHTMa npurymema. Oarosapajyhn BEKTOp TeHepaliCaHuX CHJIa IPUTYIICHA je

Q, =-Bq (2.4.16)

OJIHOCHO

le bll b.lZ bls ql

QYVZ =—bf1 bfz b?s qf . (2.4.17)
Qws bsl sz bss qs
CkanapHa QyHKIHja
10 2 .
O=— Zﬁaua (ua = pa) (2418)
205:1
Koja, ¢ 003upom Ha (2.4.7) u (2.4.9), uma oOmK
1P s 3 op, 0p, . . 1& &
== 2 X 2B, %40 =7 XByq;d. (2.4.19)
257 jaka - 04 OO 17k 2 jZ1k=1 A T



NpEJCTaB/ba TAKO3BAHY OUCUNAMUSHY (YHKYUJy CUCTEMA, TTO3HATY 1101 Ha3uBoM Perujesa ¢ynxyuja (John William Strutt, Lord
Rayleigh, 1842-1919). I'enepanucane cuie npurymiema (2.4.12) Mory aa ce uszpase Kao

oD
Qi = 2.4.20
wj aqj ( )

[la Ou ce Ha oBaj HauMH NoMohy nucunatuBHe QyHKIUje HOOWIIE TeHepallcaHe CHIIC IPUTYIICHha JIMHEAPHUX CHCTEMa
(2.4.13), omnocHo (2.4.16) mnotpebHO je aucunatuBHy O(yHKuMjy (2.4.19) anpokcumupaTH KBagpaTHOM (opmoMm ca

KOHCTAHTHUM KOe(UIIMjeHTHMa, IITO Ce MOCTHXKE Kala Ce NMPOMEHJbMBU Koepuimjentn B jk Y (2.4.19) 3ameHe BUXOBHM

BpeaHocTuMa (2.4.14), u3padyHaTHM y HoJ0Xkajy craOwide pasHoTexke (( i= 0) . Taxo ce mobuja aucunaTvBHA (BYHKLMja

JIMHCApHUX CUCTEMA Y 06J'II/IKy XOMOI'CHE KBaJpaTHE qupMe TeHCpaJIuCaHux 6p3I/IHa Ca KOHCTaHTHUM KOG(l)I/IIII/Ij CHTHUMa

_’]_ ]_ S S
D=2¢"Bd== 3 Yhbyd; 0. (2.4.21)
2 2 iZ1k=1

Oga xBajpaTHa (hopMa je HEHEraTUBHO CEMHUIC(HMHUTHA y OMNIITEM CIly4ajy, Tj. MOXe OWTH jelHaka HyJIH M Kaja je
g # 0. Cemunedunnrroct je mocneauia nepunnmuje (2.4.18). Haume, penatusHe 6psune U, MOTy OHTH jeqHAKe HYIH H KaJ

ce cucreM kpehe. OBakBa gopma omoryhaBa na ce reHepanucaHe cuie mpuryniema (2.4.13) JmHeapHUX cHCTeMa u3pase y
00muky (2.4.20), T1j:

oD .
= —Z Kk=--—— Vv Q,=-Bq (2.4.22)
aq;

3a nuHeapHe cucteme, JlarpamxoBe jeqHaunHe apyre Bpere (2.4.1), ¢ 063upom Ha (2.4.22) u dopme (2.2.11),(2.3.13) u
(2.4.21), cBonie ce Ha

djor ), oo ar_ (2.4.23)
dt{ od; | aq; aq j

OJTHOCHO, Y MAaTPHYHOM OOJIUKY
Ag+Bg+Cqg=0. (2.4.24)

Ogze je moTpeOHO J1a ce YKa)ke Ha jeJHO BaYKHO CBOjCTBO (PYHKIIHje MUCHIIAIMje. Pa reHepamicaHuX Chiia MpUryIieHkha
Ha eJIEMEHTAPHOM [IOMEpamy, Kao jeJHOM OJ1 MOTYHX IoMepama CHCTEMa,

d'A, = _Zlejdq ; =Qudg (2.4.25)
j=

¢ 003upom Ha (2.4.22) MOKe Ia ce u3pa3u y OOIUKY

d’A, =—(Bg)"dg=-q"B"dq=-q"Bdq,

TaKo z[aje CHara OTIIOpHUX CHJIa

R, =M _ 48U 4TBy =20, (24.26)

dt dt

[Ipema TomMe nucnnartuBHa (QyHKIMja TpeJCcTaBiba MEpy CHare cuia npurymema. Kama Ha cucteM, HOpea OTIOPHHUX
CHJIa, JIeNyjy U TIOTEHIIMjallHe CUJIe, YKYITHA CHara je

P=P, +P,=—(Cqg+Bg)'g :—d—H—2q>,

dt
a ce, Ha OCHOBY T€OpeMe O MPOMEHH KHHETHYKE HepTHje Y Au(epeHITHjaTHOM 00Ky
dT dr1
— =20,
dt dt

o0Mja 3aKOH TMCHITAINje MEXaHHYKe EHEPTHje IeT0OBahEeM CHIa TIPUTYIICHa
d
a(T +11)=-2d <0. (2.4.27)

MexaHn4Kka eHepruja CHCTEMa NpeACTaB/ba MOHOTOHO omnanajyhy (yHKIMjy, IITO 3HA4d JAa JEJOBambEM CHila
NpUryniema aojia3d a0 I'yOuTka (pacunama) MeXaHWdke eHepruje. bp3uHa pacumama (Iucumnanyje) MexaHW4Ke eHepruje
JMHEapHHUX CHUCTEMa jeJlHaKa je JBOCTPYKO] BPEAHOCTH oxaromapajyhe aucunatuBHe QyHKIMje (QYHKUMjE pacurama) IITO U
OIpaB/aBa meH Ha3uB. CariacHo TOMe, CUIIe IIPUTYIIEeHa UMajy YECTO U Ha3UB OUCUNAMUSHE CUTe.



2.5 IlpunyaHe cujie

AKO Ha MEXaHUYKH CHCTEM, OCHUM IMOTCHILHUjaTHUX U AUCHIATHBHUX CHJIA, ACNY]y CHIIE KOje SKCIUIMIUTHO 3aBUCE O]l
BpEMEHa, TaJa HacTajy IOJaTHE NMPHHYAHE IPOMEHE CTama CHCTeMa. TakBe CHIIe UMajy Ha3WUB NpuHyOHe cujle. 3a pa3MaTpame
OCHMIIATOPHOT KpeTarma rmocebaH 3Hadaj MMajy MPHHYAHE CHIIC ca HEeKUM MEePHOAMYHIM OCOOMHaMa Koje y3pOKYjy JOJaTHe
MEePHOINYHE MPOMEHE CTarba OCIMIATOPHOT CHCTeMa - npuHyoHe ocyuiayuje. Ilepuoauane ocoOMHe NPHHYIHE CHUIe MOTY Jia
ce MaHu]ecTyjy Kao: NeprHoAnYHa NPOMEHa HEHOI MHTEH3UTETa, IIEPHOINYHA IPOMEHA HEHOT MpaBlia U, Y OIIITEM CIIy4ajy,

TIIepHOUYHA IPOMEHA HHTCH3UTETa 1 IpaBLa HeToBpeMero. Heka je F, npuHynHa crta ca 0COOMHOM HEepHOAMIHOCTH
FQ(t): FQ(t"'TQ)’ (25.1)

rae je T mHepuon mpuHyIHE CUIe W Heka je I BEKTOp IOJIOXKaja HalaJHe Tauke MPHHyAHe cuie. Taja je meH pax Ha

Moryhem nomepamy

= S = or S T

Ao =Fodl = 2 Fo— & = 2.Qqj0; =QqA ., (2.5.2)

=1 0q; j=1

rae je Qg BEKTOp reHepanHCcaHuX NPHHYAHHX CHIA KOje, y OIIITEM CiIy4ajy, ¢ 063upoM Ha (2.5.2), uMajy o0IHK

~ or .

Qo = Qo (0, G -+--Gs5t) = Fagg s (1=12009). (253)
i

Jlureapu3anyja cucTeMa y OKOJMHH II0JI0Kaja CTa0MITHE paBHOTEXe Hamehe Ja ce [1ejCTBO MPUHYJHUX CHIIA Ha CHCTEM

pa3matpa y UcToj obmacTH. Y TOM CMHCIY, allpOKCHManyja NPUHYJHUX CHJIA BPIIM C€ TAaKO INTO Ce BHPTyETHHU pax (2.5.2)
anpOKCHUMHUpa BUPTYEIHUM paioM NPHHYJHE CHIIe Ha MoryheM rmoMepamy y OHOCY Ha HOJI0XKaj CTaOIMITHE paBHOTEXKE, Tj.

s~ Or
Py =2 Fg—r A;, (2.5.4)
j= aq; 0

OJlaKJIe Cy TeHepaIrcaHe MPHHYAHE CUJIe JMHEAPHUX CUCTEMa

- o
Qqj =| Fo— | =Qq(0.0....0;t)= Qg (t). (2.5.5)
oq j
0
Ako je cuia IEQ MepUOUYHA OHJA Ty OCOOMHY MMajy M oAroBapajyhe reHepaiucaHe NPUHYIHE CUIIC JTHHEAPHUX

cucTema, Tj:

Qqy(t)=Qq(t+Tgy).- (2.5.6)

AKO Ha CHCTEM HCTOBpEMEHO aeiyje I NpHHYJHHX CHIIa Fgga) (a¢=L12,...,f) ca mepuoaMdHMM OCOGHHAMa,

PasIMYMTHX Hepuoia I, y OMIITEM ClIydajy, FeHepalicaHe IPUHyIHEe CHiIe JoOHjajy ce Kao 30Up reHepaliCaHHuX CHJIa ca

onrosapajyhum nepruonnma, Tj:

L
Qo= X | F§” -
9 a=1 o GQJ

= i_ng(ﬁ-‘)(t), (2.5.7)

0

rze cy T, BEKTOPH I0JI0Kaja HAMaAHUX Ta4aKa OAroBapajyhnx mpuHyIHHX cria Fg()a) .

Y onmreMm ciydajy, Kaja Ha CHCTEM, IMOpe]l INOTEHIMjaIHUX CHIa W CWia TpUryliewma, Ieiyjy HpUHYIHE CHuie,
Jlarpan»xoBe jeZJHaYNHE APYTe BPCTE JIMHEAPHUX CHCTEMA Cy HEayTOHOMHE 00JIHMKa

d{oT | o® oIl .
— | — [+ —+—=0Q4(t), =12,...,9), 257
at 20, + 4, + &, QQJ() (=1, ) ( )

OJIHOCHO, Y MAaTPUIHOM OOJIUKY
A4 +Bg+Cq=Qt). (2.5.8)

Amnanuza ocunnaunja, OIIMCaHUX OBHUM [[I/I(l)epeHHI/IjaJ'IHI/IM je,uHan/[HaMa, 3axXT€Ba Aa I'CHEpAJIMCAHC NPHUHYAHC CUJIC,
OCHUM NCPUOJUYIHOCTH, Mcny}LaBajy JA0JaTHE YCJIOBC.



