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1. OSNOVI ANALITICKE MEHANIKE

1.1. Slobodni i neslobodni mehanicki sistemi. Veze
Stanje mehani¢kog sistema od N materijalnih tacaka M (v=12,...,N)

odredeno je, u svakom trenutku t, poloZajem i brzinama svih njegovih tacaka u
inercijalnom sistemu referencije. Odnosno, u inercijalnom sistemu referencije,

stanje sistema odredeno je vektorima polozaja I, = OM i brzinama Vv, = ﬁ, gde

je O neka izabrana nepokretna tacka. Ukoliko se u inercijalni sistem uvede
nepokretni Dekartov koordinatni sistem Oxyz, stanje sistema odredeno je
promenljivim skalarnim veli¢inama: koordinatama X,y,,z, 1 projekcijama
brzina X,y,,z, Ako su sve ove veli¢ine medusobno nezavisne, sve tacke M,
sistema mogu zauzimati bilo koji polozaj u prostoru i imati bilo koju brzinu,
saglasno silama koje deluju na sistem. U tom slucaju, skup materijalnih tacaka
predstavlja slobodan mehanicki sistem . Medutim, ako je kretanje posmatranih
taCaka ograni¢eno neposrednim delovanjem nekih materijalnih tela, ove veli¢ine
nisu medusobno nezavisne, pa u tom sluc¢aju skup materijalnih ta¢aka predstavlja
neslobodan mehanicki sistem. Tela koja ograniavaju kretanje posmatranog
mehanickog sistema, svojim oblikom i polozajem, odreduju konfiguraciju u
prostoru po kojoj mehanicki sistem moze da se krece. Usled toga, koordinate
polozaja i projekcije brzina tacaka sistema moraju da zadovoljavaju relacije:

fﬂ(xv yl’zl""'XN’yN’ZN7X1,y1’2l""’XN’yNZN;t):O

(1=12,...,m<3N) (11.1)

koje predstavljaju jednacine veza mehanickog sistema (mehanicke veze). U
daljem izlaganju, radi jednostavnosti, ovaj opsti oblik jednacina veza bice
zamenjen simbolickom formom:

f(F,F;)=0 (v=12,..,N),(«=12,...,m<3N), (1.1.2)

vty

L odr . N .
gdesu r, = d': =V, brzine tacaka sistema.

1.2. Klasifikacija veza
Ako leve strane jednacina (1.1.1) odnosno (1.1.2) zavise samo od polozaja
sistema i vremena, tj.:

f(r,t)=0 (v=12,..,N),(¢=12,...,p), (1.2.1)
odnosno:

f (0 Y0 Zi o Xy Yo 2y 1) =0 (x=12,...,p), (1.2.2)
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veze su konacne (geometrijske). U opstem slucaju, kada su i brzine tacaka
sistema podvrgnute ogranienjima, veze (1.1.2) su diferencijalne (kinematicke).
U daljem izlaganju bi¢e razmatrane samo linearne diferencijalne veze" oblika:

. N — .
9 (F,.E5t) =D 1, F +D, =0 (B=12,..,0), (1.2.3)
v=1
odnosno:
N
> (A%, +B, Y, +C,2)+D, =0  (B=12,...,0), (1.2.4)
v=1

gde su vektori I, =A, i +B, j+C,k iskalari D,, u opstem slucaju, funkcije
promenljivih x ,y, ,z ,t.

Konacne veze (1.2.1) odnosno (1.2.2), diferenciranjem po vremenu, mogu se
zameniti diferencijalnim vezama:

N . of
2 grad, f, -1, +72 =0 (@=12,....p) (1.2.5)
=1

odnosno:

N
Z afa )'(V+afa yv+afa z, +%:O (a=1,2,...,p)- (126)
v=1 axv ay,/ azv 6t

Diferencijalne veze (1.2.3) mogu se podeliti na integrabilne i neintegrabilne.
Ako medu diferencijalnim vezama (1.2.3) postoji s integrabilnih veza one se
mogu zameniti ekvivalentnim kona¢nim vezama:

w,([[;t)+c, =0 (n=12,...,s<q), (1.2.7)

gde su c, proizvoljne konstante. U protivnom, diferencijalne veze su

neintegrabilne.
Diferencijalne veze (1.2.4), mnozenjem sa dt, mogu da se napisu obliku:

N
;(Aﬁvdxv+Bﬁvdyv+cﬁvdzv)+Dﬁdt:0 (f=12,...q)- (1.2.8)

Ako su leve strane nekih od ovih jednacina totalni diferencijali funkcija
promenljivih x ,y t te jednacine su integrabilne i mogu se zameniti

V’Zv’

Y Nelinearne diferencijalne veze imaju vise teorijski znacaj tako da ¢ée njihovo

razmatranje biti izostavljeno u ovom tekstu.



ekvivalentnim kona¢nim vezama (1.2.7).

Mehanicki sistem, izlozen delovanju konacnih ili integrabilnih diferencijalnih
veza, ima naziv holonomni mehanicki sistem. Mehanic¢ki sistem, izloZen
delovanju neintegrabilnih diferencijalnih veza, ima naziv neholonomni
mehanicki sistem. Iz praktiénih razloga, u literaturi je uobicajeno da i veze imaju
odgovarajuce nazive: holonomne veze i neholonomne veze.

Kona¢na veza je skleronomna (stacionarna) ako ne zavisi eksplicitno od
vremena, tj.:

)= o _
fr)=0  =-=0. (1.2.9)

14

Ona se ne krece ili ne menja svoj oblik. U protivnom, konacna veza je reonomna
(nestacionarna), a u njenoj jednacini eksplicitno figurise vreme.

Linearna diferencijalna veza je skleronomna (stacionarna) ako je homogena i ne
zavisi eksplicitno od vremena, tj. ako ima oblik

e al
ZUV =0, v =(,. (1.2.10)
v=1 at

odnosno:

N . . oA OB oC
>(AX, +B,y,+C,2,)=0, DB _0PLr =0 Sv =0, (1211)
Vzl(p” o +BY, +C2) ot ot ot

U reonomne (nestacionarne) veze spadaju sve homogene difrencijalne veze u
¢ijim jednacinama eksplicitno figuriSe vreme, kao i1 sve diferencijalne
nehomogene veze, bez obzira da li zavise ili ne zavise eksplicitno od vremena.
Naime, ukoliko diferencijalne veze ne zavise eksplicitno od vremena, iz oblika
jednacina (1.2.8) se vidi da vreme ulazi u vidu diferencijala dt uz koeficijente
nehomogenosti D, .

Veza mehanickog sistema je zadrzavajuca ako, u toku kretanja, polozaj i brzine
mehanickog sistema, zadovoljavaju njenu jednacinu. Mehanicki sistem je tada
podvrgnut dejstvu veze i1 krece se u skladu sa vezom (sistem je ,, na vezi”). U
protivnom, ako na nekim delovima kretanja sistem napusta vezu, polozaj i brzine
sistema ne zadovoljavaju jednacinu veze.U tom slucaju veze SuU nezadrzavajuce
S$to moze da se izrazi u vidu nejednakosti:

f(F,F;t)>0. (1.2.12)

vity?

Prema tome, na delovima putanje sistema kada je f =0, nezadrzavajuca veza se
razmatra kao zadrzavajuca, a na delovima putanje kada je f >0¢(ili <0) , veza

ne deluje na sistem i ne razmatra se. U daljem izlaganju razmatrace se samo
zadrzavajuce veze. Cesto se nezadrzavajue veze nazivaju  jednostrano
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zadrzavajuée jer dele prostor na dostupni i nedostupni deo za kretanje
mehanickog sistema. Veze koje ne dozvaljavaju sistemu da ih napusti pod bilo
kakvim uticajima uobicajeno se nazivaju obostrano zadrzavajuce veze.

1.3 Mogucée brzine. Mogu¢a pomeranja. Virtuelna pomeranja

Neka je mehanicki sistem izlozen delovanju p konac¢nih i q diferencijalnih

veza. Diferenciranjem po vremenu, konaéne veze (1.2.1) mogu se zameniti
ekvivalentnim diferencijalnim vezama, tako da sve jednacine veza mogu da se
izraze u obliku:

& of

> grad,f, -V, +—2=0 (@=12,...,p), (1.3.1)
v=1 at

N_.

DI, -V, +D,=0 (B=12,...,0)- (1.3.2)

i=1

Svi vektori V,, koji zadovoljavaju p+0q <3N jednacina (1.3.1) i (1.3.2),
predstavljaju moguce brzine tacaka sistema, tj. one brzine koje mogu da imaju
taCke mehaniCkog sistema pri kretanju u skladu sa vezama pri delovanju bilo
kakvih sistema sila. Prema tome, broj moguéih brzina je beskonac¢an. Medutim,
vektori mogucih brzina pripadaju vektorskom prostoru V" &iji je broj dimenzija
n=3N—(p+q)i ¢iju bazu ¢ini n proizvoljno izabranih nezavisnih vektora
mogucih brzina preko kojih mozemo izraziti sve ostale moguce brzine. Stvarne
brzine su one koje sistem ima, pri kretanju u skladu sa vezama, pod dejstvom
datog sistema sila i sa datim pocetnim uslovima. Stvarne brzine pripadaju
mogucim brzinama.

Mnozenjem jednacina (1.3.1) i (1.3.2) sa ifinizitemalnim prirastajem vremena
dt, s obzirom da je v dt = dr,, dobija se:

v

- of
> grad, f, -df, + —=dt=0 (1.3.3)
v=l at
N —
>'1,,0F, + D,dt =0. (1.3.4)
v=1

Vektori dr, koji zadovoljavaju jednacine (1.3.3) i (1.3.4) predstavljaju moguca
pomeranja tacaka sistema.

Ako se, pored moguéeg pomeranja sistema u nekom trenutku, odredenog
vektorima dr,, uvede u razmatranje i neko drugo moguce pomeranje u istom

trenutku, odredeno vektorima d'f,, dobija se joS jedan sistem jednacina:



N of
> grad, f, -dT, +—=dt=0, (1.3.5)
v=1 8t
N —
>'1,,dT, + D,dt =0. (1.3.6)
v=l

Oduzimanjem jednacina (1.2.3) i (1.3.4) od odgovarajucih jednacina (1.3.5) i
(1.3.6), dobija se:

Zgradv fa -or, =0 (137)
v=1 .
30, -6 =0, (1.38)
v=l

gde svaki vektor or predstavlja razliku dva mogu¢a pomeranja u istom
trenutku, tj.:

& =dF —df.. (v=12,...,N). (1.3.9)

Vektori o, su virtuelna pomeranja®” mehanitkog sistema. Jednagine (1.3.7) i

(1.3.8) su uslovi koje veze namecu virtuelnim pomeranjima. U opstem slucaju,
ovi uslovi se razlikuju od uslova (1.3.5) i (1.3.6) koje veze namecu moguéim
pomeranjima. U slucaju, ako su:

uslovi (1.3.5) 1 (1.3.6) za moguca pomeranja su isti kao uslovi (1.3.7) i (1.3.8)
za virtuelna pomeranja. Prema tome, ako su veze skleronomne (stacionarne)
virtuelna pomeranja pripadaju moguéim pomeranjima.

Ako se svako virtuelno pomeranje oF izrazi u pravouglom Dekartovom

|4

koordinatnom sistemu preko projekcija &, dy,,d, (v=12,...,N), jednacine
(1.3.7) 1 (1.3.8) mogu da se napisu u razvijenom obliku:

N of of ot
a5 4+ L a5 |=0 =12,..., 1.3.10
;(va X, + . &, + o ZVJ (a p) ( )
N
> (AL, +B, &, +C,2,)=0 (B=12,..,q). (1311
v=l

1) (virtuel — fr.). U domacoj literaturi Cesto se koristi i naziv virtualna pomeranja
(virtualis — lat.)
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Ovih jednaina ima p+q pa, uz pretpostavku da su sve jednacine veza

nezavisne, matrica koeficijenata uz projekcije virtuelnih pomeranja ima
maksimalni rang, t.

LA A R A A A
o O oo ox By o,
of, of of,  of of @ of

rangd=ranti oy oy o ox, oy, oz, (- P+d (1312
Au Bll C11 e AiN BlN C1N
A\al Bql qu AqN BqN CqN

Usled toga, medu 3N projekcija &x,,dy,,d, Virtuelnih pomeranja or, , postoji
ukupno n=3N —(p+q) nezavisnih. Broj n predstavlja broj stepena slobode

mehanickog sistema. Prema tome, broj stepena slobode sistema dobija se kada se
od ukupnog broja koordinata tac¢aka sistema oduzme broj veza. U odsustvu veza
(p=0,g=0)mehanicki sistem je slobodan, tako da je njegov broj stepena
slobode jednak ukupnom broju koordinata tacaka mehanickog sistema, tj.
n=23N.

1.4 Reakcije veza. Idealne veze. LagranZove jednacine prve vrste

Slobodan mehanicki sistem izloZen je dejstvu samo aktivnih sila. Tada, saglasno
drugom Njutnovom zakonu, vaze jednaCine m g = va (v=1,...,N), gde su: IEV-
rezultanta svih aktivnih sila koje deluju na tatku M, m, — masa tacke M , &,

njeno ubrzanje. Neslobodan mehanicki sistem, pored aktivnih sila, izloZen je i
dopunskim silama kojima materijalne veze deluju na sistem. Takve sile nazivaju
se reakcije veza. Tada, saglasno drugom Njutnovom zakonu, kretanje sistema
mehanickog sistema opisuju jednacine:

ma =F +R,  (v=12...,N), (1.4.1)

gde R, predstavlja rezultantu reakcija veza koje deluju na tatku M, . Ovim
vektorskim jednacinama odgovara 3N skalarnih diferencijalnih jednacina:
mX, =X, +R,
my, =Y, +R, t (v=12..,N)- (14.2)
mzi =2+R,
U opstem slucaju, za reSavanje osnovnih zadataka dinamike sistema, raspolaze
se sa 3N jednacina (1.4.2) i p+q jednacina veza. Prvi osnovni zadatak
dinamike (direktni zadatak) odnosi se na probleme u kojima, na osnovu datog
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kretanja sistema (poznate funkcije x (t),y,(t),z (t)), treba odrediti 3N

projekcija aktivnih sila i 3N projekcija reakcija veza. Drugi osnovni zadatak
dinamike (inverzni zadatak) odnosi se na probleme u kojima, na osnhovu
poznatih aktivnih sila i poznatog stanja (t,;F° =T, (t,),F° =T.(t,)). treba odrediti
3N jednacina kretanja i 3N reakcija veza. U oba opSta slucaja, broj nepoznatih
iznosi 6N , medu kojima je 3N nepoznatih projekcija reakcija veza, tako da je
broj 3N+ p+q raspolozivih jednacina nedovoljan za konacno reSavanje
postavljenih zadataka. Prema tome, ili treba raspolozivim jednac¢inama dodati jos$
3N —(p+q) jednacina, ili broj nepoznatih za odredivanje projekcija reakcija
veza smanjiti za isti broj. Odgovor na ovo pitanje treba traziti u zavisnosti
reakcija veza od karaktera mehanickih veza. U tom smislu sve mehanicke veze
se dele na idealne i neidealne.

Idealne mehanicke veze su one Cije reakcije, na proizvoljnim virtuelnim
pomeranjima, uvek ispunjavaju uslov

N —
A=) R, -&, =0, (1.4.3)
v=1l
odnosno, u razvijenom obliku,
N
Z(RVX5XV + Rvy@v + szazv): O (1-4-5)

v=l

Prema tome, ukupan rad reakcija idealnih veza na proizvoljnim virtuelnim
pomeranjima jednak je nuli®.

Neidealne mehanicke veze su one Cije reakcije ne ispunjavaju uslov (1.4.3).
Realno, idealne mehanicke veze ne postoje. Medutim, idealizacija omogucava
da se, u velikom broju slu¢ajeva dobijaju reSenja koja zadovoljavaju praktic¢ne
potrebe. Problemi se javljaju kada takva idealizacija moze da dovede do resenja
koja nedopustivo odstupaju od stvarnog ponasanja mehanickog sistema. Tada se
ne mogu zanemariti neidealnosti veza, odnosno ne moze se Kkoristiti uslov
(1.4.3), pa se u razmatranja moraju uvesti reakcije neidealnih veza pri ¢emu je

N —
> R&F, #0. (1.4.6)
v=1l

U ovakvim slucajevima moze se postupiti na slede¢i nacin. Svaka od reakcija
neidealnih veza moze da se razlozi na dve komponente R iR, (R, =R, +R),

takve da su:

Y Rad sila na virtuelnim pomeranjima naziva se virtuelni rad.



iﬁvnéﬁ =0, i R.6F, #0. (1.4.7)
v=l v=l

Komponente R ispunjavaju uslov kao i reakcije idealnih veza pa se tako i

razmatraju, a komponente ﬁw, koje su posledica neidealnosti veza, razmatraju

se kao nepoznate aktivne sile u diferencijalnim jednac¢inama. Neidealnost veze je
najcesce posledica trenja pa je, sa izuzetkom jednostavnijih slucajeva, resavanje
takvih problema veoma slozeno 1 podrazumeva korisenje merenja i
eksperimenata. Prema tome, u daljem izlaganju, razmatrace se samo reakcije
idealnih veza.

Kao §to je prethodno pokazano, uz uslov (1.3.12), moguce je 3N projekcija
virtuelnih pomeranja podeliti na p+q zavisnih i 3N —(p+q) nezavisnih. 1z
jednacina (1.3.10) i (1.3.11) sve zavisne veli¢ine mogu da se izraze preko
nezavisnih. Zamenom, tako odredenih zavisnih veli¢ina, u izraz (1.4.5) dobiée se
jednac¢ina u kojoj figuriSe 3N —(p+q) medusobno nezavisnih projekcija
virtuelnih pomeranja. Tako transformisana jednacina (1.4.5) bi¢e zadovoljena
samo ako su svi koeficijenti uz virtuelna pomeranja jednaki nuli. Na taj nacin
dobijaju se dopunske jednacine za odredivanje reakcija idealnih veza. Medutim,
ovaj postupak je veoma glomazan i slozen pa se, za eliminaciju zavisnih
virtuelnih pomeranja, koristi metod Lagranzovih neodredenih mnozitelja.
Mnozenjem svake od jednadina (1.3.7) i (1.3.8) odgovaraju¢im skalarima

—A, | — u, injihovim sabiranjem sa jedna¢inom (1.4.3) dobija se jednacina
N p q R
2R, = 2 2.0rad, T, =3yl ), =0, (14.8)
v=l a=1 p=1

odnosno, u razvijenom obliku,

ZHR —Z/l . Zﬂﬂ ﬂvJéx +( zll ay zﬂﬂ ,ﬁjéy +

v=l v o p=L
[R —Z/l Zﬂﬁ /,V}SZ:I (1.4.9)

Ako je ispunjen uslov (1.3.12), moZe da se na jedinstven nacin odredi p+q
mnozZitelja 4, i 1, tako da su celi izrazi, koji ¢ine koeficijente uz p+q zavisnih
projekcija virtuelnih pomeranja, jednaki nuli. Na taj nacin, u jednacini (1.4.9),
ostalo je3N —(p+q) sabiraka sa nezavisnim virtuelnim pomeranjima, pa je

jednacina zadovoljena samo kad su i koeficijenti uz nezavisna virtuelna
pomeranja takode jednaki nuli. Prema tome, dobijaju se slede¢i opsti izrazi za
odredivanje reakcija veza preko Lagranzovih mnozitelja:
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P
R, =Z% (v=12,...,N), (1.4.10)
a=1 v
R =
" Z “82 =
ili u vektorskom obliku
_ p a
=Y Arad f,+> ul, (v=12..,N). (1.4.11)
a=1 p=1

Uvrstavanjem, ovako odredenih reakcija, u (1.4.1) dobijaju se Lagranzove
Jjednacine prve vrste u vektorskom obliku:

_ p q R
+Z;/1agradv f +ﬂzfﬂ|ﬂv (v=12,...,N), (14.12)

odnosno, u skalarnom obliku:

mx =X, +2/1 +Zy/f "

a=1

(v=12,...,N). (1.4.13)

o=l v

mz =Z +Z/1 §+Z,uﬁ ”

a=1 v

U opstem slucaju, uvodenjem Lagranzovih neodredenih mnozitelja, broj
nepoznatih veli¢ina sveo se na 3N + p+(, pa kad se jednaCinama (1.4.13)
prikljuce i jednaéine veza dobija se dovoljan broj relacija za reSavanje osnovnih
zadataka dinamike. LagranZove jednaline prve vrste SU veoma znalajne za
proucavanje mehanickih sistema. U problemima, gde njihova primena nije
neophodna, mogu da se zamene nekim prikladnijim vrstama jednacina. Medutim
u nekim problemima njihovo prisustvo je neizbezno i koriste se u punom obliku
ili delimi¢no u kombinaciji sa drugim jednacinama.

1.5. Holonomni sistemi. Generalisane koordinate

Neka je mehanicki sistem holonoman, tj. neka je podvrgnut delovanju samo
konac¢nih (holonomnih) i, u opstem slucaju, nestacionarnih (reonomnih) veza:

fl(ﬁ/!t)zo (V=1,2,...,N),(ﬂ=1,2,..., p)’ (151)
odnosno, u Dekartovom koordinatnom sistemu:
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fi(xliylizll""XN’yN’ZN;t):O 1=12,...,p). (1-5-2)

Ako su jednacine (1.5.2) medusobno nezavisne, iz njih je moguée p koordinata
izraziti kao funkcije preostalih 3N — p koordinata i vremena t. Ovih 3N —p

koordinata su nezavisne i u potpunosti odreduju polozaj sistema U proizvoljnom
trenutku t. U tom slucaju sistem ima n=3N — p stepena slobode. KoriS¢enje

Dekartovih koordinata nije obavezno, a Cesto moze biti i veoma neprikladno, pa
se umesto njih moze uvesti n=3N — p nezavisnih promenljivih parametara
q“ (¢ =1,2,...,n), tako da svih 3N Dekartovih kordinata mogu da se izraze kao
funkcije ovih parametara i vremena, tj:

X, =x(9"9%....a"1), v, =v,(q",q%....a"1), z,=2,(q",9°....q"t)

(v=12,...,N). (153)

odnosno u vektorskom obliku:

r=r(,q...q"t) (v=12,..,N). (1.5.4)
Pretpostavlja se da su funkcije (1.5.3), odnosno (1.5.4), neprekidne i
diferencijabilne. Njihovom zamenom u jednacine veza dobijaju se identiteti, tj:

£[r(h % ant)t]=0  (v=1.2...N),(A=12...,p).

Minimalan broj n nezavisnih promenljivih parametara q“ pomocu kojih moze
da se u svakom trenutku odredi polozaj holonomnog sistema, pri njegovom
kretanju u skladu sa vezama, jednak je broju stepena slobode sistema, tj.
n=3N-p. Ovi promenljivi parametri se zovu nezavisne generalisane
koordinate (Lagranzove koordinate) sistema. Svakom poloZzaju sistema u
trenutku t odgovara tatka (g',q’,...,q") u n-—dimenzionom prostoru koja
odreduje polozaj sistema, tj. kretanju sistema odgovara kretanje tacke u
n —dimenzionom prostoru generalisanih koordinata.

Ako su veze stacionarne (skleronomne) vreme t ne figuriSe eksplicitno u
jednacinama veza (1.5.1) odnosno (1.5.2), pa se uvek moze naci takav sistem

nezavisnih generalisanih koordinata da vreme ne figuriSe eksplicitno ni u
funkcijama (1.5.3) odnosno (1.5.4), tj. da su:

r=r(.9%...9") (=12,...,N). (1.5.5)

1.6. Krivolinijske koordinate tacke. Bazni vektori. Metricki tenzor

Polozaj slobodne tacke u inercijalnom sistemu Dekartovih koordinata odreden je
u svakom trenutku vektorom
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F=xi+yj+2zk (1.6.1)

gde su: i,7J, k jedini¢ni vektori Dekartovih osa. Umesto Dekartovih koordinata
mogucée je da se za razmatranje kretanja tacke uvede neki drugi sistem
nezavisnih, u opstem slucaju krivolinijskih, koordinata q',q° q° tako da
postoji transformacija

r=r(a.0%q") (16.2)
odnosno transformacije:
x=x(a"0%°), y=y(a".a"°), z=2(0".9°.0"). (16.2)
Elementarni prirastaj vektora polozaja (1.6.1) u Dekartovim koordinatama je
df = dxi +dyj +dzk , (1.6.3)

a u krivolinijskim koordinatama, s obzirom na (1.6.2),
df:ﬂdql+%dqz+a_r3dq3 :Za_rdq' . (164)
Uvodenjem u razmatranje vektora:

o] =a—r-=ﬁf+ﬂi+a—z.|2 (i=12,3) (1.6.5)
oq° o9 oq " og
i uvodenjem Ajnstajnove konvencije o sabiranju po ponovljenim indeksima®

prirastaj vektora (1.6.4) moze da se pise u obliku
dr =gdq (i=123). (1.6.6)

Ako se krivolinijski koordinatni sistem veze za posmatranu tacku (sl.1), tangente
na koordinatne linije u posmatranoj tacki predstavljaju koordinatne ose koje
obrazuju trijedar ¢ija je orijentacija odredena odgovaraju¢im jedini¢nim
vektorima & (i=12,3).

Koordinatne linije predstavljaju hodografe vektora polozaja pri promeni samo
odgovarajuc¢e koordinate, tako da je njegov izvod po toj koordinati vektor koji
ima pravac tangente na koordinatnu liniju, tj. ima pravac odgovarajuce
koordinatne ose. Prema tome parcijalni izvodi vektora poloZaja po
krivolinijskim koordinatama su:

YU ovom tekstu konvencija se koristi samo ako su ponovljeni indeksi razli¢itih polozaja
(gornji i donji). U ostalim slucajevima koristi¢e se simbol X .
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~i gi = ‘gl‘él = Aiél (i =1:2’3) ! (1'6'7)

or

‘gi‘:a_qi

a2V () a) e 6.
_A_\/(ﬁq‘j {aq‘j +(0qu (=129, (189

sl.1

Vektori g, se zovu osnovni (bazni) vektori krivolinijskog sistema koordinata. U

opsStem slucaju, nisu jedini¢ni ni ortogonalni medusobno.

U daljem izlaganju vaznu ulogu ima metricka norma koja se definiSe kao
kvadrat elementa luka krive u posmatranom prostoru. U pravouglom
Dekartovom koordinatnom sistemu je

ds® = (dF)? = dx® + dy® + dz® (1.6.9)
a u sistemu krivolinijskih koordinata, s obzirom na (1.6.6), je
ds? =dr? = dfdF = §,dq'g,dg’ = §;§,dg'dg’ (i, j=123). (1.6.10)
Uvodenjem oznake
g; =00, (1.6.11)

metricka forma predstavlja homogenu kvadratnu formu prirastaja generalisanih
koordinata u obliku

ds® = g;dg'dg’. (1.6.12)
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Veli¢ina g, predstavlja metricki tenzor razmatranog prostora krivolinijskih
koordinata. Matrica metri¢kog tenzora krivolinijskog koordinatnog sistema

|

01 912 UOis 6,0, 0.6, 0.0,
{gij}= Oy 95 U230=190,0, 0,0, 0,0, (1.6.13)
Os1 U3 Uss 0:0, 0:0, 0,0,

ima 9 elemenata, medutim, zbog komutativnosti skalarnog proizvoda (1.6.11),
metricki tenzor ima osobinu simetrije (g; = g;) pa se broj elemenata koje treba

odrediti smanjuje na 6. U posebnim sluéajevima, kada su krivolinijske
koordinate ortogonalne, jedini¢ni vektori koordinatnih osa ispunjavaju uslove:

o 1 i=]
€€, =0, = .
0, 1#].

gde je 5” tzv. Kronekerov (Kronecker) delta simbol. U tom slu¢aju metricki
tenzor ima dijagonalnu matricu, tj.

9. 0 0
0 0 dg

Za koeficijente g metricke norme (1.6.12) kaze se da predstavljaju kovarijantni

metri¢ki tenzor. Njemu uvek moze da se pridruZi recipro¢ni tenzor, definisan
kao

g =&, (1.6.15)

gde su: g —determinata matrice tenzora g, G" kofaktori determinante g koji
odgovaraju elementima g, , tj.:

0 G O
g=gz gz g: GiolPe 9 i 9 G qu_[on G o
g g g g32 933 g31 g33 gSl 932
31 32 33

Koeficijenti g” definisani u (1.6.15) predstavljaju kontravarijantni metricki
tenzor. Matrica kontravarijantnog metrickog tenzora g" je iverzna matrica
kovarijantnog metrickog tenzora g; tako da je
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1 i=k

1.6.16
0, i=k. ( )

gijgjk =0,9" +0,,9% +0,,0% = 5 :{

Osnovni vektori g, iz (1.6.7) predstavljaju kovarijantnu vektorsku bazu za

generalisane koordinate q', a vektori §', definisani kao

il i2=

§'=9"d, =9"g, + 99, + 9"°7, (1.6.17)

predstavljaju kontravarijantnu vektorsku bazu za isti sistem koordinata. Na
osnovu ovakve definicije i (1.6.11) sledi

gigj :gikgkgj = gikgkj :5}’
tako da je

Prema tome elementi kontravarijantnog metri¢kog tenzora jednaki su skalarnom
proizvodu dva vektora kontravarijantne osnove, §to je potpuno analogno sa
(1.6.1) gde je kovarijantni metricki tenzor definisan kao skalarni proizvod
vektora kovarijantne osnove.

U (1.6.17) osnovni vektori §' kontravarijantne baze definisani su pomoéu
kontravarijantnog metri¢kog tenzora i osnovnih vektora §, Kovarijantne baze.

Na sli¢an nacin je

Naime, s obzirom na (1.6.16) bice

kg

gijgj =0;9" 0, :é‘ikgk =0

1.7. Brzina i ubrzanje tacke u krivolinijskim koordinatama

1.7.1 Slobodna tacka
Kad je polozaj tacke odreden u odnosu na neki sistem generalisanih koordinata,
s obzirom na (1.6.4), njena brzina je

. dr _or . or , or 5 oF ;
=2 _ i n -2 4, 1.7.1
7ot o gt T (1.7.3)
odnosno, prema (1.6.7),
V=0, = Ad'€. (1.7.2)

Generalisane brzine
vi=¢g' (1.7.3)



16

su kontravarijantne koordinate brzine za dati sistem koordinata q', a
v, = gijqi (1.7.4)

su kovarijantne koordinate brzine za isti sistem koordinata. Izmedu ovih
koordinata brzina uocavaju se sledece veze:

vi=gv', V=gl (1.7.5)

Projekcije brzine na ose generalisanih koordinata dobijaju se skalarnim
mnozenjem vektora brzine jedini¢nim vektorima koordinatnih osa

e N |
V(i)zv'eizgjqjeiz_gi‘gjqu_

Ai Ai

Projekcije brine na ose generalisanih koordinata imaju dimenzije brzine a zovu
se i fizicke koordinate brzine. Dimenzije kovarijantnih i kontravarijantnih
koordinata brzine, u opstem sluc¢aju, mogu da budu razli¢ite i medusobno i od
dimenzija fizi¢kih koordinata brzine. U posebnom slucaju, kad se za sistem
generalisanih koordinata uzme Dekartov pravougli sistem, ovih razlika nema jer
se projekcije brzine na ose poklapaju sa kovarijantnim i kontravarijantnim
koordinatama brzine. Ovo je posledica toga §to su bazni vektori Dekartovih
koordinata jednaki jedini¢énim vektorima koordinatnih osa, a metricki tenzor se
svodi na Kronekerov simbol, tj:

9,4 (1.7.6)

~2

1 2 _ 3_ . = =l T o= =2 T oo 3 [
g=x4 Tyi q.—Z, 6,=0¢ =1,0,=0"=],0,=0"=k; (1.7.7)
g; =6;, 9" =0".

U daljem izlaganju vaznu ulogu ima izraz za kvadrat brzine tacke, koji s
obzirom na (1.7.2), ima vrednost

VP =V-V=Gq-§,q' =g,4'q". (1.7.8)
Odavde je
ov? - ;0 (1
Ako privremeno uvedemo oznaku
@zéw, (1.7.10)

kovarijantne i kontravarijantne koordinate brzine i projekcije brzine na
koordinatne ose mogu da se piSu na sledec¢i nacin:
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0 (1., 0® ., 4 00 1 00 17.11
V. =—| —V =—, V = = —_—, V,,, =———. Y
' aq'(z ) aq 120 0T (719

Ubrzanje tacke je

av _dfor ;) d i
d=—=—| —q |=—(gg') 1.7.12
" diéqu ngq) ( )

Skalarnim mnoZenjem ubrzanja sa jediniénim vektorima krivolinijskih
koordinata dobijaju se njegove projekcije na odgovarajuce koordinatne ose:

o 1 . _ 1 _ dv
a,=a-§=—-°4¢;-d=—4¢ (1.7.13)
A Ay~ dt
odnosno
1|d,. _\ dg, .
= | 2(g -v)-2L.v |. (1.7.14)
(i) Hi) |:dt (gl ) dt :|
Kada se slede¢i izrazi transformiSu na oblik:
o o 0(1_,) 0O
gi-v=0;-9;9" = 9;9 = EV =
q q (1.7.15)
— — 2= —
%.V:a_%i(qk .V:%qk .V:ﬂi.v:ii(lﬁjza_@i
t q aq'oq aq aq'\ 2 aq

i zamene u (1.7.14) dobijaju se projekcije ubrzanja na ose krivolinijskih

koordinata:
8y =—|4[29)_©) (1.7.16)
Ayl dtiag' ) og

Kovarijantne koordinate ubrzanja a, dobijaju se mnozenjem ubrzanja
kovarijantnim baznim vektorom, tj:

a=g,-a. (1.7.17)

S obzirom na (1.7.13) proporcionalne su projekcijama ubrzanja pa, imajuéi u
vidu (1.7.16), mogu da se pisu u obliku:

d(o® 00 .
a = Aya, :a[a—qij—a—d (i=123)- (1.7.18)
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Kovarijantne koordinate ubrzanja mogu da se izraze i neposredno, preko
krivolinijskih koordinata i njihovih izvoda. Naime, iz (1.7.17) sledi

a=g-a=g,- =g, 9(g,¢)

dt dt

ag, .. _ . .. o 09y o
g; - dt‘q’+gi-g,-Q‘=gijQ‘+5¢-9iq‘qk,

odnosno
a =0,0' +[jk.il’q" (i=129), (1.7.19)

gde je uvedena oznaka
[ik, .]_i G (1.7.20)
9"

koja predstavlja Kristofelov (Christoffel) simbol prve vrste. S obzirom da je

g, o _ag (1.7.21)

o9 ogqlagt og’
Kristofelov simbol prve vrste simetri¢an je u odnosu na prva dva indeksa

Razvijanjem izraza (1.7.20) dobija se

G, . 0 (. -\ 06, ~ O09; . .
k,i]= =1 6. )-Lig = 2 ik,
[ik,i] P ~(g,-4) o 95 lik, j]

odakle je, uzimajuci u obzir osobine simetrije Kristofelovog simbola i metrickog
tenzora,

oq..
i‘;:[jk,i]+[ki,j]- (1.7.22)

aq
Premestanjem indeksa mogu da se napiSu i slede¢i izrazi:

B i, k]+ [k} D= [ki, ]+ [1.k].

oq’

Podesnim slaganjem ovih izraza dobija se Kristofelov simbol prve vrste
definisan pomocu parcijalnih izvoda metrickog tenzora

09y , 995 _ 095
K, ko Y Nk | 1.7.23
il [aq o aq') e
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Kontravarijantne koordinate ubrzanja dobijaju se skalarnim mnoZenjem
ubrzanja kontravarijantnim baznim vektorom

a'=a-§'=4a-g,9" =a,9",

odnosno mnoZenjem kovarijantnih koordinata a; kontravarijantnim metrickim

tenzorom g i sabiranjem po indeksu j . Vazi i obrnuta relacija
a =alg;.
Mnozenjem jednakosti (1.7.19) kontravarijantnim metrickim tenzorom dobija se
a' =g'a; =g"(g; ¢ +[kI. jlg“d") = 54" + g"[kl, jla’,

odnosno
o= +[quq' (i-123), (1.7.24)

gde je sa
{kil}:gij[kl'j] (1.7.25)

oznaCen Kristofelov simbol druge wvrste. lzraz (1.7.24) predstavlja
kontravarijantne koordinate ubrzanja u krivolinijskom koordinatnom sistemu.
Koris¢enjem izraza za kvadrat brzine (V> =20) ove koordinate, s obzirom na

(1.7.18), mogu da se pisu i u obliku

o Td(e@) o®
_qi|d(o@)_ 2| 17.26
a=9 {dt[aqj 6q’} (1.7.26)

Izrazi za kovarijantne i kontravarijantne koordinate ubrzanja mogu se uprostiti
definisanjem apsolutnog, Bjankijevog (Bianchi) izvoda po vremenu. Neka su
u'i u, kontravarijantne i kovarijantne koordinate nekog vektora njihovi

apsolutni izvodi po vremenu se definiSu kao:

Du" du' || ;. Du du || .
Lk u’ k’ — u.g*, 1.7.27
Dt dt J{jk} | Dt dt [ki} i ( )

Posto generalisane brzine (' predstavljaju kontravarijantne koordinate
brzine (§' =v'), kontravarijantne koordinate ubrzanja (1.7.24) mogu da se izraze
u obliku
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a‘:d—vl+ 'V (1.7.28)
dt | jk

odnosno s obzirom na definicije (1.7.27)

. DV .
a=— (i=1273). 1.7.29
Dt ( ) ( )

Prema tome, kontravarijantne koordinate ubrzanja jednake su apsolutnim
izvodima po vremenu kontravarijantnih koordinata brzine.
Ako se jednakosti (1.7.19) transformiSu na sledeci nacin:

—i 'j_%-j-k Ty P
ai_dt(gijq) aqkq q +[jk,|]q q

dobija se, sobzirom na (1.7.22),

| | N
3 =%(gu<1’)—[ki- jla'e" :%(gqu){ki}gqu]qk :

Kako su: g;q' =v;i ¢' =v' moze da se pise

g || Ve (1.7.30)
odt | ki
odnosno prema definiciji (1.7.27)
Dv. .
a=—=" 1=123). 1.7.31
=0 (=123 (L7.31)

Kovarijantne koordinate ubrzanja jednake su apsolutnim izvodima po
vremenu kovarijantnih koordinata brzine.

1.7.2. Neslobodna tacka
Neka je tacka prinudena da se krece po nekoj povrsi, tj. neka je izlozena dejstvu
holonomne veze ¢ija je jednacina

f(x,y,z)=0. (1.7.32)

U tom sluéaju, za odredivanje polozaja tacke, dovoljna su dva nezavisha
skalarna parametra, tj. dve generalisane koordinate q“ (a=12), tako da je
vektor polozaja

F=r(g.9°)=x(@"a)i +y(a"9*) ] +2(q".g>)k . (1.7.33)
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Neka su koordinatne krive generalisanih koordinata q“ (a =1,2) linije na povrsi
(1.7.32) vezane za posmatranu tacku (sl.2). Bazni vektori:

~ _ o _ OX=+ ﬂﬂaz

= K =12 1.7.34
g, e aq“|+aq“ o (@ =12) ( )

imaju pravce koordinatnih osa koje, kao tangente na odgovarajuce koordinatne
linije, obrazuju tangentnu ravan u posmatranoj tacki na povrsi (1.7.32) .
Jedini¢ni vektori koordinatnih osa su & i€, tako da bazni vektori mogu da se

izraze 1 na slede¢i nacin

ga = ‘ga‘éa = Azéa (a :1’2) (1735)
gde su:
(1.7.36)
sl.2
Prirastaj vektora polozaja, s obzirom na (1.7.33), je
or or or
df =—dq' + —dg? = —dq” = §,dq” - (1.7.37)
o q o q aq° g =9g,dq

Metrika je invarijantna u odnosu na transformaciju (1.7.33), tj.
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ds” = dx® + dy” +dz* =dr -dr = g, - §,dg“dg” =g,,dq"dg”  (1.7.38)

gdeje g, , osnovni metricki tenzor povrsi, €ija je matrica

o[ ]

g21 gZZ

pozitivno definitna. Ako su koordinatne linije ortogonalne, matrica metrickog
tenzora je dijagonalna. U posebnom slucaju, kad su koordinatne linije
pravolinijske i ortogonalne (Dekartov sistem), matrica metrickog tenzora je
jedini¢na (g, = 6,,).

Prema tome, kretanje neslobodne tacke moze da se posmatra kao kretanje
slobodne tacke u dvodimenzionom prostoru generalisanih koordinata q',g° ¢iju
konfiguraciju odreduje veza (1.7.32). Kristofelovi simboli prve i druge vrste na
povrsi se degenerisu u:

[ect, 8] [Bar,cl) LﬂaHaaﬂ} (@ f=12). (1.7.39)

Brzina i ubrzanje tacke u generalisanim koordinatama na povrsi su:

dF _oF ., oF , oF

N4

\7:—:— + — =0 g“ :A .aé y 1740
at aql q aqz q aqa q gaq aq o ( )

- av d,_ . = .. dg, .
a=—=— Y = “ —~a a. 1.7.41
i = g G0 = 0.0+ =g (1.7.41)

Odavde se vidi da je brzina vektor u tangentnoj ravni, a ubrzanje vektor koji, u
opsStem slucaju, ne pripada tangentnoj ravni.
Kvadrat brzine tacke je

v =4§,-G,4°9" =g,,4°¢", (1.7.42)

pa, ako se uvede oznaka (1.7.10), analogno prethodnom slucaju, dobijaju se:
projekcije brzine na koordinatne ose krivolinijskin koordinata, kovarijantne
koordinate brzine i kontravarijantne koordinate brzine:

. i@_@ V. =g q/f—a® V“—q“
CoAga T T e

_ g“ﬁaaq—g, (1.7.43)

projekcije ubrzanja na koordinatne ose krivolinijskih koordinata, kovarijantne
koordinate ubrzanja i kontravarijantne koordinate ubrzanja:
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a, =L |40 O, _d/0O) 00 a_gud[BO) O (17.44)
A, dtlagt) aqr | ¢ dtlagt) g dt{ g’ ) a9’

Treba primetiti da, ako na tacku deluje holonomna stacionarna veza, brzina tacke
potpuno je odredena svojim projekcijama na ose krivolinijskih koordinata ili
kovarijantnim i kontravarijantnim koordinatama, jer pomoc¢u njih moze da se
odredi i intenzitet brzine

9] = (9,,470°) = (9,,vV*) = (g7V,v,,)?.

Medutim, projekcije, kovarijantne i kontravarijantne koordinate ubrzanja, u
opsStem slucaju, odreduju samo komponentu ubrzanja u tangentnoj ravni, $to je,
dovoljno za razmatranje kretanja tacke po idealnoj vezi (1.7.32), tj. u
dvodimenzionom prostoru generalisanih koordinata q“. Druga komponenta
ubrzanja je u pravcu normale na povrs i, u slu¢aju potrebe, odreduje se tako §to
se projekcija ubrzanja na normalu pomnozi jedini¢nim vektorom normale.

U slucaju kad je holonomna veza nestacionarna (reonomna), tj. kad je

f(x,y,z;t)=0, (1.7.45)

vektor polozaja tacke, pored generalisanih koordinata q” (a =1,2), eksplicitno
zavisi i od vremena t, tj.

F=1(g",0%t) = x(@",a%t)i +y(a',a%t) ] +2(q", g%tk (1.7.46)
Brzina tacke je
dr or or or
V=2 _ AN . C L (1.7.47)
dt oq” ot 9.4 ot
na osnovu Cega je kvadrat brzine
oF or Y’
¥2=q 0%’ +26 -Lgeo| L. 1.7.48
0.,40"0" +26, - - (&j (1.7.48)

Kovarijantne koordinate brzine dobijaju se skalarnim mnoZenjem brzine (1.7.47)
odgovaraju¢im baznim vektorima:

Va = ga \7 = ga (gﬁqﬂ +aat—rj = gaﬂqﬁ + ga Zt_r (a :1’2) y (1749)

odnosno, s obzirom na (1.7.47),

v, =2 (1\72): O (x=12), (1.7.50)
oq“\ 2 oq”
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gde je, kao i u prethodnim sluéajevima, sa ® ozna¢ena polovina kvadrata brzine
tacke. Kontravarijantna koordinate brzine dobijaju se skalarnim mnoZenjem
brzine (1.7.47) Kontravarijantnim baznim vektorima §“, $to se svodi na
mnozenje kovarijantnih koordinata brzine kontravarijantnim metrickim
tenzorom, tj:

a [23 Q, 3 ~N ar A ~Na ar
vi=g“v, =g ﬂ(gﬂyqy"_gﬂ’aj:q o5 (1.7.51)
odnosno, s obzirom na (1.7.50),
vi=g? O (r=12). (1.7.52)
aq

Iz (1.7.51) moze se zakljuciti da, u opStem slu¢aju pri postojanju nestacionarne
veze, kontravarijantne koordinate brzine v nisu jednake generalisanim
brzinama g“.

Ako se ubrzanje tacke

av

d=—
dt

mnozi skalarno kovarijantnim baznim vektorima dobijaju se odgovarajuce
kovarijantne koordinate ubrzanja

. . av d,. _\ dj, .
=§ -d=0 -—=—(§_-V)-=¢«.y. 1.7.53
8,=0, 8=, 5 =50, V)-==V (1.7.53)
Na osnovu (1.7.50) je
d dv, d( 00
2(6 V)= e = = . 1.7.54
dt(g“ ") dt dt(@q“j ( )

Uporedivanjem izvoda po vremenu baznih vektora

49, _ 99, 4p , 9.
dt aqﬂq i

sa parcijalnim izvodima brzine po generalisanim koordinatama

— — a—' 2= — — a—* —
v :i(gﬂqﬂ+ﬂj:&'ﬂ+_ar :%'/34_%, gﬁ :%
oq°  oq” ot) o oteq” oq” ot oq*  oq”

dolazi se do jednakosti
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= 1.7.55
= (1.7.55)

2

dg, ov dg o a(lﬁzj 00

Zamenom (1.7.54) i (1.7.55) u (1.7.53) dobijaju se kovarijantne koordinate
ubrzanja:

a =4[00) 00 (12, (1.7.56)
dt\og” ) oq”

Mnozenjem (1.7.56) kontravarijantnim metrickim tenzorom dobijaju se
kontravarijantne koordinate ubrzanja:

d( o® 00
a_ qap| [ 00 | 0O ~12). 1.7.57
a“=g {dt(aqﬁj aq,;} (@=12) (1.7.57)

Na osnovu izloZenog moze da se zakljuci da je, za odredivanje kovarijanttnih i
kontravarijantnih koordinata brzina i ubrzanja, dovoljno odrediti kvadrat brzine
tacke u zavisnosti od generalisanih brzina, generalisanih koordinata i vremena.
Na taj nacin, u svim slucajevima, bez obzira da li je tacka slobodna ili
podvrgnuta delovanju holnomnih stacionarnih ili nestacionarnih veza, izrazi za
projekcije i koordinate brzine i ubrzanja imaju istu zatvorenu formu.

Da bi ova geometrijska interpretacija kinematickih veli¢ina bila primenjena na
dinamiku tacke i, u daljem postupku, na dinamiku sistema, potrebno je uvesti u
razmatranja i materijalnost mehanickog sistema.

1.7.3. Masa tacke i metrika konfiguracionog prostora

Mehanicka mera materijalnosti tacke je njena masa m. Ako se u prostor, ¢ija je
metrika definisana sa (1.6.9) odnosno (1.6.12) za slobodnu tacku ili (1.7.38) za
neslobodnu tacku, uvede element do srazmeran duzini luka ds

do =+/mds, (1.7.58)
izraz
do? = mds® (1.7.59)
takode predstavlja metriku prostora. Pri tome je za slobodnu tacku
do? = m(dx® + dy? + dz? )= mg,dq'dg’ =a,dg'dg’ (i, j=123), (1.7.60)
a za neslobodnu tacku na vezi

do? =mg,,dg“dg’ =a,dgdg” (a,f=12). (L17.61)
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Na ovaj nacin, preko metrickih tenzora a;=mg; za slobodnu tacku i

a,;=mg,, za neslobodnu tacku uvedena je materijalnost u konfiguraciju

B
prostora generalisanih koordinata q'ili g*. Ovi kovarijantni metricki tenzori
karakteriSu inerciona svojstva tacke u  konfiguracionom prostoru.

Kontravarijantni metricki tenzori, analogno prethodnom izlaganju (videti
1.6.15), definisu se kao:

a.ij _ Aij aaﬂ _ Atlﬁ'

a a

(1.7.62)

gde su: a-—determinanta matrice tenzora a; odnosnoa,,, a A’iA" -

odgovaraju¢i kofaktori. S obzirom na vezu metrickih tenzora a;i a,, sa ranije

definisanim g, i g,, sledi da su:
a=mg A'=m’G’, a=m’g A”=mG",
odnosno:
ij 1 ij aff 1 af
a'=—¢g", a”=—g“. (1.7.63)
m m

Analogno prethodnom izlaganju Kristofelovi simboli u prostoru sa metrikom
(1.7.61) se definisu kao:

1(da, da, oOa o S
Tr = , = — L] —+ e _ “p , Fa = = aabr . (1764)
ap.y [‘Xﬂ V] 2 ( o9t b og j B {ﬁ y} B.o

Istu formu imaju i Kristofelovi simboli za metriku (1.7.60) samo S§to grcke
oznake indeksa treba zameniti latinskim.

1.7.4. Kineticka energija materijalne tacke
Kineticka energija izrazena preko nezavisnih generalisanih koordinata je:
za slobodnu tacku

1, 1 e 1o
T="mv==ma.d'q’' ==a.g'q’, 1.7.65
5 5 Mg;d'd’ =2 2,0 ( )
a za neslobodnu ta¢ku sa skleronomnom vezom

1 asp L
T :Emgaﬂq“qﬂ =3 aﬁq"‘qﬂ, (1.7.66)

Y Ubuduée ée, umesto uglastih zagrada, za obelezavanje Kristofelovih simbola, biti
koriS¢ene oznake l"aM , F;/ . Inage, u literaturi se koriste i jedne i druge oznake.
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tako da je u oba ova slucaja, s obzirom na (1.7.60) i (1.7.61),
do? = 2Tdt’. (1.7.67)

U slucaju kad je tacka izlozena delovanju reonomne veze kineticka energija
tacke, s obzirom na (1.7.48), osim generalisanih koordinata i generalisanih
brzina, eksplicitno zavisi i od vremena i ima oblik

1 s e OF L (OFY | 1 .. .
T =Em{gaﬂq q’+ Zgaaq +(5j }:E(aaﬂq 6’ +2b,g +CO)- (1.7.68)

pa obrazac (1.7.67) u ovom slu¢aju ne vazi.

Na kraju ovog odeljka moze se zakljuCiti da bazni vektori odreduju
transformaciju pri prelasku iz jednog koordinatnog sistema u drugi. Drugim
re¢ima bazni vektori predstavljaju tenzorsku transformaciju. Pri tome oni vektori
koji se transformisu na taj nacin predstavljaju tenzore prvog reda. Npr. brzina
pretstavlja tenzor prvog reda jer se transformise na taj nacin, $to npr. nije slucaj
sa ubrzanjem. Tenzori viSeg reda transformiSu se na sli¢an nacin, ali za ovo
izlaganje to nema znacaja i nece biti posebno razmatrano.

Treba napomenuti da, u sluc¢aju kad je tacka izloZzena delovanju dveju nezavisnih
veza, ona ima jedan stepen slobode, odnosno konfiguracioni prostor je
jednodimenzioni i za razmatranje njenog kretanja besmisleno je Koristiti
tenzorski formalizam.

1.8. Opsti principi mehanike. Diferencijalne jednacine
kretanja

Principi predstavljaju stavove pomoc¢u kojih se mogu sagledati celovite osobine
dinamickih sistema u opstem slucaju, ili za neke posebne klase. Principi mogu
pod odredenim uslovima da zamene osnovne aksiome mehanike (Njutnove
zakone) tako da, polazeci od njih, mogu da se izvedu diferencijalne jednacine
kretanja svih ili samo nekih kategorija mehanickih sistema.

Principi se dele na diferencijalne i integralne. Diferencijalni principi razmatraju
elementarna pomeranja sistema u odnosu na neku uocenu ali proizvoljnu
konfiguraciju sistema u uoCenom i takode proizvoljnom trenutku. Integralni
principi su zasnovani na razmatranju konacne promene konfiguracije na
kona¢nom vremenskom intervalu. Integralni principi nazivaju se i varijacioni ili
ekstremalni jer u svojoj postavci izrazavaju neke ekstremalne osobine sistema,
$to uslovljava primenu varijacionog rac¢una. Diferencijalni principi su opstije
primene od integralnih koji teSko mogu da se uopste na sisteme kao Sto su npr.
neholonomni.
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1.8.1. Generalisane sile
U odeljku 1.5. razmatran je holonomni, u opStem slucaju reonomni, sistem

tacaka M (v=1,2,...,N) sa n stepena slobode. Za odredivanje njegovog
polozaja, uvedene su nezavisne generalisane koordinate q“ (e =1,2,...,n), tako

da su vektori polozaja tacaka sistema funkcije generalisanih koordinata i
vremena.

r=r(.9%...9%t) =L12..,N). (1.8.1)

Virtuelna pomeranja or, uvedena su u odeljku 1.3. kao infinitezimalne veli¢ine

u fiksiranom, ali proizvoljnom, trenutku t. S obzirom na (1.8.1) mogu da se
izraze u obliku:

arv a ~N [
P 49" =g,,99", (1.8.2)

gde @,,,, » po definiciji (1.7.34), oznacava bazni vektor koji, vezan za tacku M,

oF =

odgovara koordinati q” konfiguracionog prostora. Veli¢ine 6q” (e =12,...,n)
su generalisana virtuelna pomeranja ili varijacije generalisanih koordinata.
Ako na sistem deluju aktivne sile IE (v=12,...,N) njihov ukupni rad na
virtuelnim pomeranjima (virtuelni rad) je

oA = i F,of, = i(xﬁxv +Y,0y, +2,02,), (1.8.3)
v=1l v=1

odnosno, sobzirom na (1.8.2), u generalisanim koordinatama

L= O e o
5A=;Fv P g =;Fvg(v>a5q - (1.8.4)

Ako se uvede oznaka

I
Q’l ZZFV aq‘; :ZFvg(v)a (a:]'!zyan) (185)
v=l v=1

virtuelni rad (1.8.4) moze da se pise u obliku
0A=Q, oq". (1.8.6)

Uporedivanjem ovog izraza sa (1.8.3) moze da se uoci da oba izraza za virtuelni
rad imaju invarijantnu formu, tj. oba izraza predstavljaju linearne homogene
forme varijacija koordinata. U izrazu (1.8.3) koeficijenti forme su projekcije sila
na ose Dekartovog koordinatnog sistema a koeficijenti Q, u izrazu (1.8.6)

predstavljaju generalisane sile. Prema tome, kovarijantni vektor generalisanih
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sila Q, (a«=1,2,...,n)dobija se tenzorskom transformacijom (1.8.5). Medutim,
kori$¢enje ove transformacije za odredivanje generalisanih sila moze da bude
veoma slozeno, pa se preporucuje da se neposredno odredi virtuelni rad (1.8.6) 1
iz njega ocitaju generalisane sile kao koeficijenti uz varijacije 6q”. Dimenzije
generalisanih sila zavise od dimenzija generalisanih koordinata. Njihov proizvod
mora da ima dimenziju rada, tako da, ako generalisana koordinata ima dimenziju
duzine, odgovarajuc¢a kovarijantna generalisana sila ima dimenziju sile. Cest
slucaj u praksi je da su neke generalisane koordinate bezdimenzione (uglovi) pa
odgovarajuce generalisane sile imaju dimenzije momenta sile. U opStem slucaju
generalisane sile mogu da budu funkcije generalisanih koordinata q“,

generalisanih brzina q” i vremena t, tj:

Q. =9,(a,9%...9"¢",6*%....a%1) (a=12,...n). (1.8.7)

1.8.2. Princip virtuelnih pomeranja (LagranZov princip). Opsta jednacina
statike.

Razmatra se ravnoteza, u opstem slucaju neslobodnog, sistema materijalnih
tacaka. Uopstavajuci zakljucke koje su u svojim istrazivanjima imali njegovi
prethodnici (Galilej, Toriceli, Dekart, Bernuli,.....), LagranZ je formulisao
princip virtuelnih pomeranja i postavio ga u osnove analiticke statike.

Ovaj princip, uz uslov da su veze zadrzavajuée, moze da se formulise na sledeci
nadin:

Ako se sistem materijalnih tacaka sa idealnim vezama nalazi u stanju ravnoteze,
ukupni rad aktivnih sila na virtuelnim pomeranjima jednak je nuli.

Prema tome, ako su IE (v=1,2,...,N) aktivne sile koje deluju na sistem,
matemati¢ka formulacija ovog principa (opsta jednacina statike) ima oblik
N

> For =0. (1.8.8)

v=1

Da bi se pokazalo da ova jednaéina predstavlja potrebne i dovoljne uslove
ravnoteze sistema, moze se po¢i od toga da je potrebno i dovoljno da je svaka
njegova tacka u stanju ravnoteze. Primenjujuci aksiom oslobadanja od veza i
zamenjujuci veze dejstvom sila koje su jednake reakcijama odgovarajuéih veza
staticki uslovi ravnoteze svih tacaka sistema su:

F+R =0 (v=12...,N), (1.8.9)

gde R predstavlja rezultantu reakcija veza koje deluju na v— tu tacku, a F,
rezultanta sktivnih sila koje deluju na istu tacku. Pod ovim uslovima, ako su u
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nekom trenutku t, brzine svih tacaka sistema bile jednake nuli, one ¢e biti

jednake nuli i na neograni¢enom vremenskom intervalu. Drugim re¢ima
kineticka energija sistema ispunjavace uslove:

T(t)=0, T(t>t)=0. (1.8.10)

Ukupni rad reakcija idealnih veza na virtuelnim pomeranjima jednak je nuli, tj
ispunjen je uslov (1.4.3), tako da se na osnovu jednacina (1.8.9) moze dobiti
(1.8.8). Medutim, ovakvim rasudivanjem potvrduje se samo to da je uslov
(1.8.8) potreban. Da bi dokazali da je ovaj uslov i dovoljan , ograni¢imo se samo
na stacionarne veze®. U tom slugaju virtuelna pomeranja su isto §to i moguéa,
tako da jednacina (1.8.8) vazi na mogué¢im pomeranjima®. Pretpostavljajuéi da
vazi jednacina (1.8.8), a da uslov (1.8.10) ne vazi, tj. da je

T(t,)=0, T(t>t)>0 (1.8.11)

sistem pocinje da se krece iz stanja mira i njegove tacke dobijaju stvarna
pomeranja dr, . Tada kineticka energija dobija prirastaj koji je jednak radu na
stvarnim pomeranjima

N —
dT =dA=>"F.dF >0.
v=l

Posto stvarna pomeranja pripadaju mogu¢im pomeranjima ova nejednakost je u
suprotnosti sa jednac¢inom (1.8.8) tako da pretpostavka nije opravdana. Na taj
naéin dokazana je dovoljnost jednacine (1.8.8).

Treba primetiti, da jednacina (1.8.8) vazi i ako su veze neidealne s tim $to, u tom
slucaju, aktivnim silama treba pridodati komponente reakcija veza (sile trenja)
¢iji rad na virtuelnim pomeranjima nije jednak nuli (videti odeljak 1.4).

Ako se ravnoteZa sistema posmatra u prostoru nezavisnih generalisanih
koordinata q“ (Lagranzove koordinate), s obzirom na izraze (1.8.2) za virtuelna

pomeranja i (1.8.5) za generalisane sile, jedna¢ina (1.8.8) dobija oblik

Y= or

ZF‘,—;(Sq“ =0 = Q4q“=0

v=1 aq
odakle se, zbog nezavisnosti generalisanih virtuelnih pomeranja
09" (e¢=12,...,n), dobija n jednacina

2 Razmatranje ravnoteze sistema sa nestacionarnim vezama moguce je samo u izuzetno
retkim slucajevima ako na svakoj nestacionarnoj vezi postoje stacionarne tacke i ako se
sve materijalne tacke nalaze u tim stacionarnim tackama.

2 U tom slugaju, princip virtuelnih pomeranja moze da ima naziv princip mogucih
pomeranja.
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Q =0 (a=12...n), (1.8.12)

koje predstavljaju staticke uslove ravnoteze materijalnog sistema.

U jednacinama (1.8.12) ne figuriSu reakcije veza pa, ukoliko postoji potreba da
se neke od njih odrede, dovoljno je izvrsiti oslobadanje od odgovarajucih veza i
njihove reakcije tretirati kao nepoznate aktivne sile, pri ¢emu treba uvesti
dodatna nezavisna virtuelna pomeranja nastala oslobadanjem od veza.

1.8.3. Lagran? - Dalamberov princip. Opsta jednacina dinamike.

Dalamberov (D’Alembert) princip”, prema kome se fiktivne sile inercije
materijalnih tataka «uravnoteZavajuy» sa aktivnim silama i reakcijama veza,
omogucava da se princip virtuelnih pomeranja prosiri na slucaj kretanja sistema.
Naime, prema Dalamberovom principu, jednacine «ravnoteze» sistema
materijalnih tacaka su:

F+R-mda=0 (v=1,2..,N) (1.8.13)

gde je —m &, sila inercije tacke M koja ima masu m, i ubrzanje & .
Primenjujuci princip virtuelnih pomeranja na sistem sa idealnim vezama, s
obzirom na (1.4.3), dobija se opsta jednacina dinamike

i(ﬁ —-ma )or, =0 (1.8.14)

v=1 Y
koja predstavlja matemati¢ku formulaciju Lagranz - Dalamberovog principa:

Ukupni rad aktivnih sila i sila inercije materijalnog sistema sa idealnim vezama,
na virtuelnim pomeranjima, jednak je nuli.

Lagranz je ops$tu jednacinu dinamike stavio u osnov analiticke mehanike. 1z nje
se dobijaju osnovne jednacine kretanja sistema. Pored toga iz nje se mogu dobiti
i osnovne teoreme dinamike, a moze se koristiti za reSavanje zadataka dinamike
neposrednom primenom.

U slucaju kada sistem miruje, iz opste jednacine dinamike (1.8.14) neposredno
se dobija opsta jednacina statike (1.8.8).

1.8.4. Lagranove jednacine druge vrste
Kada se kretanje holonomnog sistema od N tacaka sa n stepena slobode
razmatra u konfiguracionom prostoruV, nezavisnih koordinata q“(« =1,2,...,n),

opsta jednacina dinamike, s obzirom na (1.8.2), dobija oblik

2 Pretpostavlja se da su Citaoci upoznati sa Dalamberovim principom, tako da on ovde
nije detaljnije razmatran.
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N —
> (F,-ma)g,,5q" =0. (1.8.15)
v=1

Varijacije generalisanih koordinata 6g“ (generalisana virtuelna pomeranja) su

nezavisne medusobno pa je jednacina (1.8.15) zadovoljena samo kad su svi
koeficijenti uz njih jednaki nuli, tj.:

N
>(F,-ma)g,, =0 (¢=12,...n). (1.8.16)
v=1

Izrazi a,g,,,, («=1,2,...,n), prema definiciji (1.7.53) predstavljaju kovarijantne
koordinate ubrzanja a,,, tacke M, tako da, kada se uzme u obzir i definicija
(1.8.5) generalisane sile, jednacine (1.8.16) dobijaju oblik:

N
Q-Yma, =0 (x=1.2,..n). (1.8.17)
v=1

Saglasno (1.7.56), kovarijantne koordinate ubrzanja M, imaju vrednosti:

d({oe 15C)
a, =ag.,6 =— —2|-—2 =1,2,...,n), 1.8.18
()a L9 dt(@qa J oq° (a ) ( )

gde je sa ®, oznacena polovina kvadrata brzine tacke M . Kineticka energija
sistema predstavlja zbir kineti¢kih energija svih tacaka sistema, tj.

Ivmv=Yme,, (1.8.19)
v=1

v=l

Il
i
I\JlH

pa, na osnovu (1.8.18) 1 (1.8.19), jednacine (1.8.17) mogu da se pisu u obliku:

oT oT
- =0 =1,2,...,n),
Q. dt[aq] aq” (a )
odnosno:
d(oT oT
- _ = =12,...,n). 1.8.20
dt(@q“} P Q, (a ) ( )

Ovaj sistem jednacina se zove Lagranzove jednacine druge vrste i predstavlja
kovarijantne diferencijalne jednacine kretanja holonomnog mehanickog sistema
u konfiguracionom prostoru. U ovim jednaCinama ne figurSu reakcije idealnih
veza, tako da se kretanje holonomnog sistema moZe posmatrati kao kretanje u
konfiguracionom prostoru slobodne tacke ¢ija je kineticka energija jednaka
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ukupnoj kinetickoj energiji sistema. U opstem slucaju, na levim stranama
jednacina (1.8.20) figurisu veli¢ine §”,q",q",t, a na desnim stranama
generalisane sile koje su funkcije promenljivih g“,q“,t. Prema tome, svaka od
jednacina predstavlja diferencijalnu jednacinu drugog reda, tako da ceo sistem
Lagranzovih jednacina druge vrste ima minimalni red 2n. Za date generalisane

sile integralenjem jednacina dobijaju se opsta reSenja sa 2n neodredenih
konstanti:

q“ =q"(t;c,C,,...,C,) (@=12,...,n). (1.8.21)

Ako je poznato stanje sistema q;,q, u nekom datom trenutku t,, konstante se
odreduju iz 2n algebarskih jednacina:

q“(t,;c.c,,....C,.) =0y,  q“(t,;c.,C,,...,Cp) =g (¢=12,...,n). (1.8.22)

Zamenom tako odredenih konstanti u opsta reSenja (1.8.21) dobijaju se kona¢ne
jednacine kretanja holonomnog sistema:

g =f'1t)  (a=12,...n). (1.8.23)

Lagranzove jednacine druge vrste su veoma pogodne za odredivanje kretanja
mehanickog sistema, a postupak za njihovo formiranje je jednostavan. Dovoljno
je odrediti kineti¢ku energiju kao funkciju nezavisnih generalisanih koordinata i
generalisanih brzina i formirati izraz za rad aktivnih sila na nezavisnim
generalisanim virtuelnim pomeranjima iz kojeg se jednostavno odreduju
generalisane sile. Zatvorena forma jednacina (1.8.20) je ista, bez obzira da i je
sistem skleronoman ili reonoman.

1.8.5. Kineticka energija materijalnog sistema
Vektori polozaja tacaka holonomnog reonomnog sistema mogu da se izraze kao
funkcije nezavisnih generalisanih koordinata i vremena, tako da su brzine tacaka
sistema:
_ . dar, or ., or
Vv = —= q + —
dt  oq” ot

=Gy 4" +% (v=12,...,N). (1.8.24)

Ako je m, masa v—te tacke, S obzirom na ovaj izraz za brzinu, kineticke
energije T, svake tacke posebno su:

1,1 | o, (Y
TVZEmVVV:EmV Gya00)p0°0" + 24, ot q“+ p (v=1,...,N), (1.8.25)

odnosno:
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1 s .
TV = E(a(v)a/z’q qﬁ + 2b(v)aq +C(v)o) (v =12, N) ! (1'8'26)
gde su:
or FY
Ayop = mvg(v)ag(v)/f’ b(v)rl. = mvg(v)a Ev v Cuypo = mv[avj . (1-8-27)
Kineticka energija celog sistema je
N 1y caf .
T=2T. =§Zl(a(v>aﬂq 0" +20,,,4" +C.0 ) (1.8.28)
odnosno, kad se uvedu oznake:
N N N
Zla(v)a/)’ = a‘(x/z” Zlb(v)(x = b(z’ Z_l‘,c(v)o =Gy,
T—la 1°g” +2b 4“ + ¢ (1.8.29)
—E(WGIQ+ 4" +C) 8.

Kineticka energija holonomnog reonomnog sistema je nehomogena kvadratna
forma generalisanih brzina pri ¢emu su koeficijenti a_,,b,,c,, u opstem slucaju,

(¢ [

funkcije nezavisnih generalisanih koordinata i vremena. Prema tome, kineticka
energija holonomnog reonomnog mehani¢kog sistema moze da se simbolicki
izrazi kao

T=T,+T,+T,, (1.8.30)
gde su:

1. .. - 1
-I-225 a/fq q/f, Tl:baq’ TOZECO' (1831)

Kad je sistem skleronoman, vektori polozaja tacaka sistema ne zavise eksplicitno

or,

od vremena, tj: =0 (v=1,2,...,N), tako da su, s obzirom na (1.8.27),

b, =0,c,=0, pa se kineti¢ka energija svodi na homogenu kvadratnu formu
generalisanih brzina, tj.

1 ..
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gde koeficijenti a, ove kvadratne forme zavise samo od nezavisnih

off
generalisanih koordinata. U ovom slucaju kineticka energija je jednaka nuli
samo kad sistem miruje (q“=0 Va=12,...,n) a pozitivna je ako se sistem
kre¢e (T >0 39“#0). Prema tome, kineticka energija skleronomnog
mehanickog sistema je pozitivno definitna kvadratna forma generalisanih brzina,
pa matrica koeficijenata a,, , prema Silvesterovoj teoremi, ispunjava uslove:

& 8y .. By,
a a a
a,, >0, % fzg L [fe B >0, (1.8.33)
! a, a :
21 22 .
anl an2 ann

Ako se, analogno (1.7.67), uvede metrika n— dimenzionog konfiguracionog
prostora

do? = 2Tdt* =a,,dq"dg’, (1.8.34)

sveukupnost koeficijenata a,, (e, =1,2,...,n) predstavlja kovarijantni

metricki tenzor konfiguracionog prostora V, Y. Na taj na&in izvrieno je
uopstavanje pojma metrickog tenzora.Obrazac (1.8.34) ima smisla ako je
holonomni sistem skleronoman. Za holonomni reonomni sistem, ¢ija kineti¢ka
energija ima oblik (1.8.29), ovaj obrazac ne vazi. Ako bi se za reonomne sisteme
element luka definisao obrascem (1.8.34), pored n nezavisnih koordinata q“ i
vreme t bi se javilo kao koordinata sistema. Prostori sa takvim linijskim
elementom nazivaju se reonomni prostori.

1.8.6. Analiza LagranZovih jednacina druge vrste holonomnog skleronomnog
sistema
Koeficijenti a,,, osim zavisnosti od koordinata q“, sadrZe i konstantne

parametre kao $to su mase sistema i razne geometrijske veli¢ine.Usled toga
kovarijantni metricki tenzor, u odredenom smislu, karakteriSe inercione osobine
sistema u konfiguracionom prostoru V, , tako da se njegova matrica, u stru¢noj

literaturi, ¢esto naziva matrica inercije ili matrica masa.

Uopstavanje kovarijantnog metrickog tenzora omogucava uopstavanje i ostalih

pojmova definisanih pomoéu njega. Kontravarijantni metri¢ki tenzor a”

Y Ovde je zadrzana ista oznaka a,, kovarijantnog metri¢kog tenzora n-dimenzionog

prostora V, kao i u (1.7.61) za dvodimenzioni prostor V, .
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n —dimenzionog konfiguracionog prostora V, , kao i u prethodnim izlaganjima,
definiSe se kao

v A
a =? (o, =1,2,..,n), (1.8.35)

gde su A“ odgovarajuéi kofaktori matrice kovarijantnog metri¢kog tenzora, a
a hjena determinanta.
Kristofelovi simboli prve i druge vrste u konfiguracionom prostoru V, , analogno

(1.7.64), imaju isti simbolicki oblik, tj.:

oa oa oa :
_1[ By R LI ﬂﬂ} ' =a“r

=3 " o0 " s (0 By=12,.,n). (1.8.36)

Apsolutni izvodi nekih kovarijantnih i kontravarijantnih vektora u, i u” po
definiciji su:

Du  du . Du* du* _, 4.
Dta = dta -Thu,q, o dt +Tu’g . (1.8.37)

Ako se Lagranzove jednacine druge vrste (1.8.20) skleronomnog sistema, s
obzirom na (1.8.32), napisu u razvijenom obliku dobija se:

oa 1 0a
a --ﬂ+_a/)’-/}-y___/z’y'/)’”/: =1,2,.,,,n . 1.8.38
4 P a°q - a0 q°4'=Q, (« ) ( )

Nemi indeksi (indeksi po kojima se vrsi sabiranje) mogu da menjaju mesta tako
da vazi:

oa, , ~oa,6 ., 1(0a, oa, ). ,.
¢’ =29 =2 L+ 24"y,
oq’ aq 2\ 090 0oq

pa, s obzirom na (1.8.36), jednacine (1.8.38) dobijaju oblik:

a,d’ +T, 0’4 =Q, (a=1,2,..n). (1.8.39)

Ovo su kovarijantne jednacine kretanja hololonomnog skleronomnog sistema u
V, . Transformacijom ovih jednacina na slede¢i nacin:

d PNCC R A
a(aaﬂqﬁ) _Wfqﬂq) +Fﬂy,aqﬂqy = Qa’

pri cemu je:
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o
azaf - /fwa+rya/f’
dobija se:
d .ﬂ '/7,'}"
a(aa,;q )-T,,4"d" =Q,,
odnosno:

%(aaﬁq/*) ~Ia,d’d =Q, (x=12,..n). (1.8.40)

Koris¢enjem izraza za apsolutni izvod kovarijantnog vektora u (1.8.37),
kovarijantne jedna¢ine holonomnog skleronomnog sistema mogu da se pisu u
skrac¢enom obliku:

D%(aﬁﬁqﬂ) —Q,  (a=12,..n). (1.8.41)

Kontravarijantne jednacine kretanja u skracenom obliku mogu da se jednostavno

dobiju iz jednacina (1.8.39) njihovim mnoZenjem sa kontravarijantnim tenzorom
ad

a” i sabiranjem po indeksu o :
a”a G’ +a"T, "4 =a”Q,.
Posto su:
a”a,=d,, 0,4'=4¢", a"I, =I,, a”Q,=Q’,
dobijaju se kontravarijantne jednacine kretanja u knfiguracionom prostoru V. :
¢ +T04'q =Q°  (6=1,2,...,n), (1.8.42)
odnosno, s obzirom na (1.8.37), u skra¢enom obliku:

Dg”
Dt

Q°  (a=12...n), (1.8.43)

gde su Q" kontravarijantne generalisane sile. Kontravarijantne generalisane sile

Q" dimenziono se razlikuju od kovarijantnih generalisanih sila Q, . 1z (1.8.42)

se vidi da kontravarijantne sile imaju dimenzije odgovarajucih generalisanih
ubrzanja, dok kovarijantne sile imaju najcesce dimenzije sile (ako odgovarajuca
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generalisana koordinata q“ ima dimenziju duzine), ili momenta sile (ako je

odgovarajuca generalisana koordinata bezdimenziona, npr. ugao). U opstem
slucaju, i kovarijantne i kontravarijantne generalisane sile mogu biti funkcije

generalisanih koordinata q“, generalisanih brzina g“, i vremena t.

1.8.7. Teorema o promeni mehanicke energije holonomnog skleronomnog
sistema
Neka generalisane sile Q, ne zavise od generalisanih brzina, tj:

Q, =Q,(¢",d%....qa%t)  (a=12...n), (1.8.44)
i neka postoji funkcija
I1=T11(q,q,...,q;t), (1.8.45)

takva da je virtuelni rad generalisanih sila

O0A =—0I1,
odnosno
a aH o
Q09" =———9q",
aq
tada su generalisane sile:
0 -- o120, (1.8.46)
a9”

potencijalne sile, a funkcija IT je potencijalna energija sistema (potencijal
sila).

Ako, osim potencijalnih sila (1.8.46) na sistem deluju i nepotencijalne sile Q_,
Lagranzove jednacine (1.8.20) imaju oblik:

Afa )L __ .5 (a=12,...n). (1.8.47)
dtl oq” ) oq” oq*
MnozZenjem svake od jednadina odgovaraju¢im generalisanim brzinama ¢* i
sabiranjem dobija se

d(oT oT ol =
— 1 ———q4% = — 'a+(? % . 1848
dt(@qa jq aq” q aq” a o ( )

Leva strana ove jednacine se svodi na



39

atlag U e atlag ) eqr e dt ) dt dt

d (8Tj.a_aT . d [aT .GJ_ O o T e or)_dT _dT
Izvod potencijalne energije (1.8.45) po vremenu je

drr or1 ., oIl
JR— q 4+ —
dt  oq” ot

tako da jednacina (1.8.48) dobija oblik

d_T—_d_H+a_H+6q“
dt dt ot
odnosno
€ _dqim)-p+M, (1.8.49)
dt dt ot

gde su: E=T +IT - ukupna mehanicka energija sistema a P =Q, 4" snaga
nepotencijalnih sila. Jednacina (1.8.49) predstavlja teoremu o promeni
mehanicke energije holonomnog skleronomnog sistema izloZzenog delovanju
nepotencijalnih sila i potencijalnih sila sa nestacionarnim potencijalom. Ova
teorema ¢e biti razmatrana posebno za razliCite generalisane sile.

a) Konzervativne sile. Kada na sistem deluju samo potencijalne sile ¢ija
potencijalna energija ne zavisi eksplicitno od vremena, tj.:

~ oIl
=0, —=0,
Q, P

iz jednacine (1.8.49) se dobija zakon odrzanja (konzervacije) mehanicke energije
E =E, =const, (1.8.50)

tako da potencijalne sile predstavljaju konzervativne sile ako potencijalna
energija ne zavisi eksplicitno od vremena. Mehanicki sistemi na koje deluju
samo konzervativne sile zovu se konzervativni sistemi. Jednacina (1.8.50)
predstavlja prvi integral (integral energije) diferencijalnih jednacina kretanja
konzervativnog sistema.

b) Giroskopske sile. Nepotencijalne sile koje ne vrse rad odnosno, sile ¢ija je
snaga jednaka nuli, tj.

Qg =0, (1.8.51)
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nazivaju se giroskopske sile. Giroskopske sile se ¢esto javljaju u obliku
homogene linearne forme generalisanih brzina:

Q. =749" (1.8.52)

¢iji koeficijenti y,, obrazuju kososimetri¢nu matricu (y,, =—y,,) :

0 Y12 Y1n

{ } ~ Y12 0 Yan
Vop § =

Y "V 0

Usled toga, snaga takvih je sila jednaka nuli, tj:
P'=Q,¢"=7,4"q" =0. (1.8.53)

Prema tome, giroskopske sile ne uti¢u na promenu ukupne mehanicke energije.
U posebnom slucaju, kada na sistem, pored potencijalnih sila ¢ija potencijalna
energija ne zavisi eksplicitno od vremena (konzervativne sile), deluju i
nepotencijalne giroskopske sile, vazi zakon (teorema) odrzanja mehanicke
energije.

c) Disipativne sile. Ako, osim potencijalnih konzervativnih sila, na sleronomni
sistem deluju nepotencijalne sile Q" koje vre negativan rad, odnosno ¢ija je
snaga

P"=Q'q" <0, (1.8.54)
teorema o promeni mehanicke energije (jednacina (1.8.49)) dobija oblik

9E _prog, (1.8.55)
dt

To znaci da delovanjem sila Q' sa osobinom (1.8.54), mehanicka energija

opada tokom kretanja, odnosno dolazi do njenog rasipanja (disipacije), pa takve
sile imaju naziv disipativne sile. U njih spadaju sve sile otpora kretanju
mehanickog sistema.

Kao primer, razmotrimo sile otpora kao linearne homogene forme generalisanih
brzina

Q) =-b,q", (1.8.56)
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¢iji su koeficijenti b, simetri¢ni (b, =b,,) i imaju takve vrednosti da je
b

aﬁq”-q/’ >0. Snaga takvih sila je

P"=Q"q" =—b,,4"¢’ <O0. (1.8.57)

Funkcija
2 AS I ( 0. )

je Relijeva (Rayleigh) disipativna funkcija, pomocu koje sile otpora (1.8.56)
mogu da se izraze kao:
oR

Q'=—— (a=12,...,n). (1.8.59)
aq”

Usled toga snaga ovih disipativnih sila je

cR .

PY=-——@4“=—-2R, (1.8.60)
aq”

pa na osnovu teoreme o promeni mehanicke energije skleronomnog sistema na
koji deluju konzervativne i disipativne sile (1.8.59) sledi

9E _ 2R, (1.8.61)
dt

Sto znaci da dvostruka Relijeva funkcija predstavlja brzinu opadanja mehanicke
energije.

1.8.8. LagranZova funkcija (kineticki potencijal).
Lagranzove jednacine druge vrste za konzervativne sisteme, u nezavisnim
koordinatama, imaju oblik:

d(or) oT _ an
o4 ) ot og

at (a=12,...,n) (1.8.62)

Ako se uvede funkcija koja predstavlja razliku kineticke i potencijalne energije

L=T-II, (1.8.63)

jednacine (1.8.62) mogu da se napisu u obliku:

d(aLj L _0 (@=12..n). (1.8.64)

dtl ag ) &g
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Funkcija L se naziva Lagranzova funkcija ili kineticki potencijal. Negde se ova
funkcija nalazi i pod nazivom slobodna energija. U opstem slucaju, kad je
mehanicki sistem reonoman i kad na njega, osim potencijalnih sila deluju i

nepotencijalne sile (3 R

oIl
oq”

Q =——+Q,(q"....q";¢",....q";1), (1.8.65)

Lagranzove jednacine druge vrste (1.8.20), izrazene preko Lagranzove funkcije
L, imaju oblik:

d( oL o =
il - =Q =1,...,n), 1.8.66
dt[@q“j aq” . ) ( )

pri ¢emu je za reonomne sisteme, S obzirom na (1.8.30) i (1.8.31),
L=T-II=L+L +L,, (1.8.67)

gde su:

1 . o 1
L =T, =22, q’, L=T,=bg", L=T,~M="c,-T.  (1868)

1.8.9. Kanonske (Hamiltonove) jednacine.
Stanje mehanickog sistema karakteri$u Lagranzove promenljive
t;9%;9“ (a=1,...,n), tako da reSavanjem Lagranzovih jednacina druge vrste,
koje ¢ine sistem od n diferencijalnih jednacina drugog reda, mogu da se odrede
konacne jednacine kretanja sistema, ako je poznato stanje sistema qg;(, U
nekom utvrdenom trenutku t;. Umesto Lagranzovih promenljivih stanja
Hamilton je predlozio promenljive t;q“; p, (¢ =1...,n) ,gde su p,-generalisani
impulsi definisani izrazima:

oL

p,=— (a=1...,n), (1.8.69)

oq*
Sto, s obzirom da potencijalna energija IT ne zavisi od generalisanih brzina,
moze da se pise i kao:

p, = (@=1,...n). (1.8.70)

U opstem slucaju, za reonomne sisteme, s obzirom na (1.8.67) i (1.8.67)
generalisani impulsi su:
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p,=a,4"+b, (a=1...n). (1.8.71)

Ove linearne jednakosti, zahvaljujuci osobinama metrickog tenzora a,,, mogu

da se rese po generalisanim brzinama:

q“=a”p,-b" (a=1...n), (1.8.72)

gde su: b* =a”b, . Na taj nacin, LagranZzove promenljive t;q%;4" (« =1,...,n)
mogu da budu zamenjene Hamiltonovim promenljivim (drugi naziv - kanonske
promenljive) t;q“; p, (a=1,...,n) koje, takode, u potpunosti karakteriSu stanje
sistema.

Uvodenjem Hamiltonovih promenljivih, Lagranzove jednacine druge vrste, koje
¢ine sistem od n diferencijalnih jednacina drugog reda za odredivanje n

funkcija g“ =qg*(t), mogu se zameniti ekvivalentnim sistemom od 2n
diferencijalnih jednacina prvog reda za odredivanje 2n funkcija

q“=q“(t), p, = p, (t) . Skup medusobno nezavisnih veli¢ina q“, p, predstavlja u
2n - dimenzionom prostoru tacku ¢ije kretanje karakteriSe promenu stanja
mehanickog sistema. Prostor sa koordinatama q“, p, (e =1,...,n) naziva se fazni

prostor.
Za formiranje jednacina kretanja mehani¢kog sistema pomoc¢u Hamiltonovih
(kanonskih) promenljivih stanja, definisana je Hamiltonova funkcija H izrazom

H=pg —L, (1.8.73)

gde je sa q L oznaceno da su u tim izrazima generalisane brzine q" izrazene
preko generalisanih impulsa p,, pomocu relacija (1.8.72). Prema tome, u

opstem slucaju, za razliku od Lagranzove funkcije L koja zavisi od generalisanih
koordinata, generalisanih brzina i vremena, Hamiltonova funkcija H je funkcija
generalisanih koordinata, generalisanih impulsa i vremena, tj.

H=H('....q" p,.... p,:t). (1.8.74)
Kada se u izrazu (1.8.73) za Hamiltonovu funkciju uvrste generalisane brzine,

izrazene u (1.8.72) preko generalisanih impulsa, dobija se
Lavp p, b, + tbp
HZEa PP, — pa+§ b =T, +11, (1.8.75)

odnosno,

H=H,+H,+H,, (1.8.76)
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gde su:
1 off a 1 a
szza P, P, H,=-b"p,, Hozabab -T,+I1.

Za sistem koji je izlozen dejstvu potencijalnih sila, s obzirom na ovakvu
strukturu Hamiltonove funkcije, izvedene su kanonske diferencijalne jednacine
kretanja:

dq° _oH - de, oM g ). (1.8.77)
dt  odp, dt aq”

Ove jednacine obrazuju sistem od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda.
Prvih n jednacina ovog sistema neposredno sledi na osnovu relacija (1.8.72) i
strukture Hamiltonove funkcije (1.8.75). Druga grupa jednacina se dobija na
osnovu Lagranzovih jednacina druge vrste. Ovde je izvodenje tih jednacina
izostavljeno i bi¢e razmatrano u kasnijim izlaganjima.

Diferenciranjem Hamiltonove funkcije po vremenu dobija se

dH _oH dg* | oH dp, , oH

: (1.8.78)
dt oq” dt op, dt ot
Sto se, u skladu sa kanonskim jedna¢inama (1.8.77), svodi na
GH _eH oM o oM oM oM 1879)

dt oq“ép, op, oq" ot ot

U posebnom slucaju, kad je sistem skleronoman, kineti¢ka energija ne zavisi
eksplicitno od vremena tako da na osnovu (1.8.76) sledi:

szfZ%aGﬂpappa H, =0, H,=II.

Hamiltonova funkcija holonomnog skleronomnog sistema predstavlja ukupnu
mehanicku energiju, tj.

H=T+II, (1.8.80)

gdejesa T oznadeno da je kineticka energija izraZena preko generalisanih
impulsa. Ako su potencijalne sile konzervativne, tada ni potencijalna energija ne
zavisi eksplicitno od vremena, a samim tim ni Hamiltonova funkcija, tako da je,
s obzirom na (1.8.79),
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O;—T =0 = H=h=const, (1.8.81)

Sto predstavlja zakon odrzanja ukupne mehanicke energije.

1.8.10. Ciklicki integrali.

Kako je pokazano, za konzervativne sisteme postoji jedan prvi integral —
integral energije (zakon odrzanja mehanicke energije) koji je kvadratan
po brzinama sistema i ne zavisi od izbora koordinatnog sistema. Pod
odredenim uslovima, iz teorema o promeni koli¢ine kretanja i momenta
koli¢ine kretanja, mogu se odrediti i neki prvi integrali koji su linearni po
brzinama sistema. Ovde ¢e biti razmatrani integrali koji zavise od izbora
koordinatnog sistema. Ako su Lagranzove diferencijalne jednacine u
nezavisnim koordinatama:

d(ar) ot
a o =1,....,n), 1.8.82
dt(aq“j 9" Q (a ) (1.8.82

takve da, medu nezavisnim koordinatama ¢“, postoji koordinata q" za koju je
odgovarajuca generalisana sila Q, jednaka nuli i ako kineticka energija ne zavisi
eksplicitno od te koordinate, tj:

Q, =0, =0, (1.8.83)

tada, v—ta jednacina u (1.8.82) ima oblik

dfar)_,, (1.8.84)
dt\ og”
Odavde sledi prvi integral
GT =C, =const. (1.8.85)
aq”

koji se zove ciklicki integral, a odgovarajuca koordinata q" je ciklicka
koordinata. S obzirom na strukturu kineti¢ke energije ovaj integral je linearan po
generalisanim brzinama i ima oblik

a, Qg +b =C, (1.8.86)
odnosno, kad se ima u vidu definicija generalisanog impulsa (1.8.71)

p,=C.. (1.8.87)
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Kako je ve¢ napomenuto, generalisani impulsi pod odredenim uslovima mogu da
karakteri$u koli¢inu kretanja ili moment koli¢ine kretanja sistema pa, u tom
slucaju, ciklicki integrali predstavljaju zakone odrzanja tih velicina.

1.8.11. Varijacioni principi. Hamiltonov princip.

Za razliku od diferencijalnih principa, varijacioni (integralni) principi uporeduju
pomeranja na kona¢nom vremenskom intervalu a ne u datom trenutku. Kretanje
sistema predstavljeno je kao kretanje reprezentativne tacke u n—dimenzionom

konfiguracionom prostoru koordinata q“ tako da jednacine:
q“=q'(t) (x=1...,n) (1.8.88)

odreduju tzv. putanju sistema u konfiguracionom prostoru. Ako se kretanje
sistema posmatra u nekom kona¢nom intervalu [t,,t,] skup koordinata:

0o =9°(t,) (a=1,...,n)odreduje pocetnu konfiguraciju sistema, a skup
koordinata: ;' =q“(t) («=1,...,n) odreduje krajnju konfiguraciju sistema. 1z
jedne konfiguracije u drugu sistem moze da prede, za isti vremenski interval, po
beskona¢no mnogo putanja. Medi svim tim moguc¢im putanjama samo jedna je
direktna (stvarna) i to ona koja je odredena jednac¢inama (1.8.88). Pri tome sve
moguce putanje moraju da budu u istom konfiguracionom prostoru, tj. da se
nalaze na vezama kao i stvarna putanja. Moguce putanje koje nisu stvarne
(direktne) nazivaju se i zaobilazne putanje. Luk na putanji izmedu pocetnog i
krajnjeg polozaja je put (direktni ili zaobilazni).

Varijacije koordinata. Varijacija funkcije.

U nekom proizvoljnom, ali utvrdenom, trenutku t €[t,,t,], sa stvarne putanje
moguce je prec¢i na zaobilaznu putanju pomocu virtuelnog pomeranja. Tako, ako
je T, vektor polozaja v —te tacke na stvarnoj putanji, u istom trenutku, vektor

polozaja na mogucoj zaobilaznoj putanji je T, +Jr,. Na sl.3, na primeru jedne
tacke, stvarna putanja prikazana je punom linijom, a zaobilazne isprekidanom.
Virtuelno pomeranje or je varijacija vektora polozaja i zavisi od vremena. Na
sl.4 su prikazane varijacije vektora poloZzaja u trenucima t i t+dt.
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Saslike se vidi da je
OF +d(F +OF) =dF +(F + dF)
odnosno
or +dr +d(or) =dr +or +o(dr)
tako da je
d (6F) = 5(dF), (1.8.89)

v we .s . . o e . . . 1
$to znadi da su operacije diferanciranja i variranja komutativne®.

Na osnovu ove osobine, za proizvoljnu tatku M je

or or oF,
d(sf)=6(dF) = d S dg* + = dt
(or,) =4(dr,) [8q“ q) (aq“ q" + " J

odnosno, s obzirom da je ot =0,

o0°r o°r or
cdg” + e dt |+ d(897) =
{8q“aqﬂ f 6q“8t J&q 8q“ ()

aZF 2 5
= v dg + -2 g A 5
[aqaaqﬂ q ata — Jéq e (da®)

odakle se, posle usaglaSavanja nemih indeksa, dobija

or,
- [d(59) - (dg")]=0.

Odavde, zbog nezavisnosti baznih vektora, slede relacije:
d(oq") =o(dg") il %(m“):aq“ (i=1...n). (18.90)

Prema tome, komutativnost diferenciranja i variranja vazi i za generalisane
koordinate.
Ako postoji neka funkcija f , koja zavisi od kretanja sistema, njena vrednost na

stvarnoj trajektoriji, u opstem slucaju, je

Y Ova osobina ima smisla jer su razmatrana kretanja sinhrona (svakom polozaju na
stvarnoj putanji istovremeno je koordiniran poloZaj na zaobilaznoj putanji). U
protivnom, u opstem slucaju osobina komutativnosti diferenciranja i variranja ne vazi.
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f=1(q%d%1),
a na zaobilaznoj trajektoriji
f = (g +99%G" +G%t).

Varijacija funkcije f predstavlja razliku njenih vrednosti na zaobilaznoj i
direktnoj putanji, tj.

Af =T —f =f(g"+39%9" +99;t) - F(q";4";t)

Ako se posmatra zaobilazna putanja, koja je vrlo bliska direktnoj, pri razvijanju
funkcije Af u red po varijacijamadq”,dq“, dovoljno je zadrzati se samo na

linearnim ¢lanovima, dok se ostali clanovi zanemaruju kao infinitezimale viseg
reda. Tako se dobija prva varijacija funkcije

of = of 0q” + af o0q” (1.8.91)
aq” aq”

koja se najcesce naziva samo varijacija funkcije.

Hamiltonov princip
Razmatra se materijalni sistem sa n stepena slobode sa slede¢im ograni¢enjima:
- Sistem je holonoman.
- Nasistem deluju konzervativne aktivne sile.
- Zaobilazne putanje su na infinitezimalnim rastojanjima od direktne.
- Sistem polazi iz po¢etnog poloZaja u trenutku t; i stize u krajnji polozaj
po direktnoj i po zaobilaznim putanjama u isto vreme t, .
- Kretanje je sinhrono.

Funkcional
Y
W = [ Ldt (1.8.92)
f

naziva se dejstvo u Hamiltonovom smislu (uobicajen je kraci naziv: Hamiltonovo
dejstvo) i predstavlja veli¢inu koja je odredena kretanjem sistema u intervalu
[t,.t]. Podintegralna funkcija Hamiltonovog dejstva je Lagranzova funkcija
(kineticki potencijal) L =T —IT koja, u opsStem slucaju, zavisi od Lagranzovih
promenljivih

L=L(q"....q";q",....q";t), (1.8.93)
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tako da, za sisteme sa navedenim osobinama, vaze Lagranzove jednacine druge

vrste:
d 6!‘ aL =0 (a=1...,n) . (1.8.94)
dt\ oq” aq

Za kretanje sistema, pod navedenim uslovima, Hamiltonov princip glasi

Hamiltonovo dejstvo, pri kretanju holonomnog sistema na koji deluju
konzervativne sile, na stvarnoj trajektoriji ima stacionarnu vrednost u poredenju
sa kretanjem po zaobilaznoj putanji.
Uslov stacionarnosti nekog funkcionala (ili funkcije) je da je prva varijacija tog
funkcionala (ili funkcije) jednaka nuli, tako da je prema Hamiltonovom principu

4
W=0 = J[Ldt=0 (1.8.95)
f

Uslov stacionarnosti istovremeno predstavlja i potreban uslov ekstremalnosti
Varijacija funkcionala W nastaje kao posledica variranja podintegralne funkcije

odredenog integrala tako da je

oW = [oLdt,
odnosno, s obzirom na (1.8.93),
SW = j AL sqe ok 54" (1.8.96)
aqa aqa

Osobina komutativnosti (1.8.90) omogucava da se izvrsi transformacija

oo ., oLd oL d( oL
04" = — oq” 0q” .
dg” dg” dt dt oq” dt oq”

Kada se ovako transformisan izraz vrati pod integral (1.8.96) i izvr$i delimi¢na

integracija dobija se
oL ' o d
oW = 0 dt. 1.8.97
(é‘q" ql I{aq dt(aq ﬂ& .

Posto u pocetnom trenutku t, i krajnjem trenutku t, i zaobilazne putanje i

direktna putanja sadrze iste tacke, sledi da su:
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oq“(t,)=0, d9"(t)=0 (a=1,...n) (1.8.98)

usled Cega varijacija Hamiltonovog dejstva (1.8.97) dobija oblik

t
oL dfeL
SW = - “dt. 1.8.98

ﬂaqa dt(aq“ﬂgq o

Za razmatrani sistem vaze Lagranzove jednacéine druge vrste (1.8.94) tako da je
podintegralna funkcija u (1.8.98) jednaka nuli. Odredeni integral nula funkcije
jednak je nuli pa je 6W =0, ¢ime je dokazana valjanost Hamiltonovog principa.
Obrnuto, ako se postulira Hamiltonov princip u obliku (1.8.95), posle variranja

dobija se jednacina
Y
ji—i a_L 5q“dt =0. (1.8.99)
oq  dt{ og”

f

U opstem slucaju, da bi odredeni integral bio jednak nuli, nije neophodno da je i
podintegralna funkcija jednaka nuli. Medutim, nezavisne varijacije 6q” mogu
biti proizvoljno birane $to uslovljava da je jednacina (1.8.99) zadovoljena samo
ako na celom intervalu vaze jednacine (1.8.94) (ovde ¢e biti izostavljen detaljniji
dokaz). Na taj nacin, iz Hamiltonovog principa izvedena su diferencijalne
jednacine kretanja holonomnog sistema pod dejstvom konzervativnih sila.

Drugi oblik Hamiltonovog principa.

U prethodno razmatranom principu, posmatrano je kretanje sistema u
konfiguracionom n— dimenzionom prostoru izmedu pocetnog i krajnjeg
polozaja (kofiguracije) sistema. Uvodenjem Hamiltonovih kanonskih

promenljivih q“, p, (e =1,...,n) kretanje sistema moze da se posmatra u

2n —dimenzionom faznom prostoru. U tom cilju, uvodi se Hamiltonovo dejstvo
u obliku funkcionala

wr =fL*dt (1.8.100)
gde je
L' =p,d" —H(q; p;t), (1.8.101)

pa Hamiltonov princip ima oblik

SW* :5}1 Ldt =5tj(paq“ ~H)dt=0. (1.8.102)

) )
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Ovaj uslov stacionarnosti ispunjen je na direktnoj faznoj trajektoriji, izmedu
pocetne fazne tacke t,,q;, p,, 1 krajnje fazne tacke t,q;, p,, . Pri tome direktnu
faznu putanju odreduju jednacine kretanja:

=a® p=p0 (@=1..n). (1.8.103)

Variranje integrala (1.8.102) vrsi se variranjem podintegralne funkcije, tako da
je

a

b
| [q“cspa +p,04° —ﬂaq“ —ﬂapaJdt =0.
b aq" op

Kada se, saglasno osobinama komutativnosti operacija diferenciranja i variranja,
u ovom integralu izvrsi transformacija

d d
5G" = p. —(69") = —(p.6g") — p.oq”,
P,9q padt(q) dt(p”'Q) p,dq

posle delimi¢ne integracije je

N e HY (o aH |
(paéq );+JKQ > Jépa (pa +aan5q :ldt_o.

a

S obzirom da su:

oq“(t,)=0, J9“(t)=0 (a=1...,n),
varirani integral dobija oblik

Y
| (qa _5_HJ5pa _( b, + 5Ha Jéq"' dt=0. (1.8.104)
! op aq

o

Ovde treba imati u vidu da, s obzirom na (1.8.71) varijacije dp, nisu nezavisne
od varijacija d9” idq“, tako da ne treba neposredno izjednacavati sa nulom
koeficijente uz Jp, i 6q”. Za dobijanje kanonskih jednacina dovoljno je primetiti

da su koeficijenti uz dp, , na osnovu jednacina (1.8.72) i na osnovu strukture

funkcije H (1.8.75), jednaki nuli, nezavisno od zakona kretanja sistema. Time
je odredena prva grupa kanonskih jednacina u (1.8.77). Prema tome, pod

integralom (1.8.104) ostaju samo ¢lanovi sa nezavisnim varijacijama 6q*“ .

Izjednacavajucéi koeficijente uz njih sa nulom dobija se i druga grupa kanonskih
jednacina u (1.8.77). Na taj nacin izvedene su kanonske jednacine:
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=8—H, pa=—aH (a=1,...,n) , (1.8.105)
op, aq”

q(l.

¢ime je potvrdena opstost Hamiltonovog principa za sisteme sa ograni¢enjima,
datim u postavci principa.

Pored Hamiltonovog principa (u jednom ili drugom obliku) koji obuhvata
holonomne sisteme sa konzervativnim silama, ¢esto je u opticaju princip pod
nazivom princip Hamilton — Ostrogradskog®, koji svojom postavkom obuhvata
holonomne sisteme i sa nekonzervativnim silama. Medutim, postavka ovog
principa u obliku

tjl(aT +0A)t=0 (1.8.106)

t

izaziva nedoumice oko njegove kategorizacije. Cinjenica je da princip ima
integralnu formu, ali ne i varijacionu, u opstem slucaju. Naime ako, osim
potencijalnih sila, na sistem deluju i nekonzervativne sile Q,, rad na virtuelnim
pomeranjima ima oblik

5A=_2_1_£5q“ +Q.09" = —oTT +O,6q" (1.8.107)
q

1 ne predstavlja varijaciju neke funkcije. Usled toga, ne moZze se reci da
jednacina (1.8.106) predstavlja uslov stacionarnosti nekog funkcionala, pa su
vrlo diskutabilne tvrdnje da ovaj princip predstavlja uopstenje Hamiltonovog

principa. Tac¢no je medutim da se, u odsustvu nekonzervativnih sila (éa =0),
jednacina (1.8.106) svodi na Hamiltonov princip, tj.

tjla(r ~TD)dt =5tj Ldt=0.
t t

Ako na sistem deluju potencijalne i nekonzervativne sile, variranjem kineti¢ke
energije i unosenjem izraza (1.8.107) za virtuelni rad u jednacinu (1.8.106)
dobija se

o oq" 5

Kada se pod ovim integralom izvrsi transformacija

f[aT 5+ - 6(? 6q“+6ao”q“]dt=o.

Y Pripisuje se V.M. Ostrogradskom
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oT or d d(or d(oT
5'(1: _5a - _5(1 _ = 50(’
o =g o

posle delimi¢ne integracije, uz uslov da su na granicama intervala:
o (t) =0, dq‘(t)=0  (a=1...n),

jednacina (1.8.106) se svodi na

Y ~
;{_i(izya_z_ifgma}qadtzo.
ol dtlag aq”  oq

Odavde se, izjedna¢avanjem sa nulom koeficijenata uz nezavisne varijacije 6q",
dobijaju Lagranzove jednacine druge vrste:

d(oT) or o =~
4 SNCLIC L =1,...,n), 1.8.108
dtiaqaj A ) (1.8.108)

ili, kada se uvede Lagranzova funkcija (kinetic¢ki potencijal) L=T —IT:

d(oL) oL =~
g ot —1...n). 1.8.109
dt[aq“J aq° Q (@ ) ( )

Na kraju, ako se za razmatranje kretanja sistema pod dejstvom nekonzervativnih

sila koristi fazni prostor, diferencijalne jednacine imaju oblik:

_oH p,;—aH +Q.  (a=1...n). (1.8.110)
op, aq”

q(l.

Pored principa, koji su ovde razmatrani u kratkom izlaganju, postoje i drugi,
veoma znacajni u razvoju nauke, koje su postulirali istaknuti naucnici svoje
epohe (Moperti, Herc, Gaus, ...). Principi mehanike odreduju poseban pristup
istrazivanjima, ne samo u mehanici ve¢ i u ostalim prirodnim naukama, $to im
daje fenomenoloski karakter, tako da su i u danaSnje vreme Cesta tema u nauc¢noj
delatnosti.



