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6.2. Polarne cilindriéne koordinate

6.2.1. Koordinatni vektori

S cilindri¢nim koordinatama upoznali smo se djelomitno u primjeru 4.1. Vidjeli
smo da su koordinatne plohe kruzni cilindri, radijalne ravnine koje prolaze kroz
os cilindra te ravnine koje su okomite na os cilindra. Koordinatne crte su presje-
ci tih ploha. To su kruZnice, radijalni pravci i pravei paralelni s osi cilindra.

Vektor poloZaja x tocke P koja ima Descartesove koordinate x*, x> i x°, odno-
sno cilindri€ne koordinate 7, ¢ iz dan je izrazom

x = x'i; =rcos@i, +rsingi, + zi,. (6.47)

Sad moZemo pomocu (4.8), tj. pomodu izraza g, =0x*/8y* odrediti osnovne
koordinatne vektore

ox ...
g, =~a;=cosgo1l +singi, =g, =e,,

ox .
g: =——=-rsingi, +rcospi, =g, =re,, (6.48)

op
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Slika 6.2. Cilindri¢ne polarne koordinate: a) koordinatne crte te odnos
pravokutnih i cilindri¢nih koordinata, b) veza e, i e, siii,

g ='—:i3 =g.=e.,

-
a.s

gdje su e, i e, jediniéni vektori u radijalnom i cirkularnom smjeru. Naime
prema slici 6.2b vrijedi

b

e, =cos@i; +sin@i,, e, =—sin @i, + cos i, .

Apsolutne vrijednosti koordinatnih vektora iznose

&1 =+/g: & =+/cos? p+sin’p =1,

lgzlzvgz‘gz =r, ' ,g3l=1- (6.49)

Bududi da se radi o ortogonalnomu koordinatnom sustavu, odgovarajuéi osnov-
ni i reciproéni koordinatni vektori su paralelni paje

g" =g' =cospi, +sinpi, =g, =e,,

2 1 . .
g’ =g =—e, =-1-(—-sm @iy +cospi, ), (6.50)
¥ r
g3 =i3 : g3 .

176




TENZORSKT RACUN I TENZORSKA MEHANIKA
6.2.2. Metricki tenzori

. Kovarijantne komponente metrikog tenzora g prema (2.19) definirane su jzpa-
zom . _

Ei =8 -g;-

Ako u taj izraz uvrstimo (6.5 0) pa zatim taj jzraz srediﬁao, dobit éemo =

1 0 0
g=|0 0. (6.51)
0 0 1
Matrica reciproénih metrigkih koeficijenata u skiadu sa (6.8) glasi
1 0 o
g’=(0 1/ ol (6.52)
0 0 1

ds*=(rdp)' +(dr)’ +(dz)".
S druge strane prema izrazu (6.10) vrijedi

A" = gu (') + g () + gy (&°),

X

Slika 6.3. Element duljine luka ds i element
obujma dy

18¢
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ds.?.':guer +g22d¢2 +g33d52.
Usporedbom tih dvaju izraza vidimo da je

2
"

811 =1: 822 =7 F g33=1

§to se podudara sa (6.5 1).

Element obujma u cilindri¢nim koordinatama prema slic; 6.3. iznosi

dV =rdpdrds . (6.53)

6.2.3. Christoffelovi simbolij

Koristeéi se izrazima (6.30) do (6.3

3) lako se mo¥emo uvjeriti da su svi Chris-
toffelovi simboli jednaki nuli, osim

1_'9_2 =¥ i ri‘.’. =I-_2'!]=1

. (6.54)
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- 6.6. Sferne koordinate

6.6.1. Koordinatne plohe i crte

Tzraz, koji povezuje sferne koordinate r, 9, ¢ i pravokutne koordinate x, y, = glasi

. 2 2 2
- x=rsindcosg, : o r=a Xy 2

y=rsin9sing, 3=arccos—z-, (6.92)
-
Z=rcos9, gg:arctanZ’
' x
rz0, 0<8%<nx, 0<p<or.

Jedna porodica koordinatnih ploha su kugle polumjera r sa sredidtem u ishodig-
tu. Njihove jednadZbe glase

¥+ +27 =52, (6.93)

Druga porodica koordinatnih ploha su stosci s vrhom u ishodidty kojima se os
”“"B podudara s osi z. JednadZba tih stoZaca glasi

¥ +y*=7"tan* 9. (6.94)

b)
':@ ﬂ-—;konst.
,
L b
; I 4 r=Kkonst. ? AN "
- rsindoospal- It A p=Lkonst. *
L

Slika 6.10. Sferne koordinate: a) odnos sfernih i pravokutnih koordinata,
b) koordinatne plohe i crte

re)
Pina
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 Treca porodica koordinatnih ploha su radijalne ravnine koje prolaze kroz os z.- -
" Njihova jednadZba glasi |

y=xtang. | (6.95)
Koordinatne plohe prikazane su na slici 6.10. .

Koordinatne crte su presjeci koordinatnih ploha. Presjeci kugala i stoaca su
krunice sa srediStem na osi z (paralele). Presjeci kugala i ravnina su kruznice sa
sredidtem u ishodiStu (meridijani). Presjeci stoZaca i ravnina su radijalni pravei,
j. pravci koji prolaze kroz ishodiste.

6.6.2. Koordinatni vektori i metricki koeficijenti
Vektor poloZaja izrazen preko sfernih koordinata ima jednadzbu

x = rsin dcos @i, +rsindsin @i, +rcosIis. (696)

U tom slutaju osnovne koordinatne vektore moZemo odrediti pomoc¢u izraza
(4.8), .

g, =g, =—g-§=si11:9cosgoi1 + sin $sin @i, + cos S,

g, =gy =%=rcos.9cosgoi, +rcosdsin @i, —rsin iz, (6.97)
ox e Qi . .
g:=g, =—a—(;=—rsm sin @i, + rsindcos @i, -

Sad mo¥emo odrediti osnovne metritke koeficijente g;. Pomocu (2.19) moZze- |
mo dobiti |

gu=g1'g1=1,

gn =8 B =T, (6.98)

—

33 ;':g3'g3 =7"sin* 9.

Takoder je g; -8, =8> g3 =g & =0 Sto pokazuje da su sferne koordinate or- '
togonalne. U tom sluéaju matrica osnovnih i reciprodnih metrickih koeficijenata
glasi
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1 0 0. | |
g ={0 0 |, g'=l0 1/ 0 .
0 0 r*sin®>g ' 0 0 1/+/*sin?g

6.6.3. Christoffelovi simboli
Christoffelovi simboli druge vrste jesu

2 =7,
I_‘;3 ='—7'Sin.2!9,

I'3; =—sin 9cos 9,

Ostali Christoffelovi simboli jednaki su nuli.

1 0 0

ng =cot 4.

(6.99)

(6.100)






