IZVOD FUNKCIJE

e Neka je funkcija f definisana na intervalu (a,b) i neka je x tacka iz intervala (a,b).Ako postoji grani¢na vrednost

. flx+Ax) — f(x)
Alggo Az ’

ona se naziva prvi izvod funkcije f u taéki z i obelezava se sa f'(x) ili f.(x).
Desni i levi izvod funkcije f u tacki « su definisani sa

i f@EAD—f@)  fat A~ f(@)

lim
Az—0+ Az > Az0- Az

ako date granicne vrednosti postoje i obelezavaju se f’ (x) i f’ (x) respektivno. Ako u tacki = postoje levi i desni izvod
funkcije f i ako su jednaki, tada postoji izvod funkcije f u tacki x.

fi(@) = fL(x) = f'(2)

Primeri:

1. Odrediti, po definiciji, vrednost f’(0) ako je

(a) y=sinz
sin Az —sin0 sin Az
FO) = Jim =13 A AL

1
' (0) = i =+
Fel0) = Jim e = Foe
1
"(0)= lim — =
f_( ) Az—0- /Ax
Prvi izvod u 0 ne postoji jer levi i desni izvod funkcije u toj tacki nisu nisu jednaki.

—0o0

2. Odrediti, po definiciji, f'(x) funkcije y = Inz za x € (0, +00).
Az) — 1 Azx) —1
f(2) = lim flz+ Az) — f(x) — fim n(z+ Az) —Inz

Az—0 Ax Az—0 Ax

e Tablica prvih izvoda elementarnih funkcija

arctgz)’ = ﬁ

arcctgx) = —ﬁ



e Osnovna pravila diferenciranja
Neka funkcije f i g imaju prve izvode u tacki x iz intervala (a,b). Tada je :
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(2)) = c- f'(x)
) £9(x)) = f'(x) + ()
)-9(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
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e Izvod slozene funkcije
Neka funkcija g : (a,b) — (¢,d) ima izvod u tacki z € (a,b), i neka funkcija f : (¢,d) — R ima izvod u tacki g(z) € (¢, d).
Tada slozena funkcija h : (a,b) = R, h(z) = f(g(x)) ima izvod u tacki x i vazi

’

h(x) = folg(@)) - g'(x).

e Izvodi viSeg reda
(n + 1)-vi izvod funkcije f je prvi izvod (ako postoji) n-tog izvoda funkcije f

FOY (@) = (f™ () ,n e N.

Primeri:

1. Nadi prvi izvod funkcije za sve vrednosti x iz domena funkcije y

_1 1
(a)y—gﬁy/——ﬁ

Y=z =V = (gg+1)2

)

()

(d) y=e"sine = ¢y’ = e®(sinz + cosx)
)

/ _ 1—2Inx
23

(a) y=e " =y’ =—€"
(b y—\/l—x2:>y ——m

= ¢/ =2cos2x - ™% 4+ sin2z - cosx - 577
—2z
= A1

_ _ _6
(e y731n1+1 =y = =3

Y = arctan =y

3. Nadi drugi izvod funkcije
(a) y=(z—2)e* =y = (22— 3)e*,y" = 4(z — 1)¢?

142 r_ 1 — =2z __
(b) arctan 1= = y' = 7,y" = (1t=2)2

e Izvod inverzne funkcije
Neka je f : (a,b) — (c, d) bijektivna funkcija, a f~! inverzna funkcija za datu funkciju. Ako funkcija f~! ima izvod u tacki
xiakoje f/(f~1) # 0 onda je

Primer:

L. Izracunati r; funkcije y = x + Inz koristeci izvod inverzne funkcije.

1 r+1




e Izvod parametarski zadate funkcije
Ako funkcije x = x(t) i y = y(t) imaju izvode po t i ako je z'(t) # 0 onda je izvod parametarski zadate funkcije
x = x(t),y = y(t) parametarski zadata funkcija x = z(t), y,(t) = zégg
Primer:

1. Odrediti y] parametarski zadate funkcije
(a) x =sint, y = cost
Prvi izvod mozemo odrediti koristeéi pravilo za diferenciranje parametarski zadate funkcije. Kako je y., ponovo
funkcija koja zavisi od ¢, i drugi izvod mozemo odrediti na isti na¢in, kao izvod prvog izvoda, zadatog parame-

tarski.
y = y_% _ (c?st)’ _ —sint ~tant
xy,  (sint)’ cost
y// _ (ylz);f _ (_ tant)/ _ _co;Qt _ 1
’ x} (sint)’ cost cos3 ¢

(b) z=Int,y=t+1 ) )
oy () 11— t2—1

Vo= 5= =—T =-

x} (Int) + t
2 2_ 42
R N o e il
* x (Int)’ : t
c) r= e’t, =%
( ) 4 / 2t\/ 2 2t
/o & _ (e ) _ € 2€3t
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e Izvod implicitne funkcije

Ako je funkcija y = f(x) data implicitno jedna¢inom F(z,y) = 0, onda se odredjuje izvod funkcije F' po z, gde je y
funkcija koja zavisi od z. Tako se dobija izvod funkcije f u implicitnom obliku.
Primer:

1. Naéi prvi i drugi izvod implicitno zadate funkcije y = y(z)
(a) 2 +y’=a’
Ako je funkcija y = y(x) data implicitno jednacinom F'(z,y) = 0, prvo se odredi izvod leve i desne strane po

z, pri ¢emu se vodi racuna da je y funkcija koja zavisi od x. Dakle i izvod 3’ funkcije y se dobija takodje u
implicitnom obliku. Drugi izvod funkcije y se trazi kao izvod implicitno zadate funkcije y' = ¢/ (z, y(z)).

B4 =dd

322 +3y%y =0

2
x
y’:*E,y#O
2
" sz272$2yy/7 25”9’2502'5_2 _ :C(:L'3+y3)
y'=- " =— - =2 -
y y y
(b) eV =a+y
ey =x+vy
eyy’zl—i—y’
1
/
= ——— y#0
V=T pvE
1 1 —eV
"_ _ Y. — ey . -
Y e —12 YT T2 " w1 (ev—1)3



(c) x=Iny+3=c
Iny+—-=c
1 — vy
_y/+y Qy —0
Y Y
vy +y—axy =0
y
y = Y F T
r—y
g oYy -yi-y) ey -vl-5) ¢
(x —y)? (x —y)? (x—y)3

e Logaritamski izvod

Primer:

1. Nadi prvi izvod funkcije

(a) y=a”
Potrebno je diferencirati funkciju oblika y = f(2)9(*), §to nije moguée uraditi primenom nijednog od navedenih
pravila. Zato prvo logaritmujemo datu funkciju, a zatim trazimo izvod dobijene implicitne funkcije.

y=a"

Iny=Inz* =zlnzx

/

Y

—=hzez+z-—=ha+1
Y

8=

y =a%(lnx + 1)
(b) y = (cosz)ins

sin x

y = (cosx)

Iny =sinz - In(cos z)

!/ o 1

Y — cosz- In(cosx) + sinx - ST _ (cos?
y cosT  COST

x - In(cosz) — sin® )

e Geometrijsko znacenje prvog izvoda

Vrednost prvog izvoda funkcije f u tacki x jednaka je koeficijentu pravca tangente na grafik funkcije f u tacki . Jednaéina
tangente t na grafik funkcije f u tacki A(zo,yo krive y = f(z) je:

t:iy—yo=[ (z0)(w—m),
ukoliko je prvi izvod f ,(xo) konacan.
Ako f (zg) nije konacan (f (z¢) = +00), onda je tangenta prava z = zg.
Jednacina normale n na grafik funkcije f u tacki A(zg,yo krive y = f(x) je:

1
Flag) ")

n:iy—%Y = —

ako je prvi izvod f(z0) konacan i f (zo) # 0.
Ako je f (z9) = 0, tada je normala prava x = xg, a ako prvi izvod nije konacan tada je normala prava y = yo.

Primer:

1. Napisati jednacinu tangente i normale krive



—~

a)

y = x? + 22 u tacki ¢ija je apscisa ¢ = 1
Ordinata date tacke je y(1) = 3. Fukcija je data eksplicitno $to znaci da je y = 2x+2, a u datoj tacki je /(1) = 4.
Tada je u tacki (1,3):

- jednacina tangente

t:y—3=4(x—tjt:4dx—y—1=0

- jednacina normale
1
n:y—3:71(z—1)tj.n:z+4y713:0
y=2sin’t+sin2t, a xz = 2tgt u tacki A(2,2) Prvo se odredi vrednost parametra ¢ u tacki A koristeéi jednacine
x=x(t) ili y = y(t). Znaci 2 = 2tgt — tgt =1 —t = §, a proverom vidimo da vazi y =2 - (@)2 +1=2.
Prema pravilu diferenciranja parametarski zadate funkcije
, Yy  A4sintcost 4 2cos2t

Yo = — 2
cos? t

= cos® t(sin 2t + cos 2t)

U tacki A y/(5)=3(1+0) =1
- jednacina tangente:

1
t:y—2:5(m—2)tj.t:x—2y+2:0

- jednacina normale:
n:y—2=-2@x—-2)tjn:2x+y—6=0


Andrijana
Sticky Note
Ordinata je naziv za y-osu

Apscisa je naziv za x-osu

Andrijana
Sticky Note
y' umjesto y


PRIMENA IZVODA

Lopitalovo pravilo

e Granic¢ne vrednosti mogu biti razli¢itog neodredjenog tipa

0

9 677 , 9 9 1oou 9 0077 ” 09

—7.,70-00”,700 — 0 00

U ovim slucajevima je pogodno primeniti Lopitalovo pravilo.

e Lopitalovo pravilo (teorema)
Neka su funkcije f i g neprekidne u nekoj okolini U tacke « i imaju izvod za sve z iz te okoline sem eventualno u tacki o
ivazi ¢'(x) # 0 za sve x iz te okoline sem u tacki «, gde je a broj ili +co.

U
Ako lim f(z) = lim g(z) =0 (ili lim f(z) = lim g(z) = co i postoji (konacna ili beskonana) granina vrednost lim )
T—a T T T—a T—a g (;L')
tada postoji i lim (z) i vazi
z—a g(x) /
lim _f(z) = lim f/(z)
z—a g(x)  s—a g'(x)
e Transformacija ostalih neodredjenih oblika na oblike ” %” ili 722" koji su pogodni za primenu Lopitalovog pravila.
(*) 770 . 0077
Pri izracunavanju lim (f1(z) - fa(x)) gde je lim f1(z) = 01 lim fa(z) = oo, izraz fi(z) - fo(x) mozemo zapisati na
r—o rT—ro r—«
sledei nacin £()
1T
fi(@) - folz) = =
f2(z)
i tako ga svesti na oblik ” %”.
(**) 50 — 0607
Pri izra¢unavanju lim (f1(x) — fa2(x)) gde je lim fi(x) = lim fo(z) = oo, izraz fi(x) — f2(x) moZzemo zapisati na
T T T
sledei nacin
_fo(x)

(***)

fi(x) = fa(z) = fi(z)(1 — Fraci(a)’

- Ako £ 1 kada z — o dobijamo slucaj (*).

()
- Ako f2( ) ne tezi ka 1 kada = — a, odnosno ; g ; — oo ili chfgi; — ¢ (¢ # 1), dobijamo odredjene izraze " 0o 00’ = 00

Fi(@)
00 (1—¢)—

» 1007 » 0077 9 00077
) )

Ovi oblici se pomocu jednakosti
[f1 (x)]fz(x) — of2(@)In f1(2)

svode na slucaj (*).

Primer:

1.

Izracunati grani¢nu vrednost:

. sin(z —1)

1 -~ 7
(a) xlinl 1111'

” %” - direktno primenjujemo LP

sin(e = 1)y, os@ =)y
z—1 Inx z—1 %
et —e "

b) L
( ) z1—>InOln(€—-T)+$_1

” Ow

direktno primenjujemo LP

T 1 2x
== 1)(e — 2
lim i = lim (™ +1)(e —2) .
e=0 =L 4+ 1 250 eT(e—x—1) e—1




()

(d)

(h)

()

7227 _ direktno primenjujemo LP
o 1
cosz - In(x — a) ) . In(z—a) . 7—a . . e’ —e
—————— = limcosz - lim ——~ = cosa - lim ——— = cosa - lim — - lim
T—a 1n(ez — ea z—a z—a ln(em — ea) T s za et zT—a T —a
1 xT
cosa-— - lim — = cosa
er z—a
. Inz
lim —
x—oo
7227 _ direktno primenjujemo LP
o0
1
. > 1 . 1
lim —*— = — lim — =0
rz—o0 N n r—oo N
L
(f) lim 22 - 32
x—0
Neodredjeni izraz oblika "0 - 00” se svodi na ” 22"
a L
. 5 L . ex? . —I%eﬂ
lim z* - €22 = lim = lim 5— =00
z—0 z—0 = z—=0 —=
xr x
1 1
lim (—— — =)
z—0'sinx =z
Neodredjeni izraz oblika ”oo — 00” faktorizacijom svodimo na 70 - 00”, a zatim
i 1 1
lim(—— — —)
z—0'sinz T
lim z*
z—0t
Graniéna vrednost je oblika ”0°”
lim 2= A
z—0t
: xr : ” 9 M 1nz ” Cx}” 3 % 3
InA=1In lim 2= lim zlnz = ("0-00") = lim —— = ("—") = lim —%- = lim (-2) =0
z—0t z—0t z—0t o o0 z—0t -7z z—0t
Na osnovu toga je
mA=0—-A=e"=1
lim (ctgz)®
m~>0+( )
Graniéna vrednost je oblika 7 o0®”
A= lim (ctgz)®
z—0t
1 —1
In(ctg x %) tex  sin? x?
InA= lim zln(ctga) = ("0-00”) = lim y =("—=")= lim =% = lim ———
z—07F z—0t P o0 z—0t vl z—01 SInI - COsT
. X . X
= lim - lim =1-0=0

tgx —x

lim -
z—0 r —sInx
7 %”- direktno primenjujemo LP
1
i 22 — 1 — lim (1 —cosz)(1+ cosx) _ lim 1+cosw
2—0 1 —cosz 2-0 (1—cosz)cos?z =0 cos? x

cosz - In(z — a)
im ————
z—a  In(e® — e®

z—0+ sinx z—0+ cosx

Na osnovu toga je

mA=0—oA=¢e"=1



1
() limz

Granicna vrednost je oblika ”1°°”

Na osnovu toga je

mA=1—=A=e'=¢

— ’ejlorova i Maklorenova formula

e Neka je f neprekidna funkcija koja ima neprekidne sve izvode do izvoda reda n na itervalnu [a,b] i ima izvod reda n + 1
na intervalu (a,b). Tada za z,z¢ € [a,b] vazi Tejlorova formula

f(@) = T(z) + Rn(2).

T, je Tejlorov polinom stepena n za funkciju f u okolini tacke xg.Kaze se da on aproksimira funkciju f u okolini zq sa
greskom (ostatkom) R,,.

" (n)
To(x) = flao) + o)l — w0) + Tr (o ) 4 LU0 (oo
frt1)(e) .
Boe) = gy 0™
pri cemu je € neka tacka izmedju z i xg
e Maklorenova formula se dobija za zg =0
f(@) = My (2) + R ()
" (n)
M, (z) = f(0)+ f(0)(z) + f2—(!0):c2 4ot d n!(o)x"

7 f(nJrl)(s) e

Primer:

1. Za funkeiju f(z) = a® napisati Maklorenov polinom stepena n

f(x) =Ina-a”
() =ln*a-a®
f"(x) =m*a-a®

ako pretpostavimo
f(”)(:c) =In"a-ad”

onda
O (@) = (fM(z)) =In"a- (6®) =In"a-a®Ina=In"""a-a”
Dakle, za svako n f(")(0) = In" a, pa
2
n“a In" a

1
M,(z)=1+Ina-z+ TacQ +..+ " ()"



Andrijana
Sticky Note
Tejlorovom formulom cemo se baviti u 4. sedmici kursa


2. Za funkciju f(x) = e® napisati Tejlorov i Maklorenov polinom stepena n. Za svako n f(™)(z) = e*

xo Zo
T (z) = €™ + €™ (z — x0) + 7(3@ —20)? 4 ... + F(a@ —z)"
Mu) =14+ % gt D
n(x) = T+ —+ ..+ —
2 n!
3. Aproksimirati broj e koriste¢i Maklorenov polinom Sestog stepena.

2 1.6

X
MG(:C):lJr:L'ﬁL?ﬁL...Jra

e=e'mMg(1)=1+1+ g+ ...+ g ~ 2.71806
4. Napisati polinom P(z) = z° + 2% + 22% — 122 + 8 po stepenima od z + 1.

P(z) =2° +2° + 22> — 120+ 8 — P(—1) =20
P'(z) = 52" + 322 + 40 — 12 — P'(~1) = -8
P"(x) = 202° + 62 +4 — P"(-1) = —22
P"(x) = 60x* +6 — P"'(~1) = 66
P®(z) =120z — P™(—1) = —120
P¥(x) =120 — P¥(—1) = 120

P%(z) =0
Za svako n > 5 vazi da je P (z) = 0
Tejlorov polinom petog stepena za funkciju P u okolini tacke zg = —1
1 2 1 3 1 4 (z+1)5
P(@) = 20— 8(z + 1) — 228+ 1) +66($; F_ 120(””7; S 120 =

odnosno,
P(x)=(x+1)° =5z + 1)* +11(x +1)* = 11(z +1)* = 8(z + 1) + 20

sa greskom Rj(z) =0

5. Aproksimirati broj e koriste¢i Maklorenov polinom drugog stepena



