Masinski fakultet u Beogradu Vezbe iz Elektrotehnike

Ovaj dokument sadrzi zadatke iz predmeta Elektrotehnika na Maginskom fakultetu u Beogradu.
Zadaci su koncipirani tako da prate tematske celine sa predavanja i omoguc¢avaju vezbanje
kljuénih pojmova i metoda. Zadaci su numerisani i rasporedeni prema oblastima koje se
obraduju na predavanjima. Preporucuje se da pokusSate samostalno da resSite svaki zadatak,

a zatim uporedite svoj postupak sa ponudenim reSenjima. Posebnu paznju obratite na analizu
vektorskih veli¢ina, jedinica i fizickih pretpostavki. U nekim zadacima data su i potpitanja koja
podsticu razumevanje i diskusiju. Kroz zadatke ¢ete uociti sledeée oznake:

o Za vazne komentare i mesta gde studenti ¢esto grese.

e Za dodatna pitanja vezano za zadatak.

Za one koji zele da rade vise - ne dolazi na ispitu!.

Za ideju, komentar na izvodenje.
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Q

Za preporuku uz zadatak.

Konsultacije: Za dodatna pojasnjenja i pitanja u vezi sa predmetom mozete me kontaktirati
putem:

e Email: vbecejac@mas.bg.ac.rs

e Uzivo: tokom termina konsultacija sredom u 10 ¢asova u Laboratoriji za elektrotehniku
i elektroniku (soba 2, pored Studentske sluzbe).
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Elektrostatika
1. Tri mala tela, naelektrisanja Q; = Qo = 100 pC /R\ Qs
i Q3 = —200 pC, nalaze se u vazduhu, u temenima SN
jednakostrani¢nog trougla stranice a = 2 cm. Izracu- a, \ a
nati vektor jacine elektrostaticke sile koja deluje na telo / \
naelektrisanja Q)s. // \\
/ \
0@~~~ it 208

RESENJE: Uvedimo koordinatni sistem kao na slici. Vektor elektrostaticke sile éemo do-
biti primenom KULONovog zakona, koji piSemo
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Konkretno, u ovom zadatku silu na tackasto naelektrisanje (3 ¢emo dobiti superpozicijom
sila:
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Ovaj zadatak ilustruje primenu Kulonovog zakona u sistemu sa vise

o tackastkih naelektrisanja u vakuumu. Vazno je razumeti da se ukupna sila

na naelektrisanje ()3 dobija kao vektorski zbir pojedinacnih sila koja na
njega deluju od strane Q1 i Q5.
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2. Tri tackasta naelektrisanja su postavljena
na x-osi, kao na slici. Ukoliko je Q1 = 20 uC,

Da li smo mogli na samom pocetku resavanja zadatka da predvidimo koju
¢e komponentu imati vektor sile

Da Ii bi se trazena sila promenila ukoliko naelektrisanja ()1 i ()2 zamene
mesta? Sta ako je Q1 # Q27

Q2 = —6 nCi Q3 = 10 pC i rastojanje izmedu 0, 0> 0; x
. . . . _ _ >

Flae'lelftrlsanja Q1'1 QQ.‘]G rio = 45 cm, a rast‘o' —@ 3 ®

janje izmedu @2 i QY3 je ro3 = 50 cm. Odrediti 12 3

silu na tackasta naelektrisanja Q)1 i Q5.

RESENJE: Prema oznakama sa slike imamo da je sila na tackasto naelektrisanje Q)y:

le Ql F‘)} Q2 F 7 Q3 X
23 12 . >
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16 . 720 . .
=~ (k) 4 557 (7h) = 3, 34i N.
Sila na tackasto naelektrisanje Qo je:
1 Q1Q2 1 QSQQ .
F,=F Fio = 1x
2 12+ Fa2 4rey T2, b+ dmeg T3 (=)
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16 54

- _?ix + (_%) (_iX) = 3,171 N.

3. Dve kuglice su naelektrisane koli¢inom naelektrisanja ; = 10 nC i Q = 30 nC, a
nalaze se na rastojanju r u vakuumu. Koliko je rastojanje r ako je intenzitet sile uza-
jamnog delovanja kuglica 27 mN?

RESENJE: Intenzitet uzajamnog delovanja kuglica je

L0 _ [l

ey 12 "= dreg |F|

F| =

Odavde je

T_\/Mgm;e"g?,om?)

27103
V100 - 106 = 10-10~3 = 10 mm.
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4. (Za samostalni rad) Jedno tackasto naelektrisanje @ se nalazi u koordinatnom
pocetku Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema, a drugo tackasto naelektrisanje
()1 se nalazi u koordinati (a,a). Odrediti izraz za elektri¢nu silu kojom naelektrisanje Q
deluje na naelektrisanje Q).

QQIV2 . ]
RezurrAT: F = ———— (i[ .
167ega? (i +1y)

9. Tri tackasta naelektrisanja @, ) i —Q su rasporedena
u temenima kocke ivice duzine a, kao na slici. Sredina je
vakuum. Odrediti izraz za vektor jacine elektri¢nog polja
u tacki P.

RESENJE: Vektor jacine elektri¢nog polja ¢emo dobiti superpozicijom elektri¢nih polja
zadata tri tackasta naelektrisanja. Za naelektrisanje postavljeno na koordinatama (0,0, a) ,
(a,0,a) i (a,a,0) imamo, respektivno:
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Vektor jacine elektricnog polja tackastog naelektrisanja ima radijalan pravac.
To ja pravac duz vektora polozaja r, koji spaja centar simetrije, u ovom
slucaju tackasto naelektrisanje, sa nekom tackom u prostoru.
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6. Intenzitet elektricnog polja u tacki A, koja se nalazi izmedu dva tackasta naelektrisanja
Q11 Q9 je jednak nuli. Ako je Iy = 31y, izra¢unati odnos izmedu naelektrisanja (QQo/Q17?

Odrediti izraz za vektor jacine elektri¢nog polja u tacki A od naelektrisanja
postavljenog u tacku (a,0,0).

Ql A Q2 X
—o s O '
4—»'4—»
[ b

RESENJE: Prema uslovu zadatka je

B . Q. Q.
E=E +E=0= 7T€0%}4+ 77509%( Jé) (1>

Iz relacije (1) je

Q2 Q2
—— =0= =—==09.
Q- 0
7. Dva tackasta naelektrisanja Q; = —50 nC i Q2 = 20 nC se nalaze u dva temena

pravouglog trougla duzina stranica kateta a = 6 cm i b = 8 cm. Izracunati vektor jacine
elektri¢nog polja u tacki A i njegov intenzitet.

Y
0,
a
A E
o I x
Ql b ‘\1‘. >
E,

RESENJE: Prema oznakama sa slike imamo

_ L@y
! 47'('80 b? *
1
E, = F&ocﬂ% 72 (cos aiy + sin aiy)
. 1 QQ b i + a i
Cdmega? + 2 \Va2 12 Var+ 2]

Zamenom vrednosti, dobija se

—50-107?, .V
WIX =70 312, D1y B,

\Y%
E, = 144001, + 10800i, —
m

E,=9-10°-

Vektor jacine elektriénog polja je vektorski zbir

E =E, + E, = (84712, 5i, + 10800i,)

Bl<
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pa je intenzitet ovog vektora

v

m.

IE| = /84 712,52 + 108002 ~ 85398, 17

Uraditi isti zadatak u situaciji kada tacka A i naelektrisanje (); zamene
mesta.

8. Dva tackasta naelektrisanja Q1 = Q2 = 4 pC se nalaze u vazduhu na rastojanju
r = 30 c¢m, kao na slici. a) Izrac¢unati vektor elektri¢nog poljau tackama A i B ako su
rastojanja r; = 20 cm i 7 = 10 cm. b) Izracunati potencijale tacaka A i B, kao i napon
Uap. Smatrati da je referentna tacka u beskona¢nosti. ¢) Izrac¢unati silu koja bi delovala
na uneto naelektrisanje Qo = 1 pC u tacku A.

QI A
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X
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RESENJE: a) Vektor jacine elektri¢nog polja od tackastih naelektrisanja u trazenim
tackama ¢emo dobiti primenom formule
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i uz koriséenje superpozicije.
Q1

Q1 . jord

E,= i, + —iy
4 dmegry 47r50(7“—7’1)2( )
o (1 1 )
= ST 3k
471'80 r{ (T—’ﬁ)
1 1
=9-10°-4-1072%. | — — — | i,
0 0 (0,22 0,12>1
=36-10""- (=75) i,
= —2700 - 1031,
vV
= —2.Tiy —.
m
Q1
Ep = @ i, + Q7 iy

4 (r + 7‘2)2 X dmegrs

1 1 1.
- 5 T2 ) &
dmeg \ (r + 13) 5

1 1
— 9 —12 .
=9.10"-4-10 -(—0,42+—0’12>1X

= 361073 - 106, 25iy
= 3825 - 1073,

_ 38251, ~.
m



Masinski fakultet u Beogradu Vezbe iz Elektrotehnike

O E, 4 E O, BE x

e E———— <—>I
7 T 7> E,

r

b) Potencijale tacaka A i B ¢emo dobiti primenom formule

_ @
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c) Sila koja bi delovala na tackasto naelektrisanje u tacki A se moze dobiti iz Kulonovog
zakona

F=0Qy-Es=1-10""-(-2,7)i,
= —2,Tiy pN.

9. Zapreminska gustina naelektrisanja lopte polupre¢nika a analiticki se moZe opisati
r
funkcijom p = po - —, gde je r odstojanje posmatrane tacke od centra lopte (0 < r < a),

a po konstanta. Odrediti ukupno naelektrisanje lopte.

RESENJE: Ukupno naelektrisanje lopte mozemo dobiti integracijom naelektrisanja ras-
podeljenom po sfernim ljuskama poluprec¢nika r i debljine dr. Elementarna zapremina je
dv = 47r? dr, pa je ukupno naelektrisanje lopte

a a 1
Q:/ p0£'4ﬂ'7’2d7‘:@'471"/ r3dr:@~4ﬂ'—a4:p07ra3.
0 a a 0 a 4
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10. Za sistem naelektrisanja opisan u Zadatku [5] odrediti potencijal u tacki P ukoliko
je a) referentna tacka u beskonac¢nosti i b) ukoliko je referentna tacka u koordinatnom
pocetku.

RESENJE: a) Elektri¢ni potencijal tacke A od tackaskog naelektrisanja je dat izrazom

o /1 1
V= - 1
A Areg \Ta  Tref ) (1)

gde su r, i 1. odstojanja naelektrisanja ) do tacke A i referentne tacke, respektivno.
Kako je referentna tacka u beskonad¢nosti, dobijamo

Superpozicijom dobijamo

—Q) Q Q Q
Va= - + = —1+vV2).
A7 4r €00 47r50a\/§ 47T€Oa\/§ 4mega < )

Studenti ¢esto prave greske, zbog sli¢nostima sa izrazom za vektor jacine elek-
o tricnog polja. Potencijal opada linearno sa rastojanjem izmedu tackastkog
naelektrisanja koje stvara elektrostaticko polje i tacke u kojoj se odreduje
potencijal. Eektrostaticko polje opada sa kvadratom udaljenosti tackastog
naelektrisanja od tacke gde odreduje vektor jacine elektrostatickog polja.
Takode, potencijal je skalar, a elektri¢no polje je vektor.
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b) Ukoliko je referentna tacka u koordinatnom pocetku, primenom relacije (1) dobijamo

L@ (11N, 1y, @ (1 1y
VA_47T€0 (a\/ﬁ a\/§>+4m—:0 (a a)+47r50 (aﬁ a\/§> 0

11. (Za samostalni rad) Dva tackasta naelektrisanja @ i —Q se nalaze u tackama
sa koordinatama (0,0,a) i (0,0, —a), respektivno. Odrediti izraz za potencijal u tacki

(0,0,%).
Q

REzZULTAT: V = .
3mega

12. Tackasto naelektrisanje @ se nalazi u koordinatnom pocetku Dekartovog sistema.
Odrediti rad prilikom premestanja tackastog naelektrisanja @y iz tacke (a,0,0) do tacke
(—2a,0,0) duz z-ose. Da li bi se rad promenio ukoliko bi se promenila putanja premes-
tanja naelektrisanja Qg7

RESENJE: Na naelektrisanje )y koje se kre¢e u elektrostatickom polju E deluje elek-
tricna sila F = QoE. Rad koji se izvrsi elektri¢na sila prilikom pomeranja naelektrisanja
Qo iz tacke A u tacku B je

B B B
A:/AF-dl:/A QOE-dl:QO/A E-dl
= QOUAB = QO ' Q <1 ! ) - QOQ

4reg S8mega’

a 2a

Prisetimo se da jedan sistem u stanju staticke ravnoteze ne moze menjati svoju energiju,
pa ne moze izvrsiti nikakav rad. Time dobijamo

§1§0E~d1:o, (1)

U jednacini (1) je sa kruzi¢em na integralu oznacena kontura (zatvorena putanja). Kako
je elektrostaticko polje konzervativno (kao i polje gravitacije) rad ne zavisi od putanje in-
tegracije, ve¢ samo od polozaja pocetne i krajnje tacke. Integralna relacija (1) je direktna
posledica zakona o odrzanju energije.

13. Naelektrisanja @; = 5 nC i Qy = —2 nC se nalaze na medusobnoj udaljenosti od
r1 = 1 m. Koliki je izvrSen rad i ko ¢e ga izvrSiti ako se naelektrisanje () priblizi na
rastojanje ro = 0,5 m od naelektrisanja ),7

RESENJE: Neka je naelektrisanje )y u pocetnom trenutku u tacki A, a u krajnjem
trenutku u tacki B. Trazeni rad je jednak

A=QoUsp=0Qo" @ (i—l)

47T80 ™ T2

— 9107 (—2-107°-5-107%) - (- L
=9-10"- (-2-10 510)(1 075)

=90-107? =90 nJ.
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su naelektrisanja suprotnih znakova pa je elektricna sila privlacna. Ovo
implicira da je do premestanja naelektrisanja )y doslo zbog elektri¢nih sila

o Pozitivan rezultat znaci da je rad izvrSilo elektricno polje. Primetiti da
polja.

(,') Do resenja smo mogli do¢i i preko razlike pocetne i krajnje elektrostaticke
e energije.

14. Koriste¢i se Gausovim zakonom, odrediti vektor jacine elektricnog polja od naelek-
trisanja koje je opisano u zadatku[I1] Odrediti napon izmedu tacaka A i B koje se nalaze
na udaljenostima 3 i 37“ od centra, respektivno.

RESENJE: Gausov zakon (teorema) kaze da je izlazni fluks vektora jac¢ine elektri¢nog
polja kroz zatvorenu povrs S, koje stvara naelektrisanje (), jednako naelektrisanju @)
podeljenom dielektricnom konstantom e¢y. Matematicki

gﬁE.dszQ.
S €o

Ovo je ujedno i jedna od osnovnih integralnih jednacina za elektrostaticko polje u vakuu-
mu.

Zbog simetrije, linije elektri¢nog polja ¢e biti radijalnog karaktera i intenzitet ¢e biti isti u
svim tackama zamiSljene sferne povrsSine poluprec¢nika r, koja je koncentri¢na sa zadatom
naelektrisanom loptom. Vazno je dakle, koliko naelektrisanja se nalazi unutar zamisljene
Gausove zatvorene povrsi.

"
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Gausova povrs

Razlikujemo dva slucaja:
1. Za r < @ imamo

pa je odavde

2. Za r > a imamo
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pa je odavde

E

3

Pod i
,-

4eor?

(2)

Primetimo da kada u izrazima (1) i (2) zamenimo r = a dobijamo isti rezultat. Ovo znadi
da je jacina elektri¢nog polja neprekidna funkcija rastojanja r, merenog od centra lopte.

Strogo matematicki gledano imamo lim E (r)

©

r—a—

~ AR B

Da li je vektor jacine elektricnog polja ma koje raspodele naelektrisanja
u vakuumu uvek neprekidna funkcija rastojanja? Ako nije,

mozete 1i dati

primer?
Napon je
3a/2 a 2 3a/2 3
UAB:/ E-dl:/ Por dr—i—/ Pl dr
a/2 a/2 480@ a 4507”
I WY KT A A
450@ 3 a/2 480 r a
po 1[5, d poa’ 1 n 1
dega 3 8 deg " a
o 7a®  pea’ 1
12500 8 4gg 3a
~ 15poa
96
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