OCHOBHMW NMOJMOBU TEOpUje e1acTu4HOCTU

-~ Teno je n3oTponHo MMa MUcCTa eflacTudHa CBOjCTB
y CBUM npaBLUMMa

-~ TeNno je XoMoreHo, Tj MMa ncrte ocobmHe y CBUM
Taykama Tena

Aedopmauumje cy mane f _ g
-~ nojaena cnosballktbUX CUNA:NOBPLUMHCKE U ; Y
3anpeMuHcke
AF ro =
¢, = lim — _ . 2 ATE" " o ‘-:: _SLL_E,_
el ;"“'1 f AA-»o AA an,oﬁ a5+0 &9 i S S . ,
Hanmoncko cTame je ONHCAHO T3B. TEHI0PHMA Opyvror pena (ckpalieno
TEH30pPHMA)  I[IOINTO IIOPed EBeIHYHHE, MOpaBla H cMepa KOJH Crnka 1.

ogpeljviv BeKTOpCcEY BeAHYHHY, HANOHCKD CTARE 3ABHCH H O OpIa
HOpMaZle MOBPIIHHE HA KOJY CE HaNOH OJHOCH, ¢ = ¢ ELJ‘_';::,__ r-_*.:l. To
3HAYTH Ja HATIOH V jeJHO] Ta9kH Molje HMAaTH pPa3THIHTe BpeIHOCTH 3a
PAITHUHTE MPecedHe PABHH Koje MOpodase kpo3 TV Tauky. [Ipema
npojeKIH]a

VKVIOOHOI HalloHa ¢, Ha HOpMaTy 7 Cce Ha3HBa HOPMAaJIHHM HAIIOHOM
v Taukd O 3a paBaH ca HOpMaJIOM 1. JOK C€ MpOjeKIH]a HalloOHa (),
Ha caMy paBaH Ha3HBa HaNOHOM CMHUa®ma (TaHreHUHjaTHHM

HamoHoM) v Tagkl () 3a DocMaTpaHy pabBaH.



Naponi u poprecnom preseku

U preseku «a-a , u okolini
tacke 0, uoci se elementarna
povrsina A4. Unutrasnje sile,
koje dejstvuju na elementa-
rnu povrsinu A4, redukuju se
na tacku 0 tako da je
redukciona rezultanta jedna-
ka rezultanti unutrasnjih sila
AR, jer je vrednost momenta
redukcionog sprega unutra-
snjih sila jednaka nuli zbog

beskonaCno male elementa-

. . AM .. .
rne povrsine A4: lim ——=0 Srednji ukupan napon i ukupan napon
440 A4



Koliénik rezultante unutra-
sSnjih sila koje dejstvuju na
elementarnu povrsinu i
elementarne povrsine pre-
dstavlja srednji (prosecni)
ukupan napon p,  u tacki 0
za ravan sa normalom 7 .
Pravac i smer srednjeg
ukupnog napona se poklapa
sa smerom i pravcem
rezultante unutrasnjih sila.

Grani¢na vrednost srednjeg
ukupnog napona 2, kada
elementarna povrsina A4 tezi
nuli zove se totalan (ukupan)
napon p, u tacki 0 za ravan
sa normalom 7 .

Ukupan napon je vektor Cciji
se pravac ne poklapa ni sa
pravcem rezultante unutra-
snjih sila, ni sa pravcem
normale 7 na ravan preseka
a-a .

Srednji ukupan napon i ukupan napon



Naponi u poprecnhom preseku

Ukupan napon p, u tacki 0 preseka o-a sa
normalom 7 se moze razloziti na komponentne
napone - jedan u pravcu normale na presek, koji

se zove normalni napon &, i jedan tangencijalni

n?

(smi¢uéi) napon 7, uravni preseka o-o :

pﬂ = O-I? + r"

- Razlaganje ukupnog napona
Tangencijalni (smicuéi) napon 7, moze da se na komponentne napone

razlozi na dva tangencijalna (smicu¢a) napona

Tum | Ty U ISto] ravni preseka : pravac normale na ravan preseka

-

[)n — o-n +7 + rnl

nmn

pravac napona u ravni preseka



—

Za uvedene jedini¢ne vektore 72, m2, [, pri cemu je
|77] =] ﬁ}|=|/ |=1, izraz za ukupan napon se
moze napisati u obliku:

p,=C, n+t, -m+t,-l

nn

p n = (O-n 2 Tnm’ rni )

Razlaganje ukupnog napona
na komponentne napone

Dakle, napon je vezan za odredenu tacku i ravan kojoj pripada ta tacka.

Broj ravni preseka koje sadrze tu tacku (0) je neograni¢en, pa ¢e prema tome
za tu tacku postojati beskonaéan broj ukupnih napona.

Skup svih ukupnih napona u toj tacki (0) se naziva stanje napona.



Medutim, ovaj problem moze da se uprosti, jer te vrednosti podlezu vezama,
tj. nisu potpuno nezavisne, tako da je dovoljno da se za usvojeni Dekartov
koordinatni sistem u prostoru, u okolini tacke 0 u odnosu na elementarnu

zapreminu dV, posmatraju ukupni naponi cCije su normale zapravo ose

[\ ]

koordinatnog sistema.

—

To su tri vektora napona: 2., o, i £.,

sa po tri komponentna napona, koji se
mogu napisati u obliku matrice tenzora

napona, i oni u potpunosti odreduju

naponsko stanje u tacki 0:

p.=G +T, +7, -—o-j+r j+r_k;

—_

p,=0,+7, +T,_ 1+0' ]+Z' k
+

5 . s _ : Komponentni naponi u
Ty T0, =T, [+ t j+ o, k Dekartovom koordinatnom sistemu



Dakle, stanje napona u tacki 0 je
odredeno sa devet komponentnih
napona, tri normalna i Sest
tangencijalnih, koji se predstavljaju u

obliku kvadratne Seme koja se zove

matrica tenzora napona ili tenzor
hapona:
O-}\' xy X<
S = T_\Z\' O-j‘ T_":
T T (o}

zx zy 2

(8]

Komponentni naponi u

Dekartovom koordinatnom sistemu



OCHOBHMW MOJMOBU Teopuje enacTUYHOCTU

TEeH30p HarnoHa ¢ T[oKa3yje ce Aa y noTnyHocTn oapehyje
HAMOHCKO CTake Yy AAaTOoj Tayku, U OHa MMa ABOUHAEKCHO
O3Ha4yaBake, rae npBv MHAEKC Ce O4HOCKM Ha NOBPLIUHY rae
HaMoH Adenyje a Apyru Ha npasal Herosor genosama. [pu Tome,
aKO 3HaMO TEH30p HarMoHa, MOXXeMO O4peaAUTV BEKTOP HaMoHa 3a
61No Kojy npeceyHy paBaH y TOj Ta4ykn n OOpHYTO akKo 3HaMO
BEKTOpe HarnoHa 3a busio Koje Tpu HEKOMM/IaHAapHe npeceyHe
PaBHU Yy TOj TAUYKU MOXEMO OA4peAnTUN TEH30P HAMOHA Yy TOj TauKMW.



YCcnoBu paBHoOTeEXe n34BOJEHOI U3 Tena-

HaBunjeoBe jeaHa4YnHe
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dV = dxdydz e
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KOOPIHHATHO] paBHH XZ . a IOMepeHa je o OBe 3a av

gy +(60y /ey)dy, Ty +(CTy /Cy)dy. T, +(C7,. /cy)dy.

YeaoBH paEHOTE&S OV (ITTAEHH BEKTOP JATOr CHCTEMA

L
L]

01

CHIIA jeOHAK j& HYIIH):

) > F.=02)» F=0 3) > E =0,



(O + (80, / &x)dx — 0y )dydz + (Tyx + (9T, | BV)dy — Ty )dlzdlx
+(T + 07, / 02)dz — T, )dxdy + @, dxdydz =0

(6o, /ox+01y, /vy + 0T / 0z + @, )dxdydz =
00, Uiy 07,

pl) +—+ +@, =0 T N -
cx cy oz Kako je dV =0 caeau aa je:

S E =0 m

Ha ciuvan 13 yeaoea 2) ZF} =0. 3) ZF_, =0, zobmajy ce

cnexelie jegHavYHHE:

) — 7Y 7Y L =0
p2) o o > k
cT,- 3
p3) Ol s 5% L =0
cx cy oz }

~ Be3a m3Mehy HanoHa n cnosballHux
3arMpeMUHCKUX Cmnnia



Taxolle H OpvIH ceT jegHaYHHA CcyMAa MoOMeHaTa (ITaBHH MOMEHT
OATOT CHCTEMA j& TAKOLE S OHaK HYIIH).

SM, =03 M, =03 M, =0

Taxo je 3a ocy Koja mponasH Kpo3 TexHmTe d) H Koja jé mapaieIHa
Ca I OCOM:

Y M, =ty dydzdx | 2+ (Ty, + (8T, / Ex)dx)dydzdx / 2
—Typdxdzdy | 2 — Ty, + (87, / 8y)dy)dydzdy / 2=0

3aHeMapHBaKkEeM WWIAHOBA BHIIET Pela V3 YHEBEHHIY 1a je
dV =0 gobma ce 1aje

Ha cnuaan Ha9HH OpHEMEeHOM DpeocTala JBa YCIOEA PABHOTE&E
FAEBVIV]E C8 Ja BaAH:

pS) Ty =Ty
pé) 7, =7,




KowunjeBe jeaHauyMHe HANOHCKO CTamwe 3a
AaTy paBaH

Hanown 3a npouzeonsHy pasarn xpos youexy mayxy O

A N

d)
n=cosai +cosfBj+cosyk

O + A Bux . By + Ay Gz + Az .
) > F=0,2) ) F,=0 3) ) F. =0,

(s + APy )dA— (o, +do,)cosadd — (7, +dr, )cos fdd -

(7. +dr  )cosydAd+ o, %dzith:ﬂ




$x =0y COSQA + Ty cos f+ 17, cosy

¢,,y =Ty cosa +0, cosﬂ+rzy cosy

Pz =T COSQ +Ty; cos f+ 0, cosy

I'nasnu Hanonu
3a npoH3BOBHY paBaH ca HOPMAIOM 7 . HOPMATHH HAloH MpeMa
NPeTXOIHHM H3pa3HMa onulie:

o, =n-@, =(cosa;+cosﬂ_-f+cosrl-c.)-(%f+¢,,y}+¢mi)=
=cosag,, +cosﬁ¢ny +cos }@,. =
=0, cos’ a+ao, cos” p+o. cos” 7"'273)' cosacos G+

+21r_,E cos fcosy + 27, cosycos@



Bexropn Ko ©y DOBYYeHH H3 IIOCMAaTpHE Tadke Y IpaBLy
onroeapajyimx Hopmana » 3a pa3ge NPOH3IBOJEHE PABHH H UHJE CV
PO eKITH]:

§=msaf,.,fi£rn|, 1}'=cn5ﬂf.,l|ll|ﬂ,,|, §=Cf—'5f"r*\”ﬂ_n|v

oGpazosalie MeHTpaTHY MOBPIIHEY IPYTOT pela jep mocle 3aMeHe
[é’ o A ] v MpeTXOIHH H3pas JoDHja ce:

+1= 0,8 + 0y + 0,077 + 2058 + 20,10 + 20,08

IIpomsunazu . ga mocToju oaroeapajvlim mpaBOVITIH CHCTEM T3B.
27a8HUX 0Ca H aKO Ce OBE VCBOJE€ 32a KOOpPIHHATHe, JIO0H|a Ceé Ja cv

Taga oarosapajyiiH HamoHH Ty =Tg =T) =0. Ilpema TOMe, V¥

OOrOBApajy  OBHM PAaBHHMA HA3HBAJV Ce  JIA8HN  HANOHN )
nocMampasoj Mayky mera u  O03HAYeHU cy ca O] > 0p > 03.

' P by d 2,4
3= =<’“"“[ : ]{”Né}
s NICUANE:

HauMe, HMa)VIiH v BHOY Je(HHHIH]Y ITTaBHHX oca H3 KommHjeBux
JeIHAYHHA CIIeTH:

¢y =cos a0y, @,y =cos f0,, @3 =cos )03,

BEKTOpE MOJI0kaja, VouaBa ce Ja TH BeKTopH AedHHHmY T3B. Jaweos
(Lame-ov) eruncoud Hanowa .

2
| =) O3




0; cosa; =0, COs@; +1T,, COS B; + 7 cosy;

0 cos ff; =Ty, cos@; + 0, cos ff; + T, cos ;

0; COS J; =T COSQ; + Ty, cos ff; + 0, cos 7




MOpa OHTH HCOVEE€HO Ja jé JeTepMHHAaHTa CHCTeMa
JeIHAKA HYJIH, a OHa MPeICTaB/ba T3B. KAPAKTEePHCTHIHY

HIH CeKVIapHY jegHauuHV Tpelier pexa:

0, -0;

THJHM pellaBalkeM oapeljyjemo Oy > 0y > 03 KoJH Cy
TIO3HATH MO HAZHBOM 21a8He 8pedHOCIN MeH30pa
HanoHa O

f(o,)=det|g, —0,I|=0; ~L,(8,)07 + I, (¢,)0; —I(¢,) =0
Oeaecy ca Ij.];.I]; o3nauera npea.apyra H Tpeha HHBapH)aHTa

Li(o)=0,+0y+0..5,(0)=

% Ty T
I (o)=detlo|=|r), 0, 7,
az

In Ty

Ii=trT =011 + 092 + 033

I =3 [(trD)? —tr (1%)]



ITomTo cy BeKTOPH IIABHHX NpaBalia 71, JeIHHHYHH H IOKa3yje ce

aa HCIIVE,ABA]y VCI0B OPTOrOHATHOCTH
(i:',. ){ﬁ,} =0,r,s=1.2.3 r#£s OIHOCHO OHH IpeaCTaBbaly JeJaH

OPTOHOPMHpPAHH Oa3HC Tako Ja ce v TaukH O MoOKe OH V3eTH VMEeCTo
noctojelier mpaeoyraor TpHeapa Oxyz. JobHja ce Ja je TEH30p
HAIOHa cala zmjarona.:gan:

o7 0 0
0 o 2 0
0 0 o 3

I]I' =0y +0;7 + J3,I21—- =010y + 103 + 0203
Iyr = 010,03
Ha ocuoey BHeToRHX mpaBHIa nokazyie ce Ja cy

Li(o)=0,+0,+0, =k =0y + 03 + 03

Iy (‘I]=Izr=fi [J)=I3F= |r:r|=|I‘|

qHMeE je JokazaHo Ja cy [y.J,.J]; 3aHcTa HaoHCKe HHBapH|aHTe.




OCHOBHM MOJjMOBU TEOpUje €/1aCTUYHOCTU

-~  Mana nedopmainuja yBpcTOr TENA

Apsolutna (ukupna) promena duzine nastaje kao posledica pojave normalnog
napona u ¢vrstom telu.

Odnos apsolutne (ukupne) promene duzine i prethodne duzine predstavlja
srednju dilataciju (srednju relativnu promenu duZine u okolini tacke A i
pravcu AB):

Aldl
SSI'= ( )
dl
Grani¢éna vrednost ove srednje

vrednosti kada d/ tezi nuli zove se

dilatacija (specific(na promena
duzine u tacki A za pravac AB):

A(dl
si=lm ( )

di-0 (] Deformacije: dilatacija i klizanje




Ako se posmatra prav ugao sa temenom u tacki K cvrstog tela pre
deformacije, €iji kraci prolaze kroz tacke M i N, taj ugao se posle deformacije
promenio za ugao } koji se zove ugao klizanja.

Granicna vrednost promene pravog ugla, kada duzi KM i KC teze nuli,
predstavlja klizanje ),z = &, T &, u tacki
K za ravan MKN.

Klizanje je mera promene oblika

tela kao posledica dejstva

tangencijalnog napona i zove se

deformacija smicanja.

Klizanje moze da bude pozitivho
ako prav ugao postaje ostar i
obrnuto, negativho ako prav ugao

Deformacije: dilatacija i klizanje

postaje tup.



OCHOBHM MOJjMOBU TEOpUje €/1aCTUYHOCTU

IIpu ToMe je aunaTaumja &, L R — . N _
X
A'B'—AB X dx
g, =———=A4A'B'=(1+¢,)AB=(1+¢,)d
X !B ( X) ( X) X . o g Iy Sl. I.5

C apyre cTpaHe, ; .
P [Tomro cy nedopmanmje BpIo Maje, TO Cy U AWIATALIHje U H3BOIH

2
. au Y a )V noMepama Takol)e Masle BeTMIHHE, [1a 3aHEMAPHBaEM BEIMIHHA
(4'B')" = 1+g dx | + gdx BHIIIET Peia TPOH3HIIA3H:

Ha ocHoBy nperxoaHa aBa H3pasa JoOHjaMo:
2 2
26+ sf =2%+(ﬁ) +(§]

ox ox
ou
e
OJHOCHO Ha CIHYaH HAaYHH JOOH)a Ce H 3a ) NpBall:
e ov
o

OZHOCHO V CJIy4ajy TPOAHMEHIHOHATHHX JedopMalHja HMaMO H
KOMIIOHEHTY HY I MpaBIy

£, =—



OCHOBHM MOJjMOBU TEOpUje €/1aCTUYHOCTU

TaKOIjC , Ha CJIMYaH Ha'1TMH MOJKE CC KOHCTATOBATH [1a C€ IIpaBa AB

no aedopmanyju oOpHy/Ia Ka ) OCH 3a yrao %, a mpaBa AC

(mocie medpopmarmje 4'C") ka x ocwu 3a yrao Ou / 8y . Ilpema Tome,

Kiu3ame ), Ouhe JeIHAKO!

Yxy =coul/cdy+cov/ox
VY cayuayy TpoaHMeH3HOHATHHX AedopmanHja mmahemo H :
Yx =0Ow/ox+0culoz, Vyz =ov/oz+ow/oy

rae ce Ha OCHOBY VBHIA V MPeTXOJHE H3pa3le MOAKE 3ak/BYYHTH Ja
CV KIH3alka CHMETPHYHA, T).:

yxy =7}xs Ve = V- 7yz =7zy’
IIlect koMmoHeHaTa gedopManH)e

€x-Ey.8z. Ty = Vx> Yz = Vx> Vyz = V-




IpaBlla 3a KOja Cy KIH3a\a jegHaka HyIH )y =0, 3 =0, 53 =0,

TAKO Ja Ce TH NpaBUH Ha3HBA)V npasyu crasxux owuramaywallpn

TOME je

£I+£y +82=£l+82+£3
aedopManHja HE MOTY OHTH NPOH3BOBHE. |H JOMVHCKH VCIOBH CV
nozHatH kKao Cew Bewnawosu venosu mj. JjeoHawuHe
KOMNAMubUTHOCU degopmayuja (uiecm napyujanHux
OugbepenyujarHux jedrakuxa). Tensop gedopmaume £ je

vy syx £

E= EJD' E», E’J’

£, i o

8y =8y, 6y =8y, 65 =&,
26, =28, =¥y
rae cy caga: il
28, =26, =7,.,

2‘% = 25',,, =V

OJHOCHO TeH30p dedopmanmje je
& Yol2 ro/2

E=|yy/2 & ¥,./2

Yx!2 7212 &




Crame HANOHA y 1aT0j TAYKH = | Tox
— Ten3op Hanona: . T
p ‘ | Tz
gx
Crame nepopmanuja 'y |
1aToj Tauyku: — Tenzop [5] = Eyyx
nedopmanmja 1
. 57/ 2x

Thomas Young
1773-1829

Robert Hooke
1635-1703

Y T)’Z

zy O-Z_

1

27/xy 27/xz
|

&, 57@2

1

EJ/Zy &,




= A




(0xyz)

BT, T, A SN S J | 5

2.2\ % ap 3| T yxa %52 *ax *




L= 0,+ 0, + 0,= 0| + 0, + ;= Konst.

= 2
D9e= O Oy + 0y Gy h O O~ Tp— T

= 0y 0, + 0, 03 + 03+ 0} = konst.

= 2 2 7
I3 =0,0,0,+27,,1,,T,,— 0Ty, = Oy Ty = O, Ty =

%
= 0y- 0, - 0;=Kkonst.

Ilc=0'x+°}+0',=0‘1+0'2+0§=konst.

Ie=0,"0,+0, G, +0, C,~ T2~ Th

=0, 0, + 0, 03 + 650, =konst.

- 2 2 3 |
I =0,0,0,+21,,1,,1,,— 0,55~ 0, 1,,— 0T 5=

= 0," 0, - 0,=konst.










YorniiuteHn XyKOB 3aKOH

- Vonwmeru Xyxoe 3axow-
p— 2 ) ,r-I ' ‘ R _‘-, r
O, =(A+2v)e, + A&, +¢, )= A5, +2ve,
o, =(A+)e, +A(e. +&, )= Ag, + g,

ag. = |A +21’)€: + A (.Sx + &, ) = ,{g‘. +‘31,-g=

Ty =VY

o =V
Tyr =VVis E, =, +&, +E,
Ty =VVy2

3a NPOCTOPHO CTamke Hampezama.C 002HpOM Ha TEeH30pe HaloOHa F
nepopmannje XVKOB 3aKOH CE€ MOXKE HAMHCaTH H V TEH30PCKOM
OOTHKY

o=As I+2ve —>

- -

— 4 ." “j 1 D ]
Oy Ty Ty 1 00 Ex Vo le Vel<
r I B I .
Ty Oy Ty |=4810 1 0)|+2v|y,, /2 . R
lee Ty O 0 01 I Yel2 712 &




rae cy caja I jeIHHHYHA MaTPHIIA, a

FT=ui +1ff+wi:

Ha ou ce Hapaszune gedopMalHje DoMolly HamoHA JeTepMHHAHTA
NpEe TpH jefHAYIHHe je jegHaka A=41v"(34+2v)=0 Tako ga
peIABAKRSM MPETXOIHOT CHCTEMA JeOHATHHA [0 KOMIOHEHTHHM

oedopManHjaMa VOIIITEHH XVKOB 3aK0H MOME C8 H3PasHTH IMoMoly
jeIHATHHA:

£, =(2v, _*';]:_ 2(A+v)o, — (g, e—&ff
g, =(2v/ _"-L}|:1 A+v ]-:r —-ilg. +o, }
g =(2v/A [ —;i[crx +a, ]|
Vo =T /1 _

Yoz =T 1V
y =7 [V

Axo ce vBemyv OBe MaTepHjalIHe KoHcTaHTe E JyHroB Moavia
L

eIACTHYHOCTH MaTepHjan H I[IvacoHoB KoedHUH]EHT 4 KOJE CV

oapeljere caegelinm penammjama:



(3A+2v)v
E= -
(v+4)

H IpPeIcTaBba)y

-![=

€y

A

le.|  2(2+v)

VYBE€K IIO3HTHBHE KOHCTAHTIE¢ 3a CB€ .\iatepnjane-

Taxole, Tameor KoedHIHIEHT Vv € MO3HAT H IO HAZHBOM Ka0 MOIVI

. ;9
CMHLIAKa OZHOCHO MOV KIuzard, mj. v=G|iN,.' m'] Axo ce

MNPEeTXO0JHO VBE€IACHE KOHCTAHTC

o, — (o, +0, |

03- —/I(O’_, +Gx )

o.-ulo,+0o,)

I00H)a:

1 -

€x =E-

— 1 -

Ey gL

1 —_—

£ =—

: =L
Yoo =Tg ! G,
Ve =T /G

cy;}-_

— /
Ty G

G=E/2(1+u)

3aMeEHe ¥ je,:maqnne KOHAa<HO Ce



P@opmyaucaroe npobiema meopuje eracmuiHoCcmu

VY ommreM cavda)y TPOIHMEH3IHOHAIHOI HAIIOHCKOT CTaka HMAao,
npema ToMe, 15 Hemo3zHaTHX BeIHYHHA o1 Tora 6 HamoHa

O TaysTyza0yo T30 Ty 6 KOMIOHEeHTHHX JedopMallHja

-
1z
v

Ex’g}" 8:, ?xy = y.}x, },x: = }/3, ;V.lp: = }’:.V, H TpH nohlepa&a ll,"., '“’.
Taxolhe umamo u 15 jeanaunna | 6 jegHaAYIHHA €TaCTHIHOCTH —
VONIITEeHH XVKOB 3aKkoH, 0 jeaHaunHa gedopManHja
ou ov cw

V ~ - - -

ooy oz
Yy =0Culcy+ovieox
Y- =0Ow/ox+0ouloz,

4 vz = cv/coz+cow/ 63;

-

H TPH VCIOBa paBHoTexe —Hasujeose jeoravure. Bogehn u pauvha
O T3B. KOHTYPHHM VCIOBHMAa MOrviie jeé peImHTH 3aJaTke TeopHje
eJacTHYHOCTH.



Generalisani Hukov zakon I

Veza napon - deformacija za izotropno telo

@ Veze izmedu komponentalnih napona i deformacija date su sa
vezama dilatacija i normalnih napona:

(n
|

:U.r T V(Uy . Uz):

oy — V(02 + 02)

»(n
|

0, —v(0oz + 0y))

& — |~ |~




Veza napon - deformacija za izotropno telo

kao i sa vezama izmedu klizanja i smic¢uéih napona:

21 +v) 1

Yy = T‘ Ty = a
~ 2(1+v) 1
=~ F =g
24y 1
=G

~ —
|~ E L

@ Jednacine (1) i (2) pretstavljaju veze izmedu komponentalnih
napona i komponentalnih deformacija: generalisani Hukov
zakon za idealno elasti¢no izotropno telo




Veza napon - deformacija za izotropno telo

@ Tenzori napona i deformacija su prikazivani u vidu
odgovarajuc¢ih kvadratnih simetricnih matrica reda 3

@ Elementi na glavnoj dijagonali su normalni naponi, odn.
dilatacije, a vandijagonalni elementi su smicuéi naponi,
odnosno klizanja

@ Moguc¢ je i alternativni matricni prikaz tenzora napona i
deformacija, kao i veze izmedu njih, gde se svih 6 razlicitih
komponenti tenzora napona i deformacija prikazuju u
matricnom obliku kao vektori kolone sa po 6 elemenata

@ Vektori komponentalnih napona i komponentalnih deformacija
prkazuju se u obliku

% 4
gz | Ex |
Ty Sy
0. £,
o=« % e=4 = ¢ (3)
Ty [Ty
Ty= Yyz
\ T2z ) \ Yzz )

I



Veza napon - deformacija za izotropno telo

@ Jednacine (1) i (2) mogu da se prikazu zajedno kao jedna
matricna jednacina:

e=Co (4)

gde je C matrica fleksibilnosti (elasticnosti), reda 6, data sa

1 —v —v 0 0 0
—v 1 —v 0 0 0
C_ L= = 1 0 0 0
E 0 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 0 0 2(1 4+ v) 0
0 0 0 0 0 2(14+v)

(5)



Veza napon - deformacija za izotropno telo

@ Jednacina (4) moze da se prikaze u inverznom obliku kao
oc=De (6)

gde je D matrica krutosti materijala, izrazena preko Lameovih
konstanti, data sa

2+ A A A 0 0 0°
A 20+ A A 0 0 0
A A 20+A 0 0 O
D= 0 0 0 o 0 0 (7)
0 0 0 0 pu 0O
0 0 0 0 0 p |




Jbyacka KocT femur uMalgnEsR»igay crydajy AejcTtBa

aKCujanHe cune Hac 3artesaHke U caMo 3d CUNJ1E

nor

onTepehera Koje aenyjy ynpaBHO Ha KOCT

AkO je akujanHo onTepehere Ha NpuUTUCaK Taza je
n. [ESERVIZ] [1pyryM peurMa KOCT UMa CTerneH
o4 2-

CUTI'YPHOCTU 5)

KOHCTUTYTUBHA jeAHA4YMHa ‘
JbyCKEe KOCTH | noodils

i
Elastic
Modulus

napon-deformacija dijagram u slucaju cortical kos
Yy CAyUajy akcujanHor onTepehewa Ha 3aTte3amse,
aKcujanHo ontepeherwe Ha npUTUCaK




OuurnegHo je Aa matpuua npeacTtaB/ba UHBEP3UJY
MaTpuue n aaTta je y yHKLUUJU TEXHUYUYKUX KOHCTaHTH
Young.oB MOAY/1 elaCTUYHOCTU Ei,Moayna Knusawa Gi,u
Poisson-oB Koed®uunjeHTa V.

3a opTOTpOnNaH Matepujan

yNTpa3By4yHa TEXHUKA 3@ MepeHe aHU30TPOMNMHUX eNnacTUUHUX
0cobuHa kocTtun. lobunja ce TanacHa jeaHadnHa rae Ccy:
ryctmHa meaunjyma, V 6p3vHa tanaca, U jeanHn4YHn BeKTOop
npasua rnomepaja genuha cpeanHe n N jeAUMHNYHN BEKTOP
npasLa NpocTupara Tasaca




a) MoXKe ce rIpuMeHUTU U 3a BEOMa Masie y30pKe
6) MOHOB/bUBOCT je U3y3eTHa

Ly)mory ce meputu cBux 5 nan9 koepuynjeHata Ha
Y30PKYy

TexHMKOM MPOCTOPHOr MPOCTUparba Tanaca Moryhe je
oApeanTn JyHroB MoAy/sl €enacTUYHOCTU AUPEKTHO.

TABLE 1.2 Elastic Stiffness Coefficients for Various Human and Bovine Bones®

Experiment C G, [ Ca Ce G Cy Ca Cs
{ Bone Type) (GPa) (GPa)  (CPa) (GPa) (GPal (GPa) (GPa) (GPal  (CPa)

Van Buskirk ang Asirnan i i&4 A0 700 .30 528 .34 4,584 6594
[1981] {bovine femur)
knets [ 1978] (human tibia) [ 1.6 144 225 4.9] 356 241 795 6,0
van Buskirk and Ashman 0.0 1.7 .50 5.85 4.74 09 115
[1981] (human fernur)
."'f'lall'ml'il.ige [1984] (bovine 21.2 210 290 6,30 G50 540 1.7 1.7
fernur haversian)
."+'I;1|'|;1|'i|.1;_‘u,£- [1984] (bovine 22.4 250 350 520 710 10 [4.0 [5.8
fernur plexiform)

« Y Tabenu cy npukasaHun (in GPa) 3a 4yoBeuunjy (Haversian)
kocT and (both Haversian and plexiform) KocT kKpaBe.




TABLE 1.3 Mean Values and Standard Deviations for the
C, Measured by Van Buskirk and Ashman [1981] at Each

Aspect over the Entive Length of Bone (all values in GPa)

Anterior Medial Posterior Lateral
C 18.7 £ 1.7 209+ 0.8 0.1+ 1.0 06+ 1a
a3 204+ 1.2 223+ 1.0 222+ 1.3 220+ 1.0
Cay 286+ 1.9 a0+ 2.3 Aa+ 1.0 A5+ 10
Cy 63068 G645 £ 035 G7a+ 1.0 627 £ 0.28
G 555+ 0.41 a4 + 0.5] 593+ 028 a8 4+ 029
Cee 434 £ 033 4,87 + 035 500+ 045 463 + 036
Oz 11.2+ 2.0 11.2+ 1.1 10,4+ 1.0 10,8 + 1.7
Ci 1.2+ 1.1 11.2+ 2.4 1.6+ 1.7 11.7 + 1.8
(a3 104+ 1.4 11.5+ 1.0 12.5+ 1.7 11.8 + 1.1

=
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Experimental Methods

TABLE 1.4 Elastic Moduli of Trabecular Bone Material Measured by Different

Study

Method Average Modulus (GPa)

Townsend et al. [1975]
Ryan and Williams [1989]
Choi et al. [1992]
Ashman and Rho [ 1988]
Rho et al. [1993]

Rho et al. [1999]

Turner et al. [1999]

Burmrerraj | 1999]

Buckling 11.4 {Wet)
Buckling 14.1 (Dry)
Uniaxial tension 0.760

Four-point bending 5.72

Ultrasound 13.0 { Human)
Ultrasound 0.5 (Bovine)
Ultrasound 14.8

Tensile test 10.4

Nanoindentation 19.4 { Longitudinal )
Nanoindentation 15.0 (Transverse)
Aconstic microscopy 17.5

Nanoindentation 181

Aconstic microscopy 174

oncer je oa 1 GPa ao 8 GPa.
MoaenupaH-e enactMyHor noHallama
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