4 TejropoB MOJIMHOM

4.1 TejaopoB nu MakJIOpeHOB MOJIUHOM

Herka je f mudpepennmjabunna GpyHKIU]a y HEKO] OKOJIWHU Tadke a. Tana je jeduawuna manzenme
f(@) = f(a) + f'(a)(z - a)
3aIIPaBO AUHEAPHE ANPOKCUMAyUje PYEHKIUje [ Yy OKONUHU TaduKe d.
Ti(x) = f(a) + f'(a)(z — a),

fla) =Ti(a), f'(a)=T{(a) u f(z) ~Ti(r) 32 x U3 OKOIUHE TauKe a.
Momuuowm Ti(x) je Tejaopos noaurom UpBOT CTEleHA 3a GYHKIU]Y f y OKOJIMHU TadKe a.

Axo o3HaAUMMO

Taaa je

CnuyHO, MOKEMO HOMKEJIUTU Na ABa IIyTa JuepeHnjadbniny QyHKIUjy f y OKOJMHU TadyKe ¢ allpPOK-
CUMUPAMO KBAAPATHUM MOIUMHOMOM T5(Z) Tako ma BasKu

fla) = To(a), f'(a) = Ti(a) u f"(a) = T4 (a).
Tana je ~ I () PR
To(2) = f(a) + f'(@)(w — a) + 152z — )

TejmopoB momuHOM Apyror cremneHa 3a (GYHKIU]Y f y OKOJUHU TAYKE a.

Hedunuannumja 4.1. Heka je byuxnmja f(x) nedunncana na WHTepBaIy KOjU CaApyKW TauKy a Y YHYTDAIll-
BOCTU U N, TyTa AudepeHInjabuia y Tauku a.

Tejropos nosurom peda n 3a GyHKIHU]y [ y OKOJIMHHA TAYKE ¢ j€ IOJUHOM

"a " ) "ia (")a n
%(m a) + fg(l)(w—a)+f3—(!)($_“)3+"'+f ()(x—a)-

n!

To(x) = f(a) +

Axo je a =0, nonuuom T,, HazuBamo Maxioperosum nosUHOMOM.

IIpumep 4.1. Hahu Maxkioperor noawnHom crenena n € N 3a dbyuknujy f(z) = e”.

Tpaxkenu MOMMHOM je 0OJTHKA,

' ! (n)

7@ = 10+ L0 L0 SO,
Kaxo je f(z) = f'(z) = f/(z) = -~ = f™M(2) = ¢* n f( ) =1, ILO6I/Ija,Mo
Tn(x )—1+x+—+— Zk'

V ropmoj bopmymu cvo kopuctnma ga je 0 =11 fO = f.

IIpumep 4.2. Hahu Tejropos nomunom crenena 3 3a Gyukmujy f(z) = 23 y okonunm tauke a = 2.
Osze je f'(x) = 322, f"(z) = 6z, f"
ma jo f(2) = Ty(x)). Haxae, f(2) =8, '
17 2 1
(PR LTI il

Ty(x) = £(2) + =22+ 52 w2

Ts(z) = 8+ 12(z — 2) + 6(x — 2)% + (z — 2)>.

x) = 6 (upumerumo ga cy csu u3Bou pexa seher ox 3 jenxnaku Hysu,
2) = f"(2) =12, f""(2) = 6 u 3amenom y dopmyu

JI001jaMo

4.2 MakJIoOpeHOBU Pa3BOju HEKNUX OCHOBHUX (DyHKIHja

MakrsnopenoBu pa3Boju cy MakIOPEHOBU MOJIMHOMU MPOU3BOJFHOI CTEIEHA, Tj. CTENEHU PEIOBU. 3a
¢yurnujy f Koja MMa CBe M3BOJAE Y TAUYKM @ Taj Pa3BO] je 0OIMKa
f10)  £70) 5 f70) 5

f(z) = f(0)+ TR TR - Taa

x

IIpumep 4.3. Haliu Maksopenos pa3soj dbyukuuje f(z) =e

Ha ocuoBy npumepa 4.1 MakiiopeHOBOI HOJIMHOMA, CTEHEeHa 1, BUAUMO Ja je Tpaxenu (6eCKOHAYHU) Pa3Boj

o0 n

1 1 T
e’ ~1+z+§:c +§z+ ZW
n=0



IIpumep 4.4. Hahu Maxkioperor pa3roj dbyukimje f(z) = sinz.

Orge je f'(x) = cosz, f’(x) = —sinz, f"(z) = —cosz, fW(z) =sinz = f(z), maje f(0) =0, f/(0) =1
F"(0) =0, f(0) = —1, f(0) = 0. Ipumehiyjemo ma je %) = f, fURFL = f/ fARE2) = 7 g fOARES) = prr
3a k € N. laxre, 3 5 7 0o

. 2 b w , xintl
mese g gt = L O gy
Cauuno ce nobujajy m cnemehu MakiaopeHoBu pa3Boju:
22 gt 4 o0 L
cose L= gy =g e = (D) @2n)!’
n=0
A+ ml+ D)o+ (D)2 + (2)aP+- = “am,
1 2 3 —\n
e R B o0 2"
In(1 R e B —1)nTte.
nlde)me =gt -t ;(> n

IMpumep 4.5. Anpokcuvuparn dyrkimmjy In(1 + 2 — 22) MakIopeHOBEM MOJTHHOMOM Y€TBPTOT CTeTeHA.

Kopucrnmo mo3nati pa3soj 1n(1+t):t—§+§—%+o(t4) kazg t — 0
—_ p2)2 _ 233 _.2\4
1n(1+x—x2):x—x2—(x ) +($ ) (e-2) +0((ac—x2)4)
2 3 4
1 4
:x—xQ—§(x2—2x3+$4)+—(x3—3x4) — 4+ o(zh)
4
—x—§x2+§x3 Z$4+0($4)

4.3 Ilpomena rperike

[Mpr ampokcumanuju n nyrta HenpekugHo nudepenuujabuiae dyurnuje [ TejmopoBuMm moIMHOMOM
CTelleHa N Yy OKOJIMHU TadKe a:
f(@) = Tu(z) + Rn(2)
jaBma ce rpemka R,, npu uyemy Basku R, = o(z").

Cnenehe ommre tBpheme je morazao Jlarpamxk, a y moka3y ce kopuctu PosioBa Teopema.

Teopema 4.1. Hexka je dyukmmja f n + 1 myra gudepenrujabuiHa y HHTEPBATY KOjH CAIPIKA TAUKe a U b
u Heka je T, (x) wen TejIopoB MOJIMHOM CTereHa 1y OKOJWHHU Tauke a. Tazna 3a rpemky R, (z) Baxwu

Ft9(e)
(n+1)!

)

R, (b) = f(b) — T (b) = (b — a)"*!

rze je ¢ Heka (menosnara) tauka usmehy a u b.

Jokas. Ouekyjemo na R, (b) 6yme pena senmunne cieneher umana y Tejmoposom pasrojy, Tj. O((b — a)™t1).
Jaxme, neka je R, (b) = k- (b — a)"*! 3a nekn peanan 6poj k.
TTocmarpajvo dyukInjy
g(x) = f(z) = Tn(z) — k(z —a)" .

[Moxcernmo ce jga 3a nonuaom T, BaxKwu T,Sk)(a) = f®)(a) 3a k=0,1,...,n, mro 3aa4n 1a je
g(a)=g'(a) =g"(a) = =g"™(a)=0 n g(b)=0.
Cama xopuctnmo PosoBy Teopemy.
Kaxo je g(a) = ¢g(b) = 0, mocroju Tauka 1 € (a,b) Taksa na je g'(z1) = 0.

Kako je ¢'(a) = ¢'(x1) = 0, nocroju rauka x2 € (a, 1) Taksa na je g”(x2) = 0.



Kaxo je g™ (a)=¢"™) (2,,)=0, nocroju Tauxa ,,1 € (a,z,) Taksa ga je g+ (x,41)=0.

O3HaunNMO ¢ = Tp41. JacHo je 1a je a < zp41 < b. Kaxo je T("H)( ) = 0 (m3BOz pena n + 1 moanHOMA CTerneHa

n je ’ysa), IMaMo
9D () = JOIE) k- (1)L

onmakmne je k = mf("ﬂ)(c). [Ipema Tome, R, (b) = (n+1)|f +D (e)(b — a)" T O

IIpumep 4.6. Ilpouenuru rpemky anpokcumanuje gyukumje f(x) = cosx MakjIOpeHOBUM IIOJUHOMO JAPYyror
crernena 3a x = 0, 6.

Ouxrosapajyhin Makiopenos nonunom je To(z) =1 — %, a Tpemka je obImKa,

"
Ro(x) = f3—fc)x3, 3a mexo ¢ mamehy 0 u 0, 6.
Caja mpoIeHnMO aICoyTHY BpeIHOCT rperike 33 © = 0, 6:
0,63
|R2(0,6)| = |513nc|0 6° < ==~ = 0,036.

4.4 HWcnutuBame acCUMIITOTHKE (PYHKIIUje

Basxna npumena TejmoposBor nonuroma je y onpebuBamy acumMmuroTure GpyHKnuje. Pazmorpumo cie-
nehe npumepe.

IIpumep 4.7. 3padyHarn rpaHudHe BPEIHOCTH
1 — cos* 1 si
a) lim (z—2*In(1+1/z)), 6©) lim i B) lim — In e

T—00 z—0 xsin3x ’ z—0 12 X

a) Ako nckopucTmMo Maxkioperos pas3poj 3a dbyrkunjy In(1 +t) =t — % +o(t?) xam t — 0 (mamo ,0” o
f(t) je dbyukuuja 3a kojy saxu o(f(t))/f(t) — 0 xkax t — 0 1j. o(f(t)) je 3anemapsbuBo Masa y nopehemy ca

f(t)) mmamo ; (1 1 1 . 1 1 1
Jim {2 -2 x72x2+0 = = lim zfx+2+0() =3

AsrrepraTnBHO, 3a7aTaK Ce MOYKe PEruTH pruMenoM Jlonmranosor nmpasuiaa. Ako yeegemo cmeny @ = 1/t,¢ — 0,
JaTH JINMeC ce CBOIN Ha

<lln(1+t)> t—In(l+8) o -1 1 1

_ 22 im _ i
t 12

lim = = .
t—0 12 (0/0) t—0 2t t—02(1+1¢t) 2

t—0

6) Koprcrino Maksopenose passoje cost = 1 — & 4 o(t2) u sint = ¢ + o(t2) kan t — 0:

1 — cos* 1— 1 1 2
lim ST _ i (1 = cosz)( —|—.cos x)(1 + cos® x) 4 lim _2
=0 zsin3x =0 xsin 3z =0 x(3x + o(x?)) 3

B) Kopucrumo Maksiopenose passoje sint =t — % +o(t®) uln(l+t)=t+o(t) xant — 0:

3
1 si 1 z—% 4o’ 2
lim — In 222 — lim —1116—() =lim —<In{1-— z—+0(z2)
20 2 x 0 2 T z—0 12 6
2
i (2T ) = L
=l =5 (< o)) -
23
IIpumep 4.8. Hahm momen m acummnrore QyHKITH]E 1 +x—1.
T
Jowmen ore dbyrkimje je $+1 >0, 1j. (—o0,—1) U0, 00). [IpaBa 2z = —1 je BepTHKAIHA aACHMIITOTA, jep je
3
lim :c +x—1=o00.
r——1— r+1

Jla bucMmo ompeanan moHaImame (GyHKIEje Kaa r — +00, MOKeMO KOpuCTHTH MaKIOpEeHOB MOIHHOM (DYyHKITHje
(I+t)* =14 at+o(t) xag t — 0:



) 23 . 1
lim +x—1| = lim [x4/1— +z—1
1 1 3
=1 1—— —_— —1]=1 2r — = 1
Iggo(w( 2(w+1>+°<w+1>)” ) ILH;O(SC 3 ol )>’

Tma je mpaBa y = 2T — % KOCa ACUMIITOTa KaJ & — 00. CInvHO,

) 3 . 1
lim +2x—1|=lim [ —z4/1— +xz—1
. 1 1 . 1
— (= (g o () ) = ().

ma je mpaBa Yy = —% XOPU30HTAJIHA ACUMIITOTA KaJd T — —OQ.

4.5 3amamnm

1. Anporcumuparu GyHKIU]Y
Y= (562 o 1)6721
MakJIOpeHOBUM HOJMHOMOM YeTBPTOT CTelNeHa M NPONEHUTH Ipelllky alpOoKCHUMAallje Ha MHTePBAJY
[0,1].
[psux ner ussona cy y'(z) = —2e 2%(2% —x — 1), v/ (z) = 2e72%(22% —4a — 1), y""'(x) = —4e2*(222 —
6x+1), y W (z) = 166727 (2% — 4z +2) u y©)(z) = —32¢72%(2? — bz +4). Hame je y(0) = —1, y'(0) = 2,
y"(0) = =2, ¥ (0) = —4 u ¥y (0) = 32, ma je MakIOPEHOB MOJMHOM YETBPTOT CTEICHA

"0 an "o 4 0 2 4
T4(x)=y(0)+y1(')$+y2(|)$2+y3(' ).’I/'3+y4(')$4, Tj- T4(.’L'):—1+2l'—l'2—§.’1]3+§$4
I'pemka aHpOKCMMaﬁMje je ' ' .
y(5)(t) 5

R4($) = 5'
3a omeny rpemke, zabumo maxcumym dyurmumje |y (t)| 3a t € (0,1) u y3umamo ma je z=1:

16
max | —32e 2 (t? — 5t +4)| < 32" -4 =128, maje |R4(1)]<-— 3a xz€][0,1].
te(0,1) 15

z°, 3a t€(0,z), mupwmuemy je x€|0,1].

2. AnpokcumupaTty GyHKIUA)Y
Y = vVor —1
TejmopoBuM moamHOMOM cTeneHa 3 y okoyuHU Tauke ¢ = 1. Kopucrehu oBaj momuaoM mpubimiHO
u3pavyHaTtu /1,2 u IPOUEHUTHU I'DEIKY.

IIpea uetupu mspoma cy y'(z) = 2(2x — 1D)=5 " (x) — 22z — D795 4" (x) = 288 (20 — 1)~14/5 u

y@® (x) = —8064/625(2z — 1)~19/5. Tejmopos monunom Tpeher cremena y Taukn a = 1 je
!/ 1 1 1 " 1
Ty(z) = y(1) + y1(| Jw—1)+ yQ—(')(:c —1)2 4 yg—(')(z 13, 1.
2 8 5 48 3
Ty(z) =14 (x — 1) — —(z — 1)? + — (2 — 1)°.
S@) =1+ 2@ —1) — (@1 + 2@~ 1)
Tame je y(1,1) ~ T3(1,1) = 1,037184. Ba 1 <t < 1,1 je (2t — 1)~/ <1, ma je
1 8064
L)< —=——-0,1*~5,4-10°.
3. Ompemuru MakIOpeHOB MOJMHOM APYroOr cremneHa 3a Gpyurnujy y = y(z) mary jeanadunom = +y =
arctg(xy).
ITpso mpumetumo ma je y = 0 3a x = 0. upepenmupamem nate jennaunue (mo x) mobujamo
y+ay
1+y = ;
SERACE
omakie 3a x =y = 0 nobujamo y'(0) = —1. Hamum nudepermupamem 106mjamo
g = Wy ey ) (@9)’) — (v + 2y)2ay(y + 2y')
(1+ (zy)?)? ’
omarie 3a x = y = 0 u y'(0) = —1 mobujamo y”(0) = —2. Tpaenu MAaKIOPEHOB HMOJMHOM je
To(z) = —x — 2%



