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4.2 Brzina centra inercije krutog tela (V;)

Vektor polozaja centra inercije C; krutog tela (¥;) u odnosu na nepokretnu
tacku O (vidi sl.4.1) odredjen je relacijom:
OC, =7, =) (B +&8d" )+ 7 (4.22)
k=1
Prethodna relacija ukazuje na ¢injenicu da vazi:

TV (4.23)

odakle je
Vo =V; = fa(i)qa (4.24)

a=1

gde je fa(,-) =0r. /9g” posto je prema (4.11)

0,0k :gaéaxﬁk VaSk,
oq”
ZL:; -0 Va >k
0 , (4.25)
ek :é?aEaXEk vaSka
oq”
% _ Va >k
oq”
sledi (vidi (4.22)):
fa(l_) =&, % {;(ﬁk +&8.q" ) + i} +8u8y Vasi ’ (4.26)
fa(i) ~0 Ya>i
1
oS Fi (4.27)

a=l1

Poslednji izraz u matri¢noj formi* ima oblik:

* Gornji indeks (7) oznacava da su koordinate odgovarajuceg vektora date u odnosu na
lokalni koordinatni sistem C;&;7,4; vezan za (Vz) . Specijalno, kada je i =0 u pitanju
su koordinate date u odnosu na nepokretni koordinatni sistem Oxyz. Kada je u pitanju
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n

oY= {7 e (4.28)
a=l1

gde je (vidi (4.25)):

AR 1 e AR e O]

k=a
+&, [ o0 {80} Va<i,(4.29)

{9} =0 Va>i
Matriéni zapis izraza (4.27) moze da se dovede i na oblik:

(1) =[£)44}- (430)
gde je

[E]e &> = [£] = {TQJ{EQ) {70} . (4.31)

(gyerR™ = {g) =(q'1,q'2,...,q'") . (4.32)

4.2.3 Brzina vrha hvataljke H robotskog sistema

Primer 3. Izvesti izraz za brzinu vrha hvataljke H robotskog sistema, slika 4.2.

Polozaj vrha hvataljke je odredjen sa:

Ty = Z(ﬁm +E2,q°) =7, =7ld" 0 nd"). (4.25)
a=1
tako da je, primenom iste procedure kao i u prethodnom primeru dobija

L A, Sy Sl g
Vy =———= D = T 7 y 4.26
"= o aqﬂq ; A9 (4.26)

vektor vezan za telo (Vl) (na primer p; = 4,;B;, 4;,B; € (Vl) ) tada u matri¢cnom zapisu
moze da se izostavi gornji indeks (7) ako se radi o koordinatama toga vektora, datim u
odnosu na C,;&7,¢; (4j. o koordinatama datim u odnosu na lokalni koordinatni sistem za

koje je vezan pomenuti vektor). Ova primedba se odnosi i na dualne objekte tih vektora.
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gde je 74, = Sq% i on se razlikuje od kvazibaznog vektora T J(n) PO odsustvu

vektora p, injegovih izvoda §to se vidi iz sledecih izraza:

Ty = E4%5 X(Zﬁ(ﬁaa +§a5a61“)+ ﬁn}regﬁ?ﬁ, (4.27)
Ty =&pép ¥ [Zn:(ﬁaa +8,€,9" )J +&4E5 . (4.28)
a—p

4.3 Ubrzanje centra inercije krutog tela (V;)

Ako se izraz (4.27) diferencira po vremenu dobijamo:
g = Z i +Z “(” (4.33)

Kako je T, = Ta(i)(ql,qz,...,qi)Sledi:

dT, L
— z “> (4.34)

B=1
Kako je fa(,-) =0r./0¢” (uz ispunjenje poznatih uslova o neprekidnosti i

diferenijabilnosti funkcije 7 =7(¢), i =1,2,...,n ) o€igledno sledi:
T, 27 0T, 0Ty,
ay 01 %laiy _ g0

- , 435
oq®  0q“6q” oq” oq” ( )

tako da je izraz (4.33) moguce dovesti na oblik:

Z aind +eraﬂ(t)q 9, (4.36)

a=1 p=1
gde je
B, T,
ap(i) = o 7 (4.37)
i
Loy =T patiy» (4.38)

Usludaju a< g sledi (vidi (4.37)1 (4.26)):
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- —. 0 |- _ R
Lopiiy = SaCa X@T{Z(pk +§kequ)+'[i‘|’ (4.39)

k=a
ocigledno je da vazi:
R R T B,
"3 Z(pk +§kequ)+ri =— Z(pk +§kequ)+ri , (4.40)
09" | i= oq” | i3
ili (vidi (4.22) iimajuéi u vidu Ta(,—) =% /0g”)
o (= s L
_ Z(pk +§kequ)+z'i =Ty - (4.41)
aq k=a
Poslednji izraz daje relaciji (4.39) oblik:
Capiy = €ala ¥ Tpey ¥ a<B. (4.42)

U slucaju « > B sledi( vidi (4.37), (4.11))

l:a/i’(i) = G?af_ﬁ (5,3 xe, )X{X(ﬁk +§kéqu )+fi}r

e | , (4.43)
+§_agﬂ (Eﬂ Xéa)"‘ é?aéa X{gﬁéﬂ X{Z(ﬁk + fkgqu )“‘i‘“
k=a
Sto se nakon razvijanja dvostrukih vektorskih proizvoda moze dovesti na oblik:
l:aﬁ(i) = gﬂéﬂ x {_aéa X |:Z(/3k +&8q" ) +7; 1 + 848, } > (4.44)
k=a

ili, prema (4.26):
Copy =55 x Ty ¥ @> . (4.45)
Prema (4.38) sledi da se pri sraCunavanju vektora (4.37) moze da koristi ili

izraz (4.42) ili (4.45) a potom uzme u obzir ¢injenica da vazi (4.38) (na primer,
ako se odredjuje f53(11) moze se iskoristiti izraz (4.42) prema kome se odredjuje

T3, i potom uzme u obzir ¢injenica da vazi: Ty =35y ). Izraz (4.36)

moze da se napiSe i u obliku:

n n

4 = Zn:fa(fﬁa +2. 2 Fapd®d’ (4.46)
a=1

a=1 p=1
Posto vazi (vidi (4.26))
T, =0 Va>i, (4.47)
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i* (vidi (4.35)) i (4.37))):

l:aﬁ(l-) =0 Vsup(a,B)>i, (4.48)
Ocigledno je da izrazi (4.42)) i (4.45) mogu da se napisu u jedinstvenoj formi

Copiy = &ala * Ty » (4.49)
gde je™*

a=inf(a,pB), b=sup(a,B), (4.50)

U matri¢noj formi izraz (4.46) ima oblik:

a®}= Z{T05?3>}q +ZZ{F9ﬂ)<z>}qaéﬂ » (4.51)

gde je (uzimamo da je Faﬂ(i) sracunat prema (4.42) a u slucaju o> p

iskori$¢ena je osobina simetrije po indeksima a 1 f8):

{fg)ﬂ)(i)} =% [Ao,aJ[eﬂ[Aa,ﬁ}{Tf%} (4.52)
gde je
(78] - gﬂ[e;]{;pﬂ,k]({ﬁk}%qk {gk}){AﬁJ];i}%ﬁ{eﬂ}, (453)

4.4 Ugaona brzina krutog tela (V;)
Ugaona brzina tela (Vl) koje je posredstvom cilindri¢nog (prizmati¢nog)

zgloba (1) (vidi sl.*) vezano za postolje, ima ugaonu brzinu:

= & (454
Kruto telo () relativno se kre¢e u odnosu na telo (¥;) (ili se obrée oko ose
zgloba (2) vezane za telo (/]) ili se translatorno pravolinijski kre¢e duz ose
zgloba (2) vezane za telo (/])). Relativna ugaona brzina tela (¥,) u odnosu na
(V1) iznosi:

By, = 58,47, (4.55)

Prema izrazu za apsolutnu brzinu tela (7, ):

* sup(a,B)=a Vazp; sup(a,B)=B Vf>a
“inf(e,f)=a Va<p inf(a,f)=p Va>p
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&y = @y, + @y, -
(4.56)
gde je @,, -prenosna ugaona brzina tela (¥, ), uzimajuci u obzir da je:

By, =@ s (4.57)
sledi

@, = &4 + 58,47
(4.58)
Polaze¢i od izraza za apsolutnu ugaonu brzinu tela (15) :

3 =3, + @, (4.59)
Koriste¢i ocigledne relacije:

‘7)3;; = 67)2, CT)Sr = 5_35343 >
(4.60)

dobija se:
3
& =) &ad". (4.61)
=

Uopstavanjem prethodnih rezultata dolazi se do sledeCeg izraza za ugaonu
brzinu (@, ) krutog tela (V;):

& =Y &éd" (4.62)
k=1
ili
&, =) O d"s (4.63)

k=

u matri¢noj formi relacija (4.62) glasi:

(@)= ng [ o ] {2c}d" (4.64)
k=1
ili
{a”) =[F]{g} . (4.65)
gde je
[Fle B> =[F]=| & (a0} E0):-E {2} ] (4.66)

pri ¢emu je potrebno uzeti u obzir da vazi
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{6} =[ 4 e} k=12,i. (4.67)

4.5 Ugaono ubrzanje krutog tela (V;)

Diferenciranjem relacije (4.63) po vremenu dobija se izraz za ubrzanje tela
(V;) u obliku:

g _Zgﬂ(,)q +ZZAﬁa(,)q §“ (4.68)

=1 a=1
gde je
- Q.
_ B(i)
A paiiy = P (4.69)
odnosno sledi:
Apatiy = Sala * L) = A paiy = s X Qs » (4.70)

odakle zaklju¢ujemo da vazi

f\ﬂa(i) =0 Va>p, 4.71)
i, takodje,
f\ﬁa(i) =0 V B>i. (4.72)

Koristeci (4.70) i (4.71) izraz (4.68) mozemo da dovedemo na oblik:

g —ZQﬁ(,) G +ZZQM x Q03" 4" 4.73)
p=1 a=1
ili
Ei—ZQﬂ(l)q +Z;Qa(ﬁ)x§2ﬁ(l)q g (4.74)
a=1 1
odakle sledi:
gi_Zqu +ZZQa(ﬂ)xQﬁ(,)q q (4.75)
a=1 f=a
ili
Z§ﬁeﬁq +ZZ§ 48, X854 " (4.76)
a=1 f=a

Poslednja relacija u matri¢noj formi glasi:
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()= 28 Lo Jes )
ioi
DN A Y AT

a=1 f=a

, (4.77)

Primer za vezbanje. [zvesti izraz za ugaonu brzinu centra inercije i-tog
robotskog segmenta (V) a zatim za robotski sistem sa pet stepeni slobode

1

odrediti izraz za ugaonu brzinu poslednjeg —petog segmenta.

U odnosu na nepokretno postolje imamo apsolutno obrtanje samo u slucaju
prvog segmenta, gde je q1 apsolutni ugao obrtanja.Prema tome sa «@; je
oznacena apsolutna ugaona brzina obrtanja prvog segmenta (4.1).

N T T £ A
. 9 i \\%ﬂ G
\\\\@ l® ' Nl -
Cow o 7/ Ao ,T\\ £,
LB ;,4\/\J é.,lfi\\ / Cnd \ !
\\(@ //// bard ﬁ,H//\
<& g/ \ifﬂ”\\
“ R
\\\ £ ’il \\\
\@ \pﬂ
Ny
H
Slika 4.4a
|
@ =geq 4.1)

Parametar & koji odreduje da li je uoceni zglob translatoran (T) ili rotacioni
(R) je sada prema definiciji:

£ = 0, rotacioni zglob P=1.2.3.m 4.2)
1, translatornizglob
odnosno:
E=1-&,i=1,23,.n (4.3)
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Telo (V) vrsi prenosno kretanje koje je ili translatorno ili rotaciono a telo (V5)
relativno u odnosu na (V) tj.:

- - — — — — = 2=
0, =0,,+0, 0, =0, 0, = &qe,, 4.4
b
. z= 1, F 2= 45
W =8eq +647 ¢ (4.5)
Na slican nacin kao u sluc¢aju drugog segmenta moze se uociti daiza treéi
segment vazi:

= - - = - Tz 3=
Wy =05, tW;,, B, =0,, O; = &q7e;,
(4.6)
odnosno imajuc¢i u vidu relaciju (4.5) proizilazi da je:

5)3 = églélql + 982‘]'252 + 6534353 4.7

aji = z gaéaq.a
= (4.8)

Slika 4.4b

U konkretnom slucaju za dati robotski sistem sa zglobovima RTTRR tj.
imajuéi u vidu (4.2) i (4.3) dobijase & =1, ¢&,=0,£,=0, &, =1, & =1
odnosno na osnovu izraza (4.8) dobija se:

— 1= 4 .5
Ws =q e +q e +qes 4.9)
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