Masinski fakultet u Beogradu Vezbe iz Elektrotehnike

Ovaj dokument sadrzi zadatke iz predmeta Elektrotehnika na Maginskom fakultetu u Beogradu.
Zadaci su koncipirani tako da prate tematske celine sa predavanja i omoguc¢avaju vezbanje
kljuénih pojmova i metoda. Zadaci su numerisani i rasporedeni prema oblastima koje se
obraduju na predavanjima. Preporucuje se da pokusSate samostalno da resSite svaki zadatak,

a zatim uporedite svoj postupak sa ponudenim reSenjima. Posebnu paznju obratite na analizu
vektorskih veli¢ina, jedinica i fizickih pretpostavki. U nekim zadacima data su i potpitanja koja
podsticu razumevanje i diskusiju. Kroz zadatke ¢ete uociti sledeée oznake:

o Za vazne komentare i mesta gde studenti ¢esto grese.

e Za dodatna pitanja vezano za zadatak.

Za one koji zele da rade vise - ne dolazi na ispitu!.

Za ideju, komentar na izvodenje.

-+
Q

Za preporuku uz zadatak.

Konsultacije: Za dodatna pojasnjenja i pitanja u vezi sa predmetom mozete me kontaktirati
putem:

e Email: vbecejac@mas.bg.ac.rs

e Uzivo: tokom termina konsultacija sredom u 10 ¢asova u Laboratoriji za elektrotehniku
i elektroniku (soba 2, pored Studentske sluzbe).
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1 Elektrostatika

1. Dve koncentri¢ne sfere, polupre¢nika Ry = 5 cm i Ry = 9 c¢m nalaze se u vazduhu.
Spoljasnja sfera naelektrisana je koli¢inom naelektrisanja ()2 = 10 nC. Izrac¢unati kolikom
koli¢inom naelektrisanja, ()1, treba naelektrisati unutra$nju sferu da bi potencijal spolja-
Snje sfere bio V5 = 2 kV. Smatrati da je referentna tacka u beskonacnosti.

RESENJE: Kako postoji zahtev za potencijalom spoljasnje sfere, poceéemo od njega.
Prema definiciji, potencijal tacke A je integral elektri¢nog polja po proizvoljnoj putanji
od te tacke do referentne tacke:
ref
Vy = / E - dl

A
Potencijal spoljasnje sfere je
+oo “+o0o
V2:/ E-dl:/ E(r)- dr, (1)
R2 RQ

jer su linije elektricnog polja, zbog simetrije, radijalne. U ovom zadatku vektor jacine
elektri¢nog polja se moze odrediti iz Gausovog zakona. Primetimo iz granica integracije
u izrazu (1) da je potrebno odrediti samo elektri¢no polje na intervalu (R, +00).

Postavimo Gausovu povrs kao na slici. Ukupno obuhvaé¢eno naelektrisanje ovako odabra-
nom povrsi je 1 + @2 pa dobijamo za r > Ry

B — Q1+ Qo L E— QI‘FQZ'
€0 4drregr?

Primenom izraza (1) imamo

[T Q. Qi+ Qe [T, Qi+ Qo 1\ 7
Vo = — dr=—— rodr=——-1{—-
Ry, Amegr 4meg Ro 4meg r) g,
0

_ @t _g+i _ Gt

4meg R dmegRy
Odavde je

Q1 = 4megRoVy — Qo = L 9-107%.2.10°-10-107?
1 = aTEplig Vo 2—m' : cac :

=20-1072—=10-10"? = 10 nC.
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o

Da li bi se zadatak promenio ukoliko unutrasnja sfera ne bi bila Suplja, veé
da je kompletna od metala?

Koliko bi bilo elektri¢no polje unutar manje sfere, a koliko izmedu sfera?

Ako bi referentna tacka bila na nekom drugom mestu, npr. u centru, da li
bi se promenio izraz za potencijal spoljasnje sfere?

Q Koliki bi bio rad potreban da se jedno tackasto naelektrisanje )y prebaci sa
unutras$nju na spoljagnju sferu?

2. U veoma dugackom cilindru polupre¢nika R ravnomerno je rasporedena zapreminska
gustina naelektrisanja p (1) = po, gde je py konstanta. Odrediti vektor ja¢ine elektri¢nog
polja u proizvoljnoj tacki prostora.

RESENJE: Kako je cilindar veoma dugacak, polje je aksijalno simetricno u odnosu na osu
cilindra. Da bismo odredili intenzitet elektricnog polja na ostojanju r od ose, primeni¢emo
Gausov zakon. Biramo koaksijalno postavljeni valjak poluprecnika baze r i visine h. Elektri¢no
polje je tangencijalno na baze i normalno na omota¢ pa fluks postoji samo kroz omotac valjka.
Razlikujemo slucajeve:

1)r <R
o Q o 1 " / /
EdS= == FE-2mrki=— [ po2rr Kdr
s €o €0 Jo
1 1
E:_po._ﬁ:@ E—er
gor 2 2e0 2e0
2)r > R:
1 [R
E -21rh = — / po27r’ fdr!
€0 Jo
1 1, poR2,
€or 2 2eqr
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Studentima se predlaze da skiciraju funkciju jacine elektricnog polja u funkeciji
rastojanja, kao i da primete da je to neprekidna funkcija.

3. Polupre¢nik unutrasnjeg provodnika sfernog vazdusnog kondenzatora iznosi r; = 2 c¢m,
a unutrasnji polupre¢nik spoljasnjeg provodnika je ro =3 cm. Napon izmedu unutrasnjeg
i spoljasnjeg provodnika je Ujo = 150 V. Izrac¢unati a) povrsinske gustine naelektrisanja
obe elektrode. b) Najvecéu jac¢inu elektrostatickog polja u kondenzatoru. ¢) Kapacitivnost
kondenzatora.

RESENJE: Neka je unutrasnja elektroda kondenzatora optere¢ena sa (), a spoljasnja sa —(@.
U prostoru izmedu elektroda r € (rq,r2) elektri¢no polje se moZe dobiti primenom Gausovog
zakona:

Q

1
E-dmr? = —Q = E = ——,
€0 dmegr

r € (r1,72)

Integracijom ovog polja od r; do ry dobija se napon

9 .
U12:/ Q dr = Q 2 7“1'

4degr? dmteg 11T

Odavde je

dmegriraUny | gags - 2-1072-3- 1877 - 150

Ty — T (3-2)- 1077
@ =1nC.

Povrsinska gustina naelektrisanja unutrasnje elektrode je

o Q 107° ~ nC
T drr? Am-4-104 7 m?’

01

Povrsinska gustina naelektrisanja spoljasnje elektrode je

—Q —107° nC
= = ~ —88,4 —.
2T 2 T 4r 9104 % 2
Najveéa jacina elektrostatickog polja je za r = r{ tj.
Q o 1077 MV
Eax = =9-107- =225 —.
4regr? 4.10-4 m

Kapacitivnost kondenzatora je

Q _47’(’807”17"2 ﬁ210_23/1’9)4

T Un r-m (3-2)-187
6 200
=—.107" = =— = 66,67 nF.
9 3 o

C

4. Metalna naelektrisana lopta poluprec¢nika a = 5 ¢cm nalazi se na potencijalu V' = 100
V. Izra¢unati potencijal i intenzitet jac¢ine elektri¢nog u tacki A na rastojanju b = 10 cm
od centra lopte.
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RESENJE: Kako je lopta metalna, elektricno polje unutar lopte je jednako nuli tj. £ = 0 za
r < a, gde je r odstojanje centra lopte do posmatrane tacke. Elektricno polje izvan lopte, za
r > a mozemo dobiti primenom Gausovog zakona i ono je

Q

Amregr?’

F > a. (1)

Metalna lopta je ekvipotencijalna i njen potencijal je

V:/:OO ¢ dr = ¢

Amregr? Arega’

pa je odavde (Q = 4mweqaV. Potencijal proizvoljne tacke izvan lopte je

V:/+OO Q q Q  4wegaV aV

R— _ _
dmeg R? Aegr Ameqr r’

a potencijal u tacki na rastojanju b je

aV  5-100

p— b p— — T .
V(r ) 5 10 50 V
Iz relacije (1) imamo
Vv 5-1072-100 Vv
E(r=p) = 0V _ — 500 ~.
dzegh? 100107 m

9. Koaksijalni vod, prikazan na slici, ima unutrasnji poluprecnik spoljagnje elektrode b.
Kriti¢no elektri¢no polje vazduha je Ey,. Izracunati a) polupre¢nik unutrasnje elektrode
a, tako da probojni napon ovog kondenzatora bude maksimalan i b) poduznu kapaci-
tivnost koaksijalnog voda.

RESENJE: Neka je poduzna gustina naelektrisanja unutrasnje elektrode ). Tada primenom
Gausovog zakona mozemo dobiti elektri¢no polje izmedu elektroda:

Q/
E= b).
omea | € (@)
Napon izmedu elektroda je
b / /
U= ¢ dr = ¢ lné

r .
o 2mEQT 2mey a
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Najvece elektricno polje je uz unutrasnju elektrodu, za r = a™ pa dobijamo

Q/

< EkrO — Q/ = 27T€0&Ekr0.
2mega

max

/
max

Ewo, b b
Upr:mm

- = CLEer In —.
a

2wy a

Maksimalni probojni napon dobijamo iz uslova

Probojni napon dobijamo kada izraz za () . zamenimo u izraz za napon:

b
= EkrO (ln_ +a
a

a — b
c—-—1 =0 In-=1
b a2) <:>na )

pa je g = e, a odavde je a = g Poduzna kapacitivnost je po definiciji

B Q/ . 2meg

C’ = .
U In g

Za slucaj kada je probojni napon maksimalan dobijamo

2me
= 0 = 271'50
Ine
O Odavde je i jedinica u SI sistemu za permitivnost vakuuma %

6. Metalna sfera se nalazi u homogenom elektricnom polju. Koja od prikazanih linija
elektri¢nog polja je tacna?

RESENJE: Kako je sfera metalna u njoj nema elektricnog polja. Stoga linije 2 i 3 odmah
otpadaju. Kako elektri¢cno polje na povrsi provodnika ima samo normalnu komponentu, u
obzir dolaze samo linije polja 4.

7. Oko metalne lopte poluprec¢nika a i naelektrisanja @ nalazi se omota¢ od homogenog
dielektrika debljine d i relativne dielektri¢ne konstante e,. Odrediti: a) Vektor jacine
elektri¢nog polja u proizvoljnoj tacki u prostoru, b) potencijal i ¢) kapacitivnost ove
lopte. Smatrati da je referentna tacka u beskonacnosti.
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Eo

RESENJE: a) Vektor ja¢ine elektricnog polja dobija se primenom uop$tenog Gausovog
zakona:

¢ D.-dS = Qslobodno-
S

U metalu nema polja, pa je za r < a vektor elektri¢ne indukcije D = 0, a onda je i E = 0.
Zar>aje

D 4P =Q = D = ¢ .
472
Elektri¢no polje je
D Q
E = = i, € (a, d
€0Er 47r505rr21 r€(eatd)
D
_b__ @ i r(a+d,+00).

- — T
o Admegr?

b) Potencijal lopte, koja je kao metalna ekvipotencijalna, dobijamo integracijom vektora jacine

elektricnog polja
“+00 a+d +oo
v [TBa- [ e [
“ o Amege,r? atd Ameer?

e @
dmepera(a+d)  4meg (a+ d)

B Q d L) = Q d+e.a
 dreg (a+d) \ea Cdmeg(a+d)  ea
c¢) Kapacitivnost lopte (smatra se da je druga elektroda u beskonac¢nosti) dobijamo kao

Q  Amegea(a+d)

c== .
1% d+e.a
8. Plocasti kondenzator ispunjen je sa dva dielektrika kao na slici, gde su S’ = 10 cm?
iS5 =15cm? d =1mm; &1 = 3ico =5 Naelektrisanja plo¢a kondenzatora su
@1 = —Q2 = 4 nC. Izra¢unati: a) vektor ja¢ine elektri¢nog polja i elektricnog pomeraja

(elektri¢ne indukcije) 1 b) kapacitivnost ovog kondenzatora.
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RESENJE: a) Posto je razdvojna povrsina dva dielektrika normalna na ploce kondenzatora,
to je vektor jacine elektricnog polja tangencijalan na tu razdvojnu povrsinu, kao na slici. Iz
grani¢nih uslova je Fyy = Fyy = E.

Primenom uopstenog Gausovog zakona, gde je zatvorena povrs prikazana na slici, dobija se

DlS/ + DQS” = Q <~ €0€r1ES/ + €0€r2ES” = Q’

pa je
e Q B 41077
g0 (eS8 +e2S")  8,85-10712(3-10-10"4 +5-15-1074)
= 43045, 47 v
m

d

J'y
A

Intenziteti vektora elektri¢nog pomeraja su:
C
Dy = eoenE = 1,14 =
m

uC
m?’

b) Kako je elektriéno polje homogeno izmedu elektroda plocastog kondenzatora, napon
izmedu elektroda je

Dl = 605r2E == 1,9

U=FEd=43,05V

pa je kapacitivnost

Q 4-107°
C=—== = 92,91 pF.
v 4305 0P
O Analizirajuéi izraz za kapacitivnost kondenzatora
t C = Q _ Q _ goer1S’ + €oer2S” — O+ "
u 4 .4 d d ’

50(8rlsl+5r2sﬁ) ’

primecuje se da se moze predstaviti kao paralelna veza dva kondenzatora ¢ije su

o . . . L QY
kapacitivnosti C' = % iC" = %.
A i B
OoO—e —O
€r1
.4 |
“—>
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9. U plocastom kondenzatoru, koji ima povrsine ploca S = 20 cm? i naelektrisanje na
plocama @)1 = —Q = ) = 10 nC, nalaze se dva homogena dielektrika debljine d; = 2
mm i dy = 3 mm. Razdvojna povrsina dielektrika je paralelna plocama kondenzatora, kao
na slici. Relativne dielektri¢ne konstante ovih dielektrika su .1 = 31 ;9 = 9. Izracunati
a) vektor dielektricnog pomeraja i vektor jacine elektricnog polja i b) kapacitivnost ovog
kondenzatora.

d]I &l

>

<“—>

_Ql

RESENJE: S obzirom da je razdvojna povrsSina izmedu dielektrika paralelna plo¢ama kon-
denzatora i da su vektor jacine elektricnog polja i vektor dielektricnog pomeraja upravni na
ploc¢e kondenzatora, to su vektori jacine elektricnog polja i dielektri¢cnog pomeraja upravni i
na razdvojnu povrSinu dielektrika. Znaci da na povrsini koja razdvaja dielektrike ovi vektori
imaju samo normalnu komponentu E = E, i D = Dy, (Ean = 0, Dy = 0). Iz grani¢nih uslova,
na razdvojnoj povrsi je Dy, = Do, = D, a kako u ovom slu¢aju vektor dielektri¢nog pomer-
aja ne zavisi od rastojanja od elektroda, znaci da je vektor dielektricnog pomeraja isti u oba
dielektrika. Njegov intenzitet je:

Q 10-107° . uC

D=2 _5H
S 20-10%4 m?2

Pravac i smer je upravan na ploc¢e kondenzatora. Jacine elektricnog polja razli¢ite su u dielek-
tricima:

D 5.10°6 KV

B, = — ~ 188 =~
YT even 8,85-1012.3 m
D 5.10°6 KV

Ey = = ~ 63 —.
7 g0 8,85-10712.9 m

Pravac i smer vektora jacine elektri¢nog polja upravan je na ploce kondenzatora. Napon izmedu
pozitivne i negativne ploce kondenzatora je:

U12 = E1d1 + EQdQ ~ 564 V.

Kapacitivnost kondenzatora je

Q
C=-% =17,7 pF.
Ups P
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@ Ukoliko se izraz za kapcitivnost napiSe u slede¢em obliku

c=9 Y-S

Utz ﬂ@%+ﬂ»

€0€r2

i uzme njegova recipro¢na vrednost

1 b oA 11
C N 802’:}15 806}25 N Cl 02'

Vidi se da se ovaj kondenzator moze predstaviti rednom vezom dva kondenzatora,
kapacitativnosti C; i Cy, kao na slici.

Ig &l B
NN | & |

10. Plocasti kondenzator ima dvoslojan dielektrik prikazan na slici. Debljine slojeva
dielektrika su jednake d; = do = 1 mm, a njihove relativne permitivnosti i elektri¢ne
¢vrstine su e, = 2, By = 200 kV /em i €,9 = 5, Ejpo = 100 kV/cm. Izrac¢unati probojni
napon kondenzatora. Zanemariti ivi¢ne efekte.

d 1 €r1 dl I &1
d, €n dy I
L_F_J l

RESENJE: Vektor jacine elektricnog polja i elektricne indukcije su normalni na razdvojnu povrs
dva dielektrika. Zbog toga, iz grani¢nih uslova se dobija Dy, = Dy, = D. Primenom uopstenog
Gausovog zakona je

Q
D=—
S Y
a onda su jacine elektricnog polja u dielektricima date izrazima
Q . Q
E, = Ey = .
! 506r15 ' 2 EQSrQS
Napon kondenzatora je
Q Q
U = Fidy + Esdy = d ds. 1
101 + Liody 508r151+€06r252 (1)

Potrebno je odrediti u kom dielektriku ¢e prvo doé¢i do proboja. U ovom slucaju do proboja
dolazi u dielektriku sa manjom vredno$éu Q.. Uporedivanjem

leax - 505rISEkr1 1 Q2ma.x - 8O‘%ZS-EkM

10
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dobija se
leax o 5r1Ekr1 o 2-200 B 4

QQmax B 61r2Ek1r2 B 5-100 N 57
pa je manje Q1 max. Ovo implicira da ¢e do proboja doé¢i prvo u prvom dielektriku. Zamenom
leax u relaCiju (1) dOlea se

26770 B 66018 Bl 10° 3 2 10 _3
U, = d dy = 200 - - 10 —-200 - - 10
? soetS " sqens 10-2 T3 102

Upr = 20000 + 8000 = 28 kV.

11. Naizvor napona U = 100 V priklju¢ena su tri redno vezana kondenzatora nepoznatih
kapacitivnosti C'y, Cs i C5, kao na slici. [zmereni naponi na ovim kondenzatorima su: U; =
20V, U; =30V iUz =50V, respektivno, a koli¢ina elektriciteta na svakom od njih je ) =
300 uC. Odrediti: a) nepoznate kapacitivnosti Cy, Cy i Cs, b) ekvivalentnu kapacitivnost
ove redne veze kondenzatora, ¢) ukupnu energiju ovog sistema kondenzatora.

RESENJE: a) Kako je koli¢ina elektriciteta na svakom od kondenzatora 300 uC, primenom
formule

Q =C- U7
mozemo dobiti kapacitivnost svakog od kondenzatora
Q 300-1076
A 20 a
Q 300-107°
Cy=—=——7"——=10uF
A 30 .
Q 300-107°
3= —=——""—=6 ukF.
S 50 s
b) Ekvivalentna kapacitivnost tri redno vezana kondenzatora je data
1 1 1 1 1 1 1 1

Ce O T, T 15106 T 10-106 T 6-10°5  3.10°6

pa je Cey = 3 UF.
¢) Ukupna energija je

1 1
W = §Ceka2 =5 3-107%.100% = 15 mJ.

12. Tri kondenzatora, C; = 6 uF, Cy = 3 uF i C3 = 1 uF, vezana kao na slici,
priklju¢ena su na izvor napona U =100 V. Odrediti: a) koli¢inu elektriciteta na svakom
od kondenzatora, b) energiju svakog kondenzatora pojedina¢no, i ¢) ukupnu energiju
sistema kondenzatora.

11
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RESENJE: a) Na slici oznacen je napon pobude i naponi na kondenzatorima. Iz jednacine
naponske ravnoteze ima se

c
\_i;j
D

NQ+

Cz:
O——¢
Q Q
U=U+Uy ==+
PRI Co+ Gy

1 1
1OOZQ'(6~10—6+4.1o—6)’

pa je @ = 240 pC. Ova kolic¢ina elektriciteta odgovara kondenzatoru ¢ija je kapacitivnost Cf.
Da bi se odredile koli¢ine elektriciteta na preostala dva kondenzatora, potrebno je izracunati
napon U,

Q

202—1—03

Us =60V,

pa je
Q2=Cy-Uy=3-107%-60 = 180 uC
Qs=C3-Uy=1-10"°-60 = 60 uC.

b) Energija svakog od kondenzatora je

1 1
le501U1225~6-10‘6-402:4,8mJ
1 1
W2:§CQU22:§~3-10‘6-602:5,4mJ
1 1
W3:503U22:5-1-10_6-602:1,8mJ.

c¢) Ukupna energija se dobija kao zbir pojedina¢nih energija
W:W1+W2—|—W3:12 mJ.

13. Svi kondenzatori kapacitivnosti C' = 6 uF su neoptereceni prikljuéeni u kolo, kao na
slici, i dovedeni na ulazni napon U,, = 100 V. Odrediti a) napon na kondenzatoru koji
se nalazi izmedu tacaka ¢ i d. b) Ukupnu energiju u sistemu.

12
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RESENJE: a) Tri redno vezana kondenzatora imaju isto opterec¢enje Q. Iz relacije

_Q,Q Q_ 3Q
V=cteteT o

dobijamo da je
~CU  6-107°-100

= 200 pC.
Q= 5 I
Napon izmedu tacaka c1i d je
Q 200-10°¢
Uy=—=———=233,33 V.
T CT 6100

b) Ekvivalentna kapacitivnost izmedu tac¢aka a i b se moze dobiti ukoliko primetimo da su tri
redno vezana kondenzatora u paraleli sa ¢etvrtim kondenzatorom pa je

C 4C
Cogy=—+0C=—=8uF.
K 3+ 3 jz

Ova ekvivalentna kapacitivnost se nalazi na naponu Uy, pa je energija

1 1
M@k::§C@WU&::5-8-1Uﬁ-1mf::4-104::40nﬂ.

13
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