
Primer 1. Odrediti Tejlorov polinom tre²eg stepena kojim se funkcija f(x) = x2 lnx
aproksimira u taqki x = 1.

RexeƬe. Odredimo prva tri izvoda funkcije f(x) = x2 lnx, a zatim izraqunajmo vrednosti
dobijenih izvoda u taqki x = 1,

f(x) = x2 lnx ⇒ f(1) = 0

f ′(x) = 2x ln x + x ⇒ f ′(1) = 1

f ′′(x) = 2 ln x + 2 + 1 = 2 ln x + 3 ⇒ f ′′(1) = 3

f ′′′(x) =
2

x
⇒ f ′′′(1) = 2.

Sada dobijene vrednosti izvoda zamenimo u Tejlorov polinom tre²eg stepena,

T3,1 = f(1) +
f ′(1)

1!
(x − 1) +

f ′′(1)

2!
(x − 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x − 1)3 + o(x − 1)3 =

= x − 1 +
3

2
(x − 1)2 +

1

3
(x − 1)3 + o(x − 1)3.

Primer 2. Aproksimirati funkciju f(x) = x2e−x Tejlorovim polinomom tre²eg stepena
u taqki x = 2.

RexeƬe. Izraqunamo prva tri izvoda funkcije f(x) = x2e−x, a zatim odredimo vrednosti
dobijenih izvoda u taqki x = 2,

f(x) = x2e−x ⇒ f(2) = 4e−2

f ′(x) = 2xe−x − x2e−x = e−x(2x − x2) ⇒ f ′(2) = 0

f ′′(x) = e−x(2 − 2x) − e−x(2x − x2) = e−x(x2 − 4x + 2) ⇒ f ′′(2) = −2e−2

f ′′′(x) = −e−x(x2 − 4x + 2) + e−x(2x − 4) = e−x(−x2 + 6x − 6) ⇒ f ′′′(2) = 2e−2.

Sada dobijene vrednosti izvoda zamenimo u Tejlorov polinom tre²eg stepena,

T3,2 = +
f ′(2)

1!
(x − 2) +

f ′′(2)

2!
(x − 2)2 +

f ′′′(2)

3!
(x − 2)3 + o(x − 2)3 =

= 4e−2 +
0

1
(x − 2) +

−2e−2

2
(x − 2)2 +

2e−2

6
(x − 2)3 + o(x − 2)3 =

= 4e−2 − 1

e2
(x − 2)2 +

1

3e2
(x − 2)3 + o(x − 2)3.

Primena Tejlorove formule

1 Aproksimacije u nekoj taqki



Primer 3. Odrediti Tejlorov polinom tre²eg stepena funkcije f(x) = x sinx u taqki

x =
π

2
.

RexeƬe. Izraqunamo prva tri izvoda funkcije f(x) = x sin x, a zatim odredimo vrednosti

dobijenih izvoda u taqki x =
π

2
,

f(x) = x sinx ⇒ f
(π

2

)

=
π

2

f ′(x) = sin x + x cos x ⇒ f ′
(π

2

)

= 1

f ′′(x) = 2 cos x − x sinx ⇒ f ′′
(π

2

)

= −π

2

f ′′′(x) = −3 sin x − x cos x ⇒ f ′′′
(π

2

)

= −3.

Sada dobijene vrednosti izvoda zamenimo u Tejlorov polinom tre²eg stepena,

T3, π

2
= f

(π

2

)

+
f ′

(π

2

)

1!

(

x − π

2

)

+
f ′′

(π

2

)

2!

(

x − π

2

)2

+
f ′′′

(π

2

)

3!

(

x − π

2

)3

+ o
(

x − π

2

)3

=

=
π

2
+

(

x − π

2

)

+
−π

2
2

(

x − π

2

)2

+
−3

3!

(

x − π

2

)3

+ o
(

x − π

2

)3

=

= x − π

4

(

x − π

2

)2

− 1

2

(

x − π

2

)3

+ o
(

x − π

2

)3

.

Primer 4. Aproksimirati funkciju f(x) = ln(1 + sinx) Tejlorovim polinomom tre²eg
stepena u taqki x = π.

RexeƬe. Odredimo prva tri izvoda funkcije f(x) = ln(1 + sinx), a zatim izraqunajmo
vrednosti dobijenih izvoda u taqki x = π,

f(x) = ln(1 + sinx) ⇒ f(π) = 0

f ′(x) =
cos x

1 + sinx
⇒ f ′(π) = −1

f ′′(x) =
− sin x(1 + sin x) − cos2 x

(1 + sin x)2
=

− sin x − sin2 x − cos2 x

(1 + sin x)2
=

=
−(sin x + 1)

(1 + sin x)2
= − 1

1 + sinx
⇒ f ′′(π) = −1

f ′′′(x) =
cos x

(1 + sinx)2
⇒ f ′′′(π) = −1.

Sada dobijene vrednosti izvoda zamenimo u Tejlorov polinom tre²eg stepena,

T3,π = f(π) +
f ′(π)

1!
(x − π) +

f ′′(π)

2!
(x − π)2 +

f ′′′(π)

3!
(x − π)3 + o(x − π)3 =

= −(x − π) − 1

2
(x − π)2 − 1

6
(x − π)3 + o(x − π)3.



Primer 5. Na²i Maklorenov razvoj petog stepena funkcije f(x) =
1 + x − x2

1 + x + 2x2
.

RexeƬe. Uvedemo smenu t = x + 2x2, imamo da je

f(x) =
1 + x − x2

1 + x + 2x2
= 1 − 3x2

1 + x + 2x2
= 1 − 3x2 · 1

1 − t
= 1 − 3x2(1 − t + t2 − t3 + o(t3)).

DaƩe je t2 = x2 + 4x3 + o(x3), t3 = x3 + o(x3), o(t3) = o(x3),

gde smo koristili razvoj za t2 i t3 do tre²eg stepena. Zamenom ovih izraza dobijamo

f(x) = 1 − 3x2(1 − x − 2x2 + x2 + 4x3 − x3 + o(x3)) =

= 1 − 3x2 + 3x3 + 3x4 − 9x5 + o(x5).

Primer 6. Funkciju f(x) = tg x razviti u okolini nule do qlana sa x5.

RexeƬe. Primenom razvoja funkcije sin x i cos x dobijamo

tg x =
sin x

cos x
=

(

x − x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)

·
(

1 − x2

2
+

x4

24
+ o(x5)

)−1

.

Drugi faktor se daƩe moжe razviti primenom smene t =
x2

2
+

x4

24
,

(

1 − x2

2
+

x4

24
+ o(x5)

)−1

=
1

1 − t
= 1 + t + t2 = 1 +

x2

2
+

5x4

24
+ o(x4).

Prema tome,

tg x =

(

x − x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)

·
(

1 +
x2

2
+

5x4

24
+ o(x4)

)

= x +
x3

3

2x5

15
+ o(x5) (x → 0).

Primer 7. Na slici 1 je data
aproksimacija trigonometrijske funkcije
f(x) = sin(4x)·cos x Maklorenovim polinomom
devetog stetpena. Vidimo da se ove funkci-
je, f(x) i Maklorenov polinom T9(x) pokla-
paju na ve²em delu intervala (−1, 1), xto je
dovoƩno velika okolina taqke x = 0.

x

y

0 1 2 3−1−2−3−4

1

2

−1

−2

sin(4x) · cos x

T9(x)

Sl. 1



Primer 8. Ovde je prikazana aproksimacija funkcije f(x) =
1

1 + x
, Tejlorovim poli-

nomom drugog i petog stepena u taqki x = −2. Aproksimacija je utoliko boƩa ukoliko
je taqka x bliжa taqki a. Tako±e, Tejlorov polinom vixeg stepena boƩe aproksimi-
ra funkciju od Tejlorovog polinoma maƬeg stepena. Ma slici 2 (levo) smo funkciju
f(x) = 1

x+1 aproksimirali Tejlorovim polinomom drugog stepena T2(x), dok na slici 3
(desno) Tejlorovim polinomom petog stepena T5(x), vidimo da je ova druga aproksimacija
boƩa. Tako±e se prime²uje da su obe aproksimacije dobre u okolini taqke M(−2,−1).

x

y

0
1 2 3 4 5

−1−2−3−4−5

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

M
1

x+1

T2(x)

Sl. 2

x

y

0
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M
1

x+1

T5(x)

Sl. 3



Na±imo nekoliko prvih izvoda funkcije f(x) = sinx.

f ′(x) = cos x = sin
(

x +
π

2

)

f ′′(x) = − sin x = sin (x + π)

f ′′′(x) = − cos x = sin

(

x +
3π

2

)

f ′′′′(x) = sinx = sin (x + 2π) = sin x

Sada uopxteno za n−ti izvod dobijamo slede²e

f (n)(x) =



























f (4k+1)(x) = sin
(

x +
π

2

)

= sin
(

x +
π

2
+ 2kπ

)

za n = 4k + 1

f (4k+2)(x) = sin (x + π) = sin (x + π + 2kπ) za n = 4k + 2

f (4k+3)(x) = sin

(

x +
3π

2

)

= sin

(

x +
3π

2
+ 2kπ

)

za n = 4k + 3

f (4k+4)(x) = sin (x + 2π) = sin (x + 2π + 2kπ) za n = 4k + 4

daƩe je

f (n)(x) =



































f (4k+1)(x) = sin
(

x +
π

2
+ 2kπ

)

= sin
(

x + (4k + 1)
π

2

)

= sin
(

x + n
π

2

)

f (4k+2)(x) = sin (x + π + 2kπ) = sin
(

x + (4k + 2)
π

2

)

= sin
(

x + n
π

2

)

f (4k+3)(x) = sin

(

x +
3π

2
+ 2kπ

)

= sin
(

x + (4k + 3)
π

2

)

= sin
(

x + n
π

2

)

f (4k+4)(x) = sin (x + 2π + 2kπ) = sin
(

x + (4k + 4)
π

2

)

= sin
(

x + n
π

2

)

pa je

f (n)(x) = sin
(

x + n
π

2

)

Sada na±imo vrednosti izvoda u taqki x = 0.

f (n)(0) =



























f (4k+1)(0) = sin
(π

2

)

= 1 za n = 4k + 1

f (4k+2)(0) = sin (π) = 0 za n = 4k + 2

f (4k+3)(0) = sin

(

3π

2

)

= −1 za n = 4k + 3

f (4k+4)(0) = sin (2π) = 0 za n = 4k + 4

Dakle, Maklorenov polinom n−tog stepena za funkciju f(x) = sinx glasi

sinx = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . + (−1)n−1 x2n−1

(2n − 1)!
+ o(x2n).

2 Maklorenov razvoj nekih elementarnih funkcija

2.1 Razvoj funkcije f(x) = sinx



Na±imo nekoliko prvih izvoda funkcije f(x) = cos x.

f ′(x) = − sin x = cos
(

x +
π

2

)

f ′′(x) = − cos x = cos (x + π)

f ′′′(x) = sinx = cos

(

x +
3π

2

)

f ′′′′(x) = cos x = cos (x + 2π) = cos x

Sada uopxteno za n−ti izvod dobijamo slede²e

f (n)(x) =



























f (4k+1)(x) = cos
(

x +
π

2

)

= cos
(

x +
π

2
+ 2kπ

)

za n = 4k + 1

f (4k+2)(x) = cos (x + π) = cos (x + π + 2kπ) za n = 4k + 2

f (4k+3)(x) = cos

(

x +
3π

2

)

= cos

(

x +
3π

2
+ 2kπ

)

za n = 4k + 3

f (4k+4)(x) = cos (x + 2π) = cos (x + 2π + 2kπ) za n = 4k + 4

daƩe je

f (n)(x) =



































f (4k+1)(x) = cos
(

x +
π

2
+ 2kπ

)

= cos
(

x + (4k + 1)
π

2

)

= cos
(

x + n
π

2

)

f (4k+2)(x) = cos (x + π + 2kπ) = cos
(

x + (4k + 2)
π

2

)

= cos
(

x + n
π

2

)

f (4k+3)(x) = cos

(

x +
3π

2
+ 2kπ

)

= cos
(

x + (4k + 3)
π

2

)

= cos
(

x + n
π

2

)

f (4k+4)(x) = cos (x + 2π + 2kπ) = cos
(

x + (4k + 4)
π

2

)

= cos
(

x + n
π

2

)

pa je

f (n)(x) = cos
(

x + n
π

2

)

Sada na±imo vrednosti izvoda u taqki x = 0.

f (n)(0) =



























f (4k+1)(0) = cos
(π

2

)

= 0 za n = 4k + 1

f (4k+2)(0) = cos (π) = −1 za n = 4k + 2

f (4k+3)(0) = cos

(

3π

2

)

= 0 za n = 4k + 3

f (4k+4)(0) = cos (2π) = 1 za n = 4k + 4

Pa Maklorenov polinom n−tog stepena za funkciju f(x) = cos x izgleda ovako

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1).

2.2 Razvoj funkcije f(x) = cos x



Odredimo Ƭene izvode u taqki x = 0. Iz f ′(x) =
1

1 + x2
sledi f ′(x)(1 + x2) = 1, x ∈ R, a

prema Lajbnicovoj formuli, za n > 1 je

(1 + x2)f (n+1)(x) + 2nxf (n)(x) + n(n − 1)f (n−1)(x) = 0,

odakle sledi

f (n+1)(0) = −n(n − 1)f (n−1)(0).

Kako je f(0) = 0, f ′(0) = 1, dobijamo

f (n)(0) =

{

0, za n = 2k, k ∈ N,
(−1)k(2k)!, za n = 2k + 1, k ∈ N ∪ {0}.

Sada je

f(x) = x − 2!

3!
x3 +

4!

5!
x5 + . . . + (−1)k (2k)!

(2k + 1)!
x2k+1 + o(x2k+1),

konaqno dobijamo Maklorenov polinom n−tog stepena za funkciju f(x) = arctg x

arctg x = x − 1

3
x3 +

1

5
x5 + . . . + (−1)k 1

2k + 1
x2k+1 + o(x2k+1).

x

Poznato je za funkciju f(x) = ex, da je

f (n)(x) = ex, za svako n ∈ N.

Zato je za n ∈ N ∪ {0}, f (n)(0) = 1. Pa dobijamo da Maklorenov polinom n−tog stepena
funkcije f(x) = ex izgleda ovako

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn−1

(n − 1)!
+

xn

n!
+ o(xn).

2.3 Razvoj funkcije f(x) = arctg x

2.4 Razvoj funkcije e



α

Posmatrajmo ovu funkciju za α ∈ R\N i odredimo Ƭene izvode u taqki x = 0. Dobijamo

f ′(x) = α(1 + x)α−1 ⇒ f ′(0) = α
f ′′(x) = α(α − 1)(1 + x)α−2 ⇒ f ′(0) = α(α − 1)

f ′′′(x) = α(α − 1)(α − 2)(1 + x)α−2 ⇒ f ′(0) = α(α − 1)(α − 2)
f (n)(x) = α(α − 1) · . . . · (α − n + 1)(1 + x)α−n ⇒ f (0)(x) = α(α − 1) · . . . · (α − n + 1).

Izraz an =
α(α − 1) · . . . · (α − n + 1)

n!
, podse²a na poznati binomni koeficijent. Usvojeno je

da se i u ovom sluqaju, i kada α nije prirodan broj, pixe oznaka

(

α

n

)

. Dakle Maklorenov

polinom n−tog stepena funkcije f(x) = (1 + x)α se moжe napisati na ovaj naqin

(1 + x)α = 1 +

(

α

1

)

x +

(

α

2

)

x2 + . . . +

(

α

n

)

xn + o(xn).

Data funkcija je definisana za x > −1. Na±imo sada n−ti izvod ove funkcije u taqki

x = 0. Iz f ′(x) =
1

1 + x
sledi f ′(x)(1 + x) = 1, a prema Lajbnicovoj formuli, za n > 1 je

f (n+1)(x)(1 + x) = −nf (n)(x),

pa je za x = 0

f (n+1)(0) = −nf (n)(0).

Kako je f ′(0) = 1, dobijamo daƩe f ′′(0) = −1, f ′′′(0) = 2, . . . , pa moжemo zakƩuqiti da je

f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!.

Sada dobijamo da Maklorenov polinom n−tog stepena funkcije f(x) = ln(1 + x) izgleda
ovako

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− . . . + (−1)n−1 xn

n
+ o(xn).

2.5 Razvoj funkcije f(x) = (1 + x)

2.6 Razvoj funkcije f(x) = ln(1 + x)



tg x =
n

∑

k=1

B2k(−4)k(1 − 4k)

(2k)!
x2k−1 + o(x2k) =

= x +
1

3
x3 +

2

15
x5 + . . . +

B2n(−4)n(1 − 4n)

(2n)!
x2n−1 + o(x2n)

arcsin x =

n
∑

k=0

(2k)!

4k(k!)2(2k + 1)
x2n+1 + o(x2n+2) =

= x +
1

6
x3 +

3

40
x5 + . . . +

(2n)!

4n(n!)2(2n + 1)
x2n+1 + o(x2n+2)

arcsin x =
∑

n≥0

(2n − 1)!!x2n+1

(2n)!!(2n + 1)

arccos x =
π

2
−

n
∑

k=0

(2k)!

4k(k!)2(2k + 1)
x2n+1 + o(x2n+2) =

=
π

2
− x − 1

6
x3 − 3

40
x5 − . . . − (2n)!

4n(n!)2(2n + 1)
x2n+1 + o(x2n+2)

2.7 Razvoj funkcije f(x) = tg x

2.8 Razvoj funkcije f(x) = arcsinx

2.9 Razvoj funkcije f(x) = arccos x



Primer 1. Izraqunati lim
x→0

ex sin x − x(x + 1)

x3
.

RexeƬe. Funkcije ex i sin x razvijemo do tre²eg stepena. MnoжeƬem, i zadrжavaƬem
qlanova do x3 dobijamo,

lim
x→0

(

1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ o(x3)

) (

x − x3

3!
+ o(x3)

)

− x2 − x

x3
= lim

x→0

x + x2 +
x3

2!
+ o(x3) − x3

3!
− x2 − x

x3
.

Sre±ivaƬem dobijenog izraza dobijamo konaqni rezultat,

lim
x→0

x3

2!
− x3

3!
+ o(x3)

x3
= lim

x→0

x3

3
+ o(x3)

x3
=

1

3
.

U ovom zadatku, kao i u sliqnim zadacima gde se primeƬuje Tejlorova formula, stan-
dardno pitaƬe je:,,Kako znamo do kog stepena treba pisati Tejlorov razvoj”? U stvari, to
ne znamo unapred. Ako je izraz oblika A · B, tada B razvijamo do onog stepena posle kog
bi ostali dodati sabirci pomnoжeni sa A, teжili nuli, odnosno kada imamo situaciju
B

A
, tada B razvijamo do stepena koji je A. Xto je sliqno kao prethodni sluqaj, samo je

mnoжeƬe zameƬeno deƩeƬem.

Primer 2. Odrediti lim
x→0

cos x + ln
√

1 + x2 − 1

x4
.

RexeƬe. Prvo uprostimo malo limes, pa ²emo dobiti,

lim
x→0

cos x − 1 +
1

2
ln(1 + x2)

x4
.

DaƩe razvijemo funkcije cos x i ln(1 + x2),

lim
x→0

x4

4!
− x2

2!
+ o(x4) +

1

2

(

x2 − x4

2
+ o(x4)

)

x4
.

Jednostavnim mnoжeƬem i sre±ivaƬem dobijamo,

lim
x→0

x4

4!
− x4

4
+ o(x4)

x4
= lim

x→0

−5x4

4!
+ o(x4)

x4
= − 5

24
.

3 IzraqunavaƬe graniqnih vrednosti



Primer 3. Korix²eƬem Maklorenovog razvoja na²i lim
x→0

1 − cos(1 − cos x)

x4
.

RexeƬe. U ovakvim primerima treba voditi raquna xta prvo razvijamo. Jedan put moжe
da zakomplikuje stvari, pa treba izabrati pravi. U ovom sluqaju prvo ²emo razviti
kosinus sa argumentom x, pa dobijamo,

lim
x→0

1 − cos

(

1 −
(

1 − x2

2
+ o(x2)

))

x4
= lim

x→0

1 − cos

(

−x2

2
− o(x2)

)

x4
.

DaƩe je

lim
x→0

1 −
(

1 − x4

8
+ o(x4)

)

x4
= lim

x→0

x4

8
+ o(x4)

x4
=

1

8
.

Primer 4. Odrediti realan parametar a tako da L = lim
x→+∞

(

x − xa ln

(

1 +
1

x

))

bude

konaqan. Za na±eƬu vrednost parametra a na²i graniqnu vrednost.

RexeƬe. RazvijaƬem ln

(

1 +
1

x

)

, po
1

x
, dobijamo

ln

(

1 +
1

x

)

=
1

x
− 1

2x2
+ o

(

1

x2

)

,

pa je,

L = lim
x→+∞

(

x − xa−1 +
xa−2

2
+ o(xa−2)

)

.

Prvi qlan u zagradi, x, teжi ka +∞. Da bi graniqna vrednost bila konaqna mora negde
da se pojavi sabirak −x, a to je mogu²e ako i samo ako je a−1 = 1, tj. a = 2. U tom sluqaju
dobijamo

L = lim
x→+∞

1

2
+ o(1) =

1

2
.

Da bismo se uverili da je ovo jedino rexeƬe, primetimo da je za a > 2 qlan
xa−2

2
→ +∞,

dok je za a < 2 qlan x → +∞. Pa je prethodno rexeƬe zaista jedinstveno.

Primer 5. Izraqunati vrednost lim
x→0

tg x − x

x − sinx
.

RexeƬe. Poznate razvoje

tg x = x +
1

3
x3 + o(x4), sinx = x − 1

6
x3 + o(x4), (x → 0),

uvrstimo u poqetnu graniqnu vrednost, i dobijamo krajƬi rezultat

lim
x→0

x +
1

3
x3 + o(x4) − x

x − (x − 1

6
x3 + o(x4))

= lim
x→0

1

3
x3 + o(x4)

1

6
x3 + o(x4)

= 2.



Primer 6. Uz pomo² Maklorenovog razvoja odrediti lim
x→0

arcsin 2x − 2 arcsin x

x3
.

RexeƬe. Razvijemo funkcije arcsin, do qlana x3, i zatim sredimo izraz. DaƩe dobijamo
konaqni rezultat,

lim
x→0

2x +
1

6
· 8x3 + o(x4) − 2(x +

1

6
x3 + o(x4))

x3
= lim

x→0

x3 + o(x4)

x3
= 1.

Primer 7. Izraqunati lim
x→0

1 − (cos x)sin x

x3
.

RexeƬe. Kada imamo ovakav zadatak, tj. situaciju f(x)g(x), uradi²emo slede²e eln f(x)g(x),
pa sada odredimo tu graniqnu vrednost. Primenom prethodnog dobijamo,

lim
x→0

1 − esin x ln cos x

x3
.

Izraqunajmo sada

lim
x→0

sin x ln cos x = lim
x→0

sin x ln(1 − x2

2
+ o(x2)) =

= lim
x→0

(x − x3

3!
+ o(x3))(−x2

2
+ o(x2)) = −x3

2
+ o(x3).

Sada dobijeni rezultat zamenimo na poqetku. DaƩe je,

lim
x→0

1 − e
−x3

2
+ o(x3)

x3
= lim

x→0

1 −
(

1 − x3

2
+ o(x3)

)

x3
= lim

x→0

x3

2
+ o(x3)

x3
=

1

2
.

Primer 8. Odrediti vrednost lim
x→0

(

2

π
arccos x

)
1
x

.

RexeƬe. Moжemo izvrxiti transformaciju

lim
x→0

(

2

π
arccos x

)
1
x

= e

lim
x→0

ln

(

2

π
arccos x

)

· 1

x
.

Izraqunajmo sada novi limes, imaju²i u vidu da je

arccos x =
π

2
− x + o(x2), ln(1 + x) = x + o(x), (x → 0),

pa dobijamo daƩe,

lim
x→0

ln

(

2

π
arccos x

)

· 1

x
= lim

x→0
ln

(

1 − 2

π
x + o(x2)

)

· 1

x
= lim

x→0

(

− 2

π
x + o(x)

)

· 1

x
= − 2

π
.

Zamenom u poqetnu graniqnu vrednost, dobijamo rezultat

lim
x→0

(

2

π
arccos x

)
1
x

= e
−

2
π .



Primer 9. Korix²eƬem Tejlorove formule izraqunati lim
x→0

√
1 + tg x −

√
1 + sin x

x3
.

RexeƬe. Prvo ²emo razviti funkcije tg x i sin x, a zatim korene,

lim
x→0

√

1 + x +
1

2
x3 + o(x4) −

√

1 + x − 1

6
x3 + o(x4)

x3
=

= lim
x→0

1 +
1

2
(x +

1

3
x3 + o(x4)) −

(

1 +
1

2
(x − 1

6
x3 + o(x4))

)

x3
.

Sada jednostavnim sre±ivaƬem dobijamo krajƬi rezultat,

lim
x→0

1

6
x3 +

1

12
x3 + o(x4)

x3
= lim

x→0

1

4
x3 + o(x4)

x3
=

1

4
.

Primer 10. Izraqunati graniqnu vrednost lim
x→0

(

1

ln(1 + x)
− 1

tg x

)

.

RexeƬe. Kada proxirimo na zajedniqki imenilac dobijamo

lim
x→0

(

tg x − ln(1 + x)

ln(1 + x) tg x

)

.

Sada iskoristimo poznate razvoje funkcija tg x i ln(1 + x), daƩe je,

lim
x→0

x + o(x2) − (x − 1

2
x2 + o(x2))

ln(1 + x) tg x
= lim

x→0

1

2
x2 + o(x2)

(x + o(x)) · (x + o(x))
=

1

2
.

Primer 11. Odrediti vrednost limesa lim
x→+∞

(
3
√

x3 + 3x2 −
√

x2 − 2x).

RexeƬe. Kada x → +∞, ili x → −∞, obiqno se koristi Maklorenov razvoj, pa dati limes

treba malo transformisati, i razviti po qlanu
1

x
. U ovom primeru, iz korena izvuqemo

x pa zatim razvijemo po qlanovima
3

x
i − 2

x
. Sada je

lim
x→+∞

x ·
(

3

√

1 +
3

x
−

√

1 − 2

x

)

= lim
x→+∞

x ·
(

1 +
1

3
· 3

x
+ o

(

1

x

)

− 1 − 1

2
· −2

x
+ o

(

1

x

))

.

Sre±ivaƬem dobijenog, konaqno dobijamo rezultat,

lim
x→+∞

x ·
(

2

x
+ o

(

1

x

))

= 2.



Primer 12. Primenom Tejlorove formule, izraqunati lim
x→0

sin(sin x) − x 3
√

1 − x2

x5
.

RexeƬe. Koriste²i poznate razvoje, imamo, kad x → 0

sin(sin x) = sinx − 1

6
sin3 x +

1

120
sin5 x + o(x5) =

=

(

x − 1

6
x3 +

1

120
x5 + o(x5)

)

− 1

6

(

x − 1

6
x3 + o(x3)

)3

+
1

120
(x + o(x))

5
.

StepenovaƬem i zadrжavaƬem qlanova do x5 u prethodnoj jednakosti, dobijamo

sin(sin x) = x − 1

3
x3 +

1

10
x5 + o(x5).

DaƩe je

x
3
√

1 − x2 = x

(

1 +

(

1/3

1

)

(−x2) +

(

1/3

2

)

(−x2)2 + o(x4)

)

= x − 1

3
x3 − 1

9
x5 + o(x5).

Zamenom dobijenih rezultata u poqetni limes, dobijemo

lim
x→0

sin(sin x) − x 3
√

1 − x2

x5
= lim

x→0

x − 1

3
x3 +

1

10
x5 + o(x5) −

(

x − 1

3
x3 − 1

9
x5 + o(x5)

)

x5
=

= lim
x→0

1

10
x5 +

1

9
x5 + o(x5)

x5
= lim

x→0

19

90
x5 + o(x5)

x5
=

19

90
.

Tejlorova formula ima ogromnu primenu kod izraqunavaƬa graniqnih vrednosti, kao
xto su i prethodni primeri to ilustrovali. Mnogi od ovih primera ne moжe da se rexe
elementarnim putem, tj. raznim transformacijama. Neki limesi su mogli da se odrede
primenom Lopitalovog pravila, ali taj put je daleko teжi, i zahteva dosta raqunaƬa,
i dobrog snalaжeƬa sa izvodima.



NalaжeƬe kosih asimptota, se svodi na raqunaƬe graniqne vrednosti funkcije kada
x → +∞ ili x → −∞, u zavisnosti od domena funkcije. Tada se obiqno vrxi razvoj po

qlanu
1

x
, dok su pre toga izvrxene maƬe transformacije, i sre±ivaƬa.

Primer 1. Izraqunati kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) = x +
1

3
+ 3

√
x2 − x3.

RexeƬe. Izvu²i²emo x iz korena, i zatim izvrxiti razvoj po qlanu
2

x
.

f(x) = x +
1

3
+ 3

√
x3 + 2x2 = x +

1

3
+ x

(

1 +
2

x

)

1

3
= x +

1

3
+ x

[

1 +
1

3
· 2

x
− 1

9
· 4

x2
+ o

(

1

x2

)]

=

x +
1

3
+ x +

2

3
− 4

9
· 1

x
+ o

(

1

x

)

= 2x + 1 − 4

9
· 1

x
+ o

(

1

x

)

.

Dakle, kosa asimptota grafika date funkcije je prava y = 2x + 1, i to i za x → +∞ i za

x → −∞. Dodatni qlan −4

9
· 1

x
govori o tome da li se grafik nalazi ,,ispod” ili ,,iznad”

dobijene asimptote. Ako je qlan pozitivan, grafik je ,,iznad”, a ako je negativan, grafik
je ,,ispod” dobijene asimptote.

Primer 2. Izraqunati kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) = x arctg x.

RexeƬe. Iskoristimo poznati razvoj za funkciju arctg x, daƩe je

f(x) = x ·
(

1

x
− 1

3x3
+ o

(

1

x4

))

= 1 − 1

3x2
+ o

(

1

x3

)

.

ZakƩuqujemo da je prava y = 1 obostrana horizontalna asimptota. Kada x → −∞ i
x → +∞ grafik je ,,ispod” asimptote.

Primer 3. Na²i kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) = e

1√
x − 1 ·

√
x2 − 1.

RexeƬe. Poxto je lim
x→+∞

e

1√
x − 1

= lim
x→+∞

e

1√
x

i lim
x→+∞

√

x2 − 1 = lim
x→+∞

x, pa datu funkciju

moжemo napisati kao f(x) = x · e

1√
x

, za x → +∞. Posmatramo samo za x → +∞, jer za −∞
funkcija nije definisana. Sada je,

f(x) = x ·
(

1 +
1√
x

+
1

2x
+ o

(

1√
x3

))

= x +
√

x +
1

2
+ o

(

1√
x

)

.

Prava y = x+
1

2
nije kosa asimptota, jer postoji qlan

√
x, a lim

x→+∞

√
x = +∞, pa je zakƩuqak

da data funkcija nema kosih asimptota.

4 NalaжeƬe kosih asimptota



Primer 4. Primenom Maklorenovog razvoja izraqunati kose asimptote (ako postoje)

funkcije f(x) = x sin
1

x
+ x2 + x − x2e

1
x .

RexeƬe. Grupixemo sabirke na slede²i naqin,

f(x) = x ·
(

1 + sin
1

x

)

+ x2 ·
(

1 − e
1
x

)

,

i zatim razvijemo funkcije sin
1

x
i e

1

x ,

x ·
(

1 +
1

x
+ o

(

1

x2

))

+ x2 ·
(

1 − 1 − 1

x
− 1

2x2
− 1

6x3
− o

(

1

x3

))

.

Sre±ivaƬem izraza dobijamo,

= x + 1 + o

(

1

x

)

− x − 1

2
− 1

6x
− o

(

1

x

)

=
1

2
− 1

6x
+ o

(

1

x

)

.

Sledi da je prava y =
1

2
obostrana horizontalna asimptota, kada x → −∞, grafik je

,,iznad” asimptote, a za x → +∞, grafik je ,,ispod” asimptote.

Primer 5. Odrediti kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) =
|x + 2|

e

1

x

.

RexeƬe. Zapixemo funkciju kao f(x) = |x + 2| · e
− 1

x . Zatim razvijemo eksponencijalnu

funkciju, po − 1

x
, daƩe je

f(x) = |x + 2| ·
(

1 − 1

x
+

1

2x2
+ o

(

1

x3

))

.

Za x → −∞ imamo da je f(x) = −(x + 2) ·
(

1 − 1

x
+

1

2x2
+ o

(

1

x3

))

, kada sredimo, dobijamo

f(x) = −x − 1 +
3

2x
+ o

(

1

x2

)

.

Za x → +∞ imamo da je f(x) = (x + 2) ·
(

1 − 1

x
+

1

2x2
+ o

(

1

x3

))

, kada sredimo, dobijamo

f(x) = x + 1 − 3

2x
+ o

(

1

x2

)

.

Prava y = −x−1, je leva kosa asimptota, i grafik je ,,ispod” asimptote, a prava y = x+1,
je desna kosa asimptota, i grafik je tako±e ,,ispod” asimptote.

Vidimo da Tejlorova formula moжe da se upotrebi i kod izraqunavaƬa kosih asimp-
tota funkcije. Kod ispitivaƬa funkcija, ovakav naqin qesto dosta olakxa posao, jer
moжe da se dogodi, da limesi preko kojih odre±ujemo koeficijente budu komplikovani, i
texki za izraqunavaƬe. U ovom sluqaju, imamo jox dodatni tre²i sabirak koji pomaжe
da vidimo da li je grafik ,,ispod”, ili ,,iznad” asimptote, xto moжe da sluжi kao pomo²
za proveru nekih drugih rezultata da li su taqni.


