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Kinematika poslednjeg robotskog segmenta

Razmotrimo robotski sistem u obliku otvorenog kinematiCkog lanca bez
grananja sa n(n <6) segmenata (V(;),¥(2y,....V)) 1 kinematickim parovima V
klase. Ocigledno, broj stepeni slobode kretanja ovakvog sistema jednak je broju
segmenata. Vrh H robotske hvataljke pripada poslednjem n-tom segmentu.
Postavlja se pitanje da li u sluaju n =6 poslednji robotski segment moze da
se nade u konfiguraciji koja je unutar zadata. Specijalno, postavlja se pitanje da
li vrth H robotske hvataljke moze da se nade u tacki H(xy,yy,zy) neke
trodimenzionalne oblasti E;(H € E;), pri ¢emu su Dekartove koordinate
Xy .Yy »Zy Pproizvoljno odabrane, i da se pri tome orijentacija segmenta V6)
poklapa sa unapred zadatim koju odreduju proizvoljno odabrani Ojlerovi uglovi
v,0,¢ iz neke trodimenzionalne oblasti R ((V/,H,(p) ERy ) Odgovor na ovo
pitanje u opstem slucaju je negativan.Za potvrdu ovoga dovoljno je da se
razmotri slu¢aj robotskog sistema sa 6 segmenata pri cemu svaki od njih u
relativnom kretanju u odnosu na susedni vreSe obrtanja oko osa koju su
medusobno paralelne. U ovom slucaju tacka H moze da zauzme proizvoljan
poloZaj u oblasti E; koja se nalazi u ravni z = const. Takodje, segment V()
moze da se nade u konfiguraciji kojo odgovara proizvoljna vrednost ugla
sopstvene rotacije ¢ a uglovi precesije i nutacije (t//,@) su konstantni.

Ocigledno, za ostvarenje ovakvih pozicioniranja (xy,yy,.zy =const) i
orijentacije (1//=const,0=const,(p) razmatrani robotski segment ili tri

segmenta vise nego §to je to potrebno. Razmotrimo na dalje slucaj robotskog
sistema sa Sest segmenata u kome prvi segment moze da vr$i translaciju duz Ox
ose, drugi segment u relativnom kretanju u odnosu na prvi- translaciju duz ose
paralelne Oy osi i tre¢i segment u relativnom kretanju u odnosu na drugi-
translaciju duz ose paralelne Oz osi. Ostala tri segmenta neka ¢ine deo
kinematic¢kog lanca koji nastaje dekompozicijom sfernog zgloba u tri nezavisne
relativne rotacije (obrtanje oko osa vezanih za segmente (V(3,V(4), 1 V(S)).U

ovom slucaju, ocigledno, poslednji segment V(6) moze da se nade u

proizvoljno zadatoj konfiguraciji unutar radnog prostora.Ovo vodi zakljuc¢ku da
V() moZe da se nade u bilo kojoj poziciji (xg, vz ) 1orijentaciji (w,6,9)

unutar radnog prostora kako da je u pitanju slobodno (opste) kretanje toga
segmenta. Otuda proizilazi da je ovako kretanje robotski sistem nema ni manje
ni viSe segmenata od potrebnog broja (n=6). U slucaju sistema sa pet

segmenata pozicioniranje i orijentacija poslednjeg robotskog segmenta koima
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bi se u opstem slucaju ostvarile unapred zadate koordinate
(xH, yH,zH,l//,H,(p) .Ovi primeri u kojima se analizira odnos broja sistema
slobode kretanja (n— poklapa se sa brojem segmenata robotskog sistema) u
tesnoj su vezi sa pojmom redundantnosti robotskih sistema.lzlozimo pojam
redundantnosti onako kako je dat u (Lazarevic).Ako sa n oznafimo broj

stepeni slobode kretanja robotskog sistema, sa m(m,,, =6) broj stepeni

slobode kretanja poslednjeg robotskog segmenta (ostali segmenti realizuju veze
koje ograni¢avaju kretanje poslednjeg segmenta), tada je robotski sistem
neredundantan ako je m=n za sve moguce njegove konfiguracije. Ako je,
medutim, n>6 robotski sistem je redundantan.Takode, robotski sistem je
redundantan za n > m.

Ako se sa m, oznali broj stepeni slobode kretanja poslednjeg robotskog
segmenta, koji je potreban za izvrSenje manipulacionog zadatka tada je robotski
sistem redundantan u pogledu izvrSenja manipulacinog zadatka ako vazi
m>m,. Ovo se odnosi i na slucaj kada je m=n. Dakle, redundantnost u
slu¢aju izvrSenja manipulacionog zadatka postoji u nekim slucajevima i kada je
robotski sistem redundantan.

U slucaju ranije pomenutog robotskog sistema sa Sest segmenata koj vrse
relativno obrtanje (prvi od svih- apsolutno) oko paralelnih osa sledi da je
n=06,m=3 1irobotski sistem je redundantan.Ako uklonimo tri segmenta »n =3
robotski sistem je neredundantan. U ovom slucaju ako se manipulacioni zadatak
odnosi samo na pozicioniranje (ugao sopstvene rotacije moze biti proizvoljan)
sledi da je m,=2 pa je robotski sistem redundantan u odnosu na
manipulacioni zadatak jer je m >m, . U drugom razmatranom slucaju robotskog
sistema (tri translacije i tri rotacije sfernog zgloba dekompovanog u tri rotacije
oko osa) sledi: m=6,n=6 pa je robotski sistem neredundatan. Ako je
manipulacioni zadatak takav da je potrebno ostvariti potpuno pozicioniranje i
orijentaciju u pogledu zadatog ugla precesije i nutacije (na primer — uvrtanje
zavrtnja u navrtku ¢iji polozaj je unapred zadat (sopstvena rotacija oko ose
navrtke je bez znaCaja za orijentaciju) tada je m, =5 pa je s obzirom na
manipulacioni zadatak robotski sistem redundantan iako je m=n
(neredundantan robotski sistem).

Razmotrimo slu¢aj kada poslednji robotski segment ima m=m,, =6
stepeni slobode kretanja.U tom sluCaju u njegovu konfiguraciju moguce je
odrediti (bazni slucaj) sa tri Dekartove koordinate vrha robotske hvataljke
H(xg,yy,zg) 1 tri Ojlerova ugla koji odrezuju orijentaciju V(n),(l//,&,(p) ,
ili opstije:

n=H(g'q.7) v,=v,(7"7 7°) (4.200)



Mehanika robota-predavanja-prof.Lazarevi¢-Handout 5

§to sledi nakon regularnih transformacija spoljasnjih koordinata:
Xy =Xy (671552,53),
i = vy (7.7.7), (4.201)
Iy =7y (61,52,53).

t//=t//(674,675,676),

0-0(7*.3.3°), (4.202)
¢=¢(€74,§5,66)-

4.10 Direktni kinematicki zadatak

Resenje
7% =¢“ (ql,qz,...,q"), a=12,..,m, my,, =6 (4.203)

kojim se uspostavlja veza izmedju spoljasnjih (q*l,qz,_,,,(j'") i unutrasnjih
koordinata (ql,q{m,q”) naziva se direktnim kinematickim zadatkom robotskog

sistema. ReSenjem ovoga zadatka uspostavlja se u proizvoljnoj konfiguraciji
robotskog sistema veza izmedu relativnih pomeranja segmenata robotskog
sistema i polozaja vrha robotske hvataljke, kao i orijentacije poslednjeg
robotskog segmenta, Sto je kljuéni element svakog manipulacionog zadatka.
Direktan kinematicki zadatak resicemo najpre za slucaj pozicioniranja robotske
hvataljke. Bazni slucaj obog zadatka odnosi se na definisanje polodaja vrha
robotske hvataljke, primenom Dekartovih pravouglih koordinata. ReSenje ovog
sluc¢aja imace, dakle, sledecu formu:

1 2

Xpr = Xpg (q ,q ,...,q"),
1 2

vir =y 007", (4.204)
1 2

Zy =zp (q .q ,...,q").

Do reSenja (4.204) dolazi se sledeé¢im razmatranjem.Vektor polozaja vrha
robotske hvataljke H , sl.4.1, dat je u slede¢em obliku:

P =OH > iy = " pu + & ) (4.205)
k=1

odakle sledi izraz u matri¢noj formi:
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{5&0)} :i[%,k]({ﬁ;(d@}+§k{é,§")}qk) (4.206)

k=1

gdeje {FI({O)}:(XH yH ZH)T

odnosno

n
k K\, ok kY. ok k
Xy =Z all(pkkl +Skerq )+0!12(Pkk2 +Ske2q )+0513(Pkk3 +Sker3q )}
k=1

n
k K\, k K\, k k
Yu =Z a21(pkkl+§kek1q )+a22(pkk2 +Cker2d )+0!23(Pkk3 +&ker3q )}
k=1~

n -
k A} K\, k k
ZHZZ 0!31(Pkk1+§k€k1q )+a32(:0kk2 +Cker2q )+0!33<Pkk3 +Cker3q )}
=1

(4.207)
U poslednjim izrazima uzete su u obzir sledece relacije:

k)} = (ekl €2 €3 )T

~(k T (=
{P]({k)}:(pkkl Pldc2 Pkk3) ) {e,ﬁ
k k k
) a2 a3
k k k
[Ao,sz o) ayp a3

k k k
031 A3y 33

(4.208)

Uzimajuéi u obzir da vazi:

ak =al~j(ql,q2,...,q"), i j=1,23 k=12,.n (4.209)

relacije (4.207) mogu da se napiSu u obliku:
XH =XH (Cll,qz,n-,qn )
YH =Y (ql,qz,n-,q”), (4.210)
Zy =z (ql,qz,...,q”).

koji predstavlja reSenje direktnog kinematickog zadatka u baznom slucaju za
slu¢aj pozicioniranja. U opStem slucaju polazi se od transformacije (4.91)
regularne u trodimenzionoj oblasti (Q, ) koordinate xz,yy,zy (a takode —u

trodimenzionoj oblasti (Q) koordinata g 1'7%.3°), koja s obzirom na (4.210) i

(4.96) dovodi do resenja direktnog kinematickog zadatka u opstem slucaju za
slucaj pozicioniranja:
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7'=q (ql,qz,...,q”),

=2 =2( 1 2

7 =7*(d'q% "), (4211
673 :573 (ql’qz’m’qn).

Oblast (S) (odnosno (S7)) u kojoj je transformacija (4.91) (odnosno (4.96))
singularna predstavlja oblast singulariteta i u slucaju reSavanja direktnog
kinematickog zadatka za slucaj pozicioniranja. O odredjivanju (S) i (S°) sve je
re¢eno u prethodnom poglavlju.

Primer 1. Resiti direktni kinematicki zadatak koji se odnosi na pozicioniranje u
slu¢aju da su spoljasnje koordinate polarno-cilindri¢ne (vidi primer I u
prethodnom poglavlju).

Resenje: Transformacija (4.96) u razmatranom slucaju ima oblik (4.121) i
regularna je u trodimenzionalnoj oblasti koordinata xg,ygy,zy iz koje je

isklju¢ena prava (4.123).Ta oblast je (<

0) i unjoj direktan kinematicki zadatak
za slucaj pozicioniranja ima sledece resenje (vidi (4.121) i reSenje direktnog

kinematickog zadatka u baznom slucaju (4.110)):

—1 2 1 2 2 1 2
q =\/xH(q N7 7 T U 7 L B

1 2 n
7 :amg[W}kn, k=0,+1,42,.. (4212)
(g .97 5q)

=3 1 2
q =zZyg (q »q a-'-aqn)'

ili
7 =7 (ql,qz,...,q”),
7 =*(¢".a% 0", 4213)
7 =t73(ql,qz,...,q")-

U oblasti (S) u kojoj je transformacija (4.140) singularna ,reSenje ima oblik:
7' =4'(¢"q"nd"),
62 = l//(xH (qlsqza'“’qn)syH(qlaqzs"’bqn)7ZH(qlaq25'“’qn))s (4214)
7 =z1(q"4% 9"

gde je w=vw(xy,yy.zy) proizvolina funkcija klase C;.Konacno, direktni

kinematicki zadatak za slucaj pozicioniranja u singularnom slucaju dobija oblik
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7' =0,

—2 1 2
g =v(q.q9q") (4.215)
—3 _ 1 2 n
q _ZH(q sq 5 q )
Primer 2. Resiti direktni kinematicki zadatak koji se odnosi na pozicioniranje u
slu¢aju da su spoljasnje koordinate sferne

Resenje: Transformacija (4.96) u razmatranom slucaju ima oblik (4.134).0Ona je
regularna u trodimenzionalnoj oblasti (Q;). U (Q[) direktan kinematicki

zadatak za slucaj pozicioniranja dobija se kada se u (4.134) uzme u obzir
reSenje direktnog kinematickog zadatka u baznom slucaju :

—1 2 1 2 2 1 2 2 1 2
q =\/xH(q )+ V(g g g+ 25 (0 g7 g,

1 2 n
7> :arctg[MJ+k7r, k=0,£1,+2,...

q
2 (g q% g™
2.1 2 n 2.1 2 n
673 = arctg \/xH(q 4 ql )ZJ’H(Z 1 9) +kr, k=0,£1,%£2,...
ZH(q g 5 q )
(4.216)
U singularnom slu¢aju u oblasti ( S;) dobija se:
7' =|zg (@' g% g™,
7 =4q".q" e d"). (4.217)

7> =kr, k=0,£1,%2,...,

gde je, kako je ve¢ reseno, 4 proizvoljna funkcija promenljivih (¢',4°.....q")
klase C;.U singularnom slucaju u oblasti (S;), dobija se:

7' =0,
7 =hd".q%nq", (4.218)
7 =h"q%nq".

gde su ¢4, proizvoljne neprekidne funkcije promenljivih (¢',¢%,....¢") klase

C, .Resimo nadalje drugi deo direktnog kinemati¢kog problema koji se odnosi

na orijentaciju poslednjeg robotskog segmenta. Najpre reSimo problem u
baznom sluéaju kada spoljasnje koordinate (54,55,56), predstavljaju Ojlerove

uglove . U razmatranom slucaju orijentaciju poslednjeg robotskog segmenta
odreduju uglovi precesije (v =g*),nutacije (#=g>) i sopstvene rotacije

(9 =¢°%). Matrica transformacije koordinata poloZaja izraZenih u odnosu na
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lokalni koordinatni sistem C,¢,7,¢, (vezan za poslednji robotski segment- vidi
sI**) u koordinate u odnosu na inercijalni koordinatni sistem Oxyz ima oblik (
vidi (¥7/)):
cYcp—sycOsp | —cyso—sycOco | sysO
[A]z swc<p+cwc9scpi—swscp+cwc6ccpi—cws9 (4.219)
sO0sQ | sOco BT

Prethodna matrica se izraZzava u funkciji unutrasnnjih koordinata izraZzava se na
poznati nacin ( vidi (*7/)):

[4]=[4],, =[4],-[4],-[4], (4.220)
Matrica (4.219) moze da se izrazi i u obliku:

[4]=] a;(w.0.0) ], i,/ =1,2.3 (4.221)
a, takode, 1 u obliku (vidi (4.220)):

[4]=[ 807 na™) |, 1,7 =123 (4.222)
Ocigledno je da vazi:

(@ .7.3%) = Bj(q".q%..nq") ij=12.3 (4.223)

i ta ¢injenica sluzi kao osnov za reSavanje direktnog kinematickog problema
(orijentacija) u baznom sluc¢aju.Naime, iz (4.219) i (4.223) sledi relacije

1 2
_ﬂ]3(q .q 5~"aqn)
1 2

ﬁ23(q .q 9'-~9qn)

2 1 2 2 1 2
i\/ﬂls(q g g+ 8230 g7 ")

v =arctg{ ]4—]{72', k=0,£1,%2,...,

0 =arctg +k, k=0,£1,£2,...
1 2
B3(q 597 q")
1 2 n
Q= arctg[WJ+k2ﬂ, ky =0,£1,£2,...
P32(q .97 5q")

(4.224)

koje predstavljaju resenje direktnog kinematickog problema (orijentacija) u
nesingularnom sluc¢aju. Oc¢igledno je da reSenje (4.224) gubi smisao u slucaju
kada vazi:

0=kn, k=0+142,.., (4.225)

§to dovodi do relacija
Bz =Pz = P31 =P3=0. (4.226)
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Slucaj (4.225) je dakle, singularan. U ovom slu¢aju matrica transformacije 4]
dobija slede¢i oblik:

. . k . . k
cosy cosp—siny sing(-1)" | —cosy sing—siny cosp(-1)

(=}

|
I
I
I

[4]= sint//cos¢+c0st//singo(—1)k i—sint//sin(o+cosq/c05(p(—l)k
I
I
|

0 0 (-1)*
(4227
ili
cos[t// +(—l)k ga} ! (—l)k sin[l//+(—1)k go} ! 0
[4]= sin[t//+(—l)k go} i (—1)k COS|:1//+(—l)k go} i 0 (4.228)
0 | 0 ¥
odakle sledi
tg|:l//+(—1)k(ﬂ:| — ﬂ2l(qlsq27“"qn) (4229)

1 2 ’
ﬂll(q ,q a~~~5qn)

§to daje reSenje direktnog kinematickog problema (orijentacija) u baznom
singularnom slucaju:

(44°59") k1 2
—% +hr (1) 6" q% 00"
1\q -9 59

0= kr, (4.230)

0=0q" 4% q")
k=0,£1,42,... ky=0,%1,42,..

V= arctg{

u poslednjem izrazu ¢(ql,q2,...,q”) je proizvoljna neprekidno diferencijabilna

funkcija unutrasnjih koordinata.

U opstem slucaju veza izmedu Ojlerovih uglova i generalisanih koordinata
7*.7°,3° koje odreduju orijentaciju poslednjeg robotskog segmenta data je
transformacijom (4.202).Postupak za odredivanje oblasti singularnosti te
transformacije i njoj inverzne transformacije izlozen je u poglavlju o
odredivanju jakobijana transformacije u slucaju orijentacije. Oblast
singularnosti transformacije (4.202), ukljucujuc¢i oblast odredenu relacijom
(4.225) odreduje ukupnu oblast u kojoj je reSenje direktnog kinematickog
problema singularno. Ocigledno je da je ta oblast identicna sa oblascu
singulariteta u odredivanju jakobijana za slucaj orijentacije.





