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Bamarak 1 Ilocmarpann maTepujaj nMa BUCKOETACTHTHO TTOHAIARE KOje
ce MOXKe TIpeJIcTaBUTH MaKCBeJIOBIM MOJIENIOM, ca KOe(UINjeHTOM eTacTu-
noctu omnpyre pu = 50MPa n Buckosnomthy npurymmusada [ = 600 MPas.
Kommko je Bpeme pesnakcamnuje? YKOJUKO c€ MATEPHUjaJ Y MOYETHOM Tpe-
HYTKY 3aTerte Tako Jia jedopmaliija Oy/ie jesnaka v = 0, 2, kojmuka he outn
BpeTHOCT HaroHa HakoH 6s? Komko BpeMeHa je moTpeOHO 1a HATIOH OTa/IHe
na 10% nouerne speanoctu?

Pememe:

Bpewme penakcanuje je:

=L

L

C ob63upom Ha TO Ja je KOHCTUTYTHBHA je/Hadnna MakcBesoBor Mojesia:

T+ =T = puv
s

KaJ1a je aedopMalija KOHCTAaHTHA BayKuU:

S
T+ET=0
B

Pertese oBe jnudepeniiujasine jeHadnue je:

Al -0 = a=-

H
& B
T = Ce™ 5t

Yaumajyhu y 003up 1moveTHu yCJjoB:
TO0)=Ty=C
Vaumajyhu y o03up 100ujeHy BpeHOCT BpeMeHa pejakcaliyje, 100uja ce:
T = Tye 12
[TomTo ce y moyeTHOM TPEHYTKY JiebopMHuIiie camo onpyra:
Ty = pvg = 50-0,2 = 10 MPa

Haxe: .
T =10e 12



Hakon 6 cekynu, BpeJHOCT HaroHna he ouTn:

T(6) = 10e™ 12

T(6) = 6,07 MPa

Bpeme koje je nmorpebro ma 6u mamon onao Ha 10% mouerHe BpegHocTH je:

0,1-10 = 10¢ 12

Bagarak 2 [Ipuiukom Mepema peakcalije HalloHa, eIpyBeTa MaTepujaa
nyxuHe 10 cm je y mo4eTHOM TPEeHYTKY 3aTerHyTa TaKo Jla HAIlOH JOCTUTHE
Bpeanoct T' = 200 MPa. Hakon 2 MumHyTa, HAIOH je Omao 0 BPETHOCTH
ox 160 MPa. IlpermnocraButu jga ce nonarmame MaTepujajga MOXKe OINHUCATH
MakcsesoBum mojiesiom. Kosko je Bpeme pesiakcaruje?! YKOJUKO je HAIIOH
y MOYEeTHOM TPEHYTKY JOCTUTHYT NpH eKCTeH3uju o 16 mm, m3padyHaTn
BUCKO3HOCT TPUTYIIUBaYa, Ka0 W BPEJIHOCT MOJYJIa pesjakcalpje HaKOH 3
MUHYTA.

Pememe:

C o63upom Ha TO Ja je BpeaHocT jedopMaliije KOHCTaHTHA, BaXKu (Kao
u y 3azarky 4):
T =The ' =The =

Cagia ce MOXKe U3padyHaATH BpeMe peIaKCallnje:

120

160 = 2007

16
V —m= — —
100
C ob63upom Ha TO ja je jedopMalyja KOHCTAHTHA, KA0 U JIa Yy MOYETHOM
TPEHYTKY Y IOTIIYHOCTH TOTHYE OJ ompyre (3000 Kallmbema jgedopmariije
[PUTYTIIBAYa), BAKMU:

Jedopmariuja uzHocH:
0,16

T 200
Ty =pvy = ,u:—oz—:1250MPa
%0} 0,16



[Tomrro je mo3maTo Bpeme pesakcaliyje, MOXKe Ce M3PANlyHaTH BUCKO3HOCT
HPUTYITHBAYA!
B = p1t = 1250 - 538

|3 = 672500 MPas |

Momyo penakcanuje HAKOH TPU MUHYTA je:

180

T(180) Tye -
Vo Yo
200e ™ 53
0,16
E*(180) = 894, 4 MPa

E*(180) =

E*(180) =

Bamarak 3 Jledopmanuja npu nysamy Kensun-Bojrosor mosenra Buckoe-
JIACTUYHOT TIOHAIlaha MaTepujasia je nedununcana Ha cjaejehnm HauuH:

u(t) = % (1-e?)

rje je 1y - KOHCTAHTHU HAIIOH KOjUM je marepujasi orrepehen, p - Mojyo
€JIACTUYHOCTH OIIpyTe, a T = 5 - BpeMme perapjaruje, riae je [ BUCKO3HOCT
HpUrymmBada. Y TOKY EKCIEePUMEHTa, MaTepHjaJ MOJIyJa eJacTUIHOCTU
i = 600 MPa mpsobutHo je ontepehen mamonom Ty. Ilona cara kachuje,
BpeHOCT JedopMmariuje je ouita 0,111, a jorr cat BpeMeHa KacHHUje ce ToBe-
hama ma 0,264. Kosmka he 6utu Bpegnoct nedopMmaliyje Tpu cara HaKOH
moyeTka JenoBama onrepehema? Kosmko Bpemena je morpedHo ga medop-
Marmja gocturae speanoct 0, 0017

Peremne:

C ob63upom Ha TO J1a y TOKY moJia cara nporekne 1800 ceKyniu, a HAKOH
caT U 110 BpeMeHa TPH IIyTa BHUIIIE:

To _ 1800
111 = =0 (1 e )
0 oo \"  ©

To _ 5400
,24:-(1— )
0,26 500 e

Jlobujen je cucrem o1 JiBe ajiredapcke je/IHaYnHe Ca JIBE HEITO3HATE BEJIMINHE
YUjUM Ce pellaBaibeM JI00Kja BpeMe peTapialinje:

T 1800
0,111 ﬁ(l—e " )

0,264 &(1_6_@>

600

3



1—e 7
0742:j
1—e

T~ 71285

[Tomohy oBor pesynraTta MoxKe ce TJOOUTH BPETHOCT KOHCTAHTHOT HAIIOHA:

T, = 297,2 MPa
Hedopmanuja nakon tpu cata (10800 cekynmn) je:
»(10800) = —22(7)62 (1 - e*%)
v(10800) ~ 0,39
[Torpebno Bpeme ga 6u gedopmarmja gocruria Bpeaaoct 0,001 je:
0,001 = —2?5;62 (1 - e*nt*zs>
t~14,4s

3agmatak 4 Hahwu KoHCTUTYTUBHY je/IHAYNHY BUCKOETACTUIHOT MOJIE/IA UBP-
cror Teja npukazaHor Ha Cjmiu 1. HakoH Tora, oJpejuTu MOIyCT/BUBOCT
npu my3amy J(t), Kao u Mojyo penakcanuje Hanona o(t). Ilosnaro je ma je
KPYTOCT OIpyTe [i, a KOeHUIHjeHTH OTIopa (BUCKO3HOCTH) 51 1 [3s.

K B

—\\VAV—H

E
6.

Cmuka 1



Pememe:

2 B, .
b AT
LI

Cnuxka 2

Jleo mogena npukazan Ha Cj1. 2 mMoxke ce onucatu MakcBeJoBUM BH-
CKOEJIACTUIHUM MOJICJIOM, Tj. YKyIHa JepopMaliija MOXKe e Pa3/JI0KUTH Ha
caenehn nagun:

V = Vopr + Uy

Tj. y KOMILJIEKCHOM JIOMEHnY:
v(5) = Vopr(s) + () (1)

[Ipema MakcBesioBOM MOJIeJTy, €JJACTUYHU U BUCKO3HU HAIOH MOpajy OuTu
jeHaKn:
Tl = Wopr = Bl’jv

JlamacoBom Tpacugopmalijom goduja ce:

Ti(s) = pwopr(s) = Br - svu(s) (2)

62 TZ

T, - m X

Cmuka 3

Buckosun Hamon koju oaroapa Jesy Mojena npukasasom Ha Ci. 3 je:
Ty =By v

Ty(s) = Bz - sv(s) (3)

[Ipema Kensun-BojroBoMm Mojery, yKyIIHI HAIIOH je/THAK je 30UPY I0jINHUX:

T=T1+1



T(s) = Tr(s) + Ta(s)

Koncruryrusna jegnadnna J10 Koje je IOTpeOHO Johu, mpejicTaB/ba Be3y U3-
mehy T u v:
T(S) = Tl(s) + T2(S) = l“/opr(s) + 5237/(5)

U3 jennauune (1) cuean:

Vopr(s) = v(8) = 1(s)

Jaxke:
T(s) = plv(s) = vu(s)] + Basv(s)

[Torpebno je mzpasurtu jedopmarujy Kinuma y GYHKIUjE YKyITHE gedopMa-
muje. U3 jenmaunna (1) u (2) cuenn:

) _ Busm(s) (1 B )
V = Vppr + Uy . +u,(s)=(1+ . s ) vy(s)

v(s)

1—1—%5

vy(s) =

Konauno:
v(s)
1+ %3

T(s)=p (V(S) - ) + Basv(s)

[Toroano je jmobujenn nspa3 TpancdopMucaT, Kako 6u maBep3na Jlamracosa
TpaHnchopmalja oua oJaKiana;

i v g ) (42
e o+ ) o2

(3= s (2]
(1 + %s) T(s) = sv(s) {61 + (1 + —s) Bg] / 3

(%%) T(s) = sv(s) [,H@ (ﬁl )1 = su(s )(mﬂ% +525>




YBogze ce caenehe osHaxe:

B
Tn = —
12
Pa
To — —
12

Jake:

(Til + s) T(s) = sBar(s) (Til + % + s>

OBa jemHaunHa 1IpeJicTaB/ba KOHCTUTYTUBHY jeTHAYUNHY Y KOMILIEKCHOM JIO-
MeHy. Y BPEMEHCKOM JIOMeHY Jio0uja ce JuHeapHa JudepeHInjaaHa jeaHa-
YUHA JIPYTOT peJia:

1 T2

. T 1 1
T‘f‘T—:ﬁQl)(——i——)—i—ﬁgl)
1

ITonyctpuBocT npu ny3amy (creep compliance)
t
J(t) = vt) T = const.
Heka je T'= TyH (t), rue je H(t) XeBucajaosa dyHKImja:

H (t))\

Y

0 t

Cnuka 4: XeBucajiosa dyHKIIja

JlartacoBom TpaHcdopMmalijoM J10ouja ce:

Kaga ce ynorpebu j106ujeHa KOHCTUTYTUBHA je/IHAUNHA:

1\ Tq
(S+—> =2 — Bysu(s) (7—1+7—2 +8>/-5
1 S T1T2




[la 6u ce cmamuIa TIIOMA3HOCT M3pa3a, MOTOHO je yBecTHu ciesehy cMeny:

1 T + To
T —

T1T2

(s + l) Ty = pos’v(s) (s +7.)

T1

y(s) = (s - T—ll> Ty

 Bas? (s + 7.1
s+ %
 Bos2(s+ 1Y)

Jlobujenn mosmHoM Moryhe je yHnpocTUTH, PaJid BpIierma nHpep3He Jlaria-
coBe TpaHcdOpMaIlnje:

J(s)

s+ = A B C As* + AL + Bs+ £ 4 Cs?
—1:_+_2+ 1: e e
82<S+TL> s s s+ - 82<5+TL>
A B 1
(A+C)82+<—+B)s+—=s+—
e Te T1
B 1
== = B=2=>
Te T1 T1
A € [
2ip=1 = Z=1-B=1-" = A_Te(1—1>
Te Te 1 T1
A+C=0 = C —A:e(E—1>
T1

Nusepsnom JlammacoBoMm TpancdopmalmjoMm goduja ce:
1
Ba

1 Te Te Te ot
J(t):E (Te (1—7T1> +T—1t+7'e (T—l—l)e TE)H(t)

Te Te Te _t
J(t>:ﬁ27_1t+g<1—7_—1)'(1—6 Te)

8

J(t) (A+Bt+0e*é) H(t)




Mopayo pesakcarmje (relaxation modulus)

T(t
E*(t) = Q, v = const.
v
Tj. y KOMIIJIEKCHOM JIOMEHY:
T(s)
E*(s) =
(5) =
Cana je v = 1y H (t), nakie:
Yo
v(s) = —

N3 KoHCTUTYTUBHE jeTHATYNHE CJIE/IH:

(5 + i) T(s) = fas=> (Tie + s)

1
1
(S+ 7_—) T(S) = ,621/0 <— + S) / A
1
(s + —) E*(s) = Po (— + s)
T1 Te
s+ L
E*(s) = Te
(5) 23+ﬁ
[TommTo je:
1 1 1
- = — + N
Te T T2
Cieu:
s+ %1 + T—l2

E*(S) — ﬁQW

1

Nusepsnom JlammacoBoMm Tpancdopmalijom goouja ce:

E*(t) = Bad(t) + %efiﬂ(t)

rie je 0(t) upakosa (menra) dyHkuja, Koje mpejcrasba MPBH U3BOJ Xe-

BHCaj0Be (PYHKIH]E:
dH(t)

="



(5(t)‘

Y

Cmuka 5

Bamarak 5 OjpeanT KOHCTUTYTUBHY jeIHAMUHY MOJIEIA IPUKA3aHOT Ha
Cx. 6, a satum oapeauT GYHKIMU]Y AedopMucama y CIydajy Kaja je HAIOH
konctantan. Kosmko he outu Bpeme perapiaiuje ako ornrepeherse y modeTky
nzasuBa Jgedopmainjy vy = 0,002, g0k je makon 1000s medopmaruja vy =
0,004, a mocyie BeomMa MHOTO BpeMeHa vy = 0, 0067

e

o N—
I A—

y

$
H
LI
Cmuka 6
Pememe:
3a oBaj MOJIeT BaXKu:
V=1 + U
T = T1 = T2
A wanonn nznoce: T
T'=mr = v=—
1
) T )
Ty = povs + By = V= — — £V2
M2 M2
Jaxke:
T T B
V=—+———1)
Mmoo 2 2



Crenehum tpancdopmalmjaMa J107a31 ce JJ0 KOHCTUTYTUBHE jeTHAYTNHE:

Vo =V—V=V——
251
. r T . T faft2
vVe—+———|v——
M1 2 M2 K1 B
A i ) . Hapee
T+ T = v+
B B

YKOJMKO je HAIIOH KOHCTaHTaH:

T=const. = T =0

o Hap2 1+ po 1
v+ v = T/-—
! B B 251
) M1+ e
v+ —v= T
5} w3

Jlobujena je nudepeHIujaiHa jeIHAUNHA TUJUM PelllaBabeM MOKEMO Ojpe-
JuTn PYHKIM]Y aedopMucarma;

Y-y O N—

B B

Te je xomoreno perreme:
_H2y
Vp = Ce 5

A mapTukysIapHO peliere ce MPETHOCTaB/ha Ka0 KOHCTAHTA:

v, =A
Cieu:
& :,[L1+/-1/2T = A:,Ul“‘,UZT
B paf3 Y5
y:yh+yp:Ce_%t+MT
M fb2

Koncranry C' oapehyjemo u3 modeTaHux ycjoBa. ¥ MOYETHOM TPEHYTKY JIe-
dopmarmja moTuyge camo oJ1 ycaMbeHe ompyre, ¢ 003UPOM Ha TO J1a Ha PYTOM
JieJly MoJiesia J0J1a3u JI0 IPUTYIIeba, Te je:

T

11



T R H1 +M2T
H1

1t
T
— = + MT
M1 12
T mtm,
H1 K12
c=-"r
12

Konauno, pereme udepeHipjaane jeTHaInHe je:

M~ n M1 +M2T

Ha b2 Ha fh2

T ¢
V:—(l—i-&—e_‘f)
M2 M1

e je T = ;% BpeMe penakcanuje. [Ipema 3agaTuM moanmuMa BayKu:

T T T
m:ym%:QmQ:—-Oﬁiﬁ—ef):——Cﬁiﬁ—1):——
M2 M1 2 M1 251

v=—

T T
H2 ) i
M2 1

T o T
waﬁzaomza—<1+ﬁ3—eT)zw—(1+—-—0
H2 H1 H2 H1
T
— =0,006 — 0,002 = 0,004
M2

T T T T
/(1000) = 0,004 = — (1 = _) I, T T um
H2 H1 M2 M1 p2
1000

0,004 = 0,004 + 0,002 — 0,004e™ "~

L 0,002
¢ =000 00

1000
——— =1n(0,5)
-

|7 ~ 14435

12



3amatak 6 Ilocmarpa ce rpeja onrepehena KOHCTAHTHOM aKCHUjaJIHOM CH-
gom. ['pena je caummbena oj| mojmMepa, 4duje IMOHAIIAIHE je OMUCAHO 3eHe-
poBUM BUCKOesjacTUIHUM MojiesioM. DyHKIMja peslakcalyje mpu je JHOOCHOM
HAIIpe3arby MTOCMATPAHOI MaTepujasia J00UjeHa je eKCIePUMEHTATHO:

BE(t) = ky + kpe™ T

rae cy: ki = 1000, ks = 9000 u Bpeme pesakcaliudje MpU jeJHOOCHOM Ha-
npesamwy 1 = 1. V3uma ce jia ce MaTepujajl MOHAIIA €JaCTUIHO IIPU 3a-
NpeMUHCKO] Jiechopmanuju u fa je koebunujert crunbuBoct K = 100000.
[loyeTHn w1 rpaHWYHM yCJIOBU Cy, IpeMa TOMe, JaTH Ha caejiehn HadmH:

e mojyo ernactuanoct F(0) = ki + ko = 10000
e Iloaconos koedunujent v(0) = W =0, 4833

e noverHn Mojyo cmunama G(0) = % = 3370, 7865

e Kkpajibu Moiyo cMurama G(00) = gr}f_kél = 333, 7041

[TorpebHO je ompeauTn MOJYO penakcanuje npu cMunamy G*(t).
Pememe:

Baxwu ciiesieha Beza nsmely mosysa penakcarmuje:

SKE*

Ry o

3a mMarepujas onmucaH 3eHePOBUM MOJIEJIOM BaXKIH:

1
1 2(k+k 1 XA
E*(t) ==+ M 4 ot
n F1 ko ki kiko

rae je n = koT'. dakie:

o) i) -1
1 57 (k1+k2) 1 5z (k1+k2)
N SKE” 0t ks 0t kiR
R T Rk R T Rk
HOCﬂeILH)I/I n3pa3 MOxKe ce yIpPOCTUTH:
1, Hi(kitks)
: K (5 + 255 )
G*(t) = H{(t)

1 & A
0K (7 + k) — (3 + =)

13



3K (kiks +n (k1 + k) )
OK (ky+n2) — (kuka +n (ki + ko) 2)

o 3Kkiks + 3Kn (ki + k) &
(t) = E} H(t)
9K/{32 — /{31]{32 +7](9K — kl — kg) 5

Ykoauko ce m3Bpin JlamracoBa TpancdopmMalimja:

G*(t) = H(t)

G*(S) N 3Kk’1k’2 + 3K’I] (k’l + k’g)S 1
N 9Kk2—k1k2+77(9K—]{?1 —]{32)88

1 yBedy cMeHe KoeUIjeHTaTa:
A=9Kky — kiks

C:3Kk?1]€2

Jaxke:

_C+Dsl C n D

 A+Bss s(A+Bs) A+ Bs

Jla 6u 6usto moryhe uzBpmmuTu wHBep3HY JlamiacoBy TpancdopMaliyjy, mo-
TPeOHO je MPBU pa3/oMaK HAIUCATH Y jeJHOCTaBHHUjeM OOJIUKY:

C P Q

s (A + Bs) S+A+BS

G"(s)

P(A+ Bs)+Qs=C
C BC
PA+(PB+Q)s=C = P=—, Q=——r
A A

Cana je:

c BC c BC
c BC D ¢ p_BC
()= A — A+ _a, D%
s A+ Bs A+ Bs s A+ Bs

< D_¢C

G*(s) = A | B A

() S+S+%

14



Kana ce 3amene BpejnocTn KoeduliujeHarTa, CJIe/u:

3Kk 27K2l€2 (9K —kq)t

*(t) = T OK—k{—k3)T
S Ry ey Y-y sy 1y B

IJIe je BpeMe peJIaKCallije IPU CMUIAIbY PEIUITPOYHA BPEIHOCT KoeduImjenTa
KOjU ce jaBJba Y €KCIIOHEHTY:

OK — k1 — ko
Tg=————"=T=20,9899
“ 9K — ky
Bamarak 7 Ojpeantu QyHKIN]Y peslakcaliije Mpu CMHATAbY 38 BUCKOE 1a-
CTUYHM MOJIEJI YBPCTOI TeJjia, YKOJUKO je Io3Hara ojaroBapajyha ¢yHKIHMja

my3amba;
11 t
He oo (1 —*> g—
Ja(t) 2G1+2G2< er)

Pememne:

Besa usmely dyukuuje penaxcaryje u yHKIMje [My3amba IPH CMUTIAY
je:
1
s2Jc(s)

JlamracoBa tpancdopmaimja jgare pyHKITje y3amba je:

Jols) = L, 1yL 1 1
GV TN\2G T 2Gy) s 2Ga \f+s

2G*(s) =

Iakue:
1
2G7(s) = 1 1)1 1 1
#|(# + )t 2 (55)]
1
2G*(s) = . . p
5 (E S erilTes 1+s0>
1+ 6
2G*(s) = s

1 1 0
s (E ot 2&)
Jlobujenn pazjioMaK MOXKe ce TPEeJICTAaBUTU Kao 30Up JIBa Pa3/JOMKA:
14 s6 A B
+

1 1 s6
1 1 50 5 o+ 5 + 2
s (2G1 tag, T 2G1) 2G1 T 2G2 T 2G)

15



Opnakite ciaean:

2G1 2G2 Gl + GZ
0 G160
Bl—+1|=60 = B-=
(201 * ) Cr + G
Haxe:
2G1G2 Gle
26" (s) = S R
5 3G, TG T

Jlobujenn uspa3 mMoxe ce HanucaTu y cpehenom obmKy:

1 2G1Gy 2G? 1

N gGl"’GQ G1+G2 _Ggfz-gb + s

2G*(s)

Caga ce MoxKe u3BpIuTH nHBep3Ha Jlammacosa Tpancdopmanmja:

. 2G1G2 QG% DY
G+ Gy G+ Gy

267 (1)

r7e je, yaumajyhu y o63up ma je 7 = G9f, Bpeme pejtakcarigje mpu CMUTAY:

Ui

T—_1
G+ Gy

3amarak 8 I[locmarpa ce mzoTponHM MaTepujasl 4duje je MOHAIIAIbe IIPH
3aIIPEMUHCKO] JedOpMaIliji eJaCTUIHO, a IPU CMUIAbY BUCKOEJIACTHIHO.
[TommycTpuBOCT TIpU Ty3alby KOja OroBapa jeJHOOCHOM HAIpe3alby je 3ajiaTa
Ha cienehm HadmH:

Jp(t) = dy + dye ™0

[TorpebHo je oapeauTH MOJIyO pejakcaluje Ipu CMUATIADY.
Pememe:

Mogyo pesrakcanyje mpu CMUIIAEY MOYKE Ce OJIPEJINTH Y3 ITOMON Bese:

SK*E*

¢ =k &

16



JIOK Ce MOJIyO peJlaKcallije IIPHU jeJIHOOCHOM onTepehemy MoxKe oJIpe/iuTh y3
oMol Be3e OBOT' MOJIyJIa W MOIYCT/bUBOCTU TIPU ITy3aby:

1

=56

JlanacoBa Tpancdopmaliije momycT/bUBOCTU TP IIy3alby je:

@@:%+@(1 )

% + s
Haxe:
1+ s6
E*(s) =
&) = o+ @ + d) 50
CpebhuBamem nspasa:
A B
E*(s) =

-+
S d1 + (dl + d2) s6

A(d1+(d1+d2)89>+3821+89
[A(dy +dy) + Bl s+ Ady = 1+ s6

1
Adi =1 = A= —
1 a4

dy

Aldi+d)+B=0 = B=—(1+—+

1

1 _ da 1 1
E*(s)zﬁ—i— <1+d1> :£+i

d
S (d1+d2)9((dlj——ldg)0+8> S (d1+—§12)9+8

U yBohemwem koeduriujenara:

1 1 (dy +dy) 0
kh=—, k=—\ T=—F"—
Jlobuja ce:
k 1
E*(s) = = + ko
S T—i—S

C o03upoM Ha TO Jia je MOHAINAE IPU 3AIPEMUHCKO] Jedopmaliuju ea-
CTUYHO:

17



[IITo ce MOYKe NCKOPUCTHUTH 3a JT00Mjame MOIyIa PeTaKCallije IPU CMUTIAY

F+s 1
s [2EEM + (9K — ky — ky) $]

G* (S) = 3K:I€1

C obzupoMm Ha TO ma je morpebHO Hahm muBep3Hy JlammacoBy Tpancdop-
Mallfjy, IMOTpedbHO je J00ujeHrn M3pa3 MPEJACTABUTH Kao 30Up pallloHaTHUX

dyHuKITja:

B 1
+3Kk
9K’1:k1 +(9K_k1_k52)8 2—9K,;k1 +(9K—k51—k52)8

oJlaKJe ce jobujajy:
1

9K —ky
ko
T 9K —ky
Haxkon Jlamnacose Tpancdopmariyje 1o01ja ce MO0 peslakcalyje y BpeMeH-
CKOM JIOMEHY:

A

B

ek (t) . 27K2k’2 o QI?i(I:kjk % n 3Kk31
(9K — Ky — k) (9K — k1) IK — ky
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3amatak 9 VY muHorum ciyadajesuma (pyHKIMja gedpopMaliije Hije mo3HaTa
y aHAJTUTUIKOM OOJIMKY, WJIM MOYKe OMTHU IIpeBUINe KOMILITMKOBAHA J1a O TTpo-
OJieM Hampesarba OMO pelleH aHAJIUTUYIKU. Y TUM C/IydajeBUMa KOHCTUTY-
TUBHY jeJHAYUHY y Ju(EepPEeHINjaJTHOM 00JIUKY MOXKEMO TpaHchopMucaTu y3
nmoMoh HyMepuUYKHUX MeTOJla, Kao IITO je HIP. MeTo/a KOHAYHUX Pa3JIuKa.
Tume ce moxke nohwm 10 HyMepuUKOT peremba mpobema. Kajta ce pazmarpa
MaxkcgesioB yornrenn Mozies, npukaszad Ha Ci1. 7, MOXKe ce 3aK/byInuTH Jia je
VKYIIHU HAIIOH jeJTHaK CYMU HAIIOHA Yy CBUM I'paHaMa, JIOK je HAIlOH Y jeJIHO]

| ’
T+ =T, = pvi, Ti:é
Ti i

rpaHu:

M ﬁl

M ﬁs

Chauka 7: Yommrenn MakcBeaoB Moen

Kaﬂa Cce IIpuMeHun MeTO/Ja KOHaYHUX pPa3JInKa:

T -Tit 1 R
et SRl o . —
At i T HTTAS
TpenyTau HAIIOH Yy jeIHO] rpaHu je:
1
t_ t t—1 t—1
7= () T

A cyma cBUX HaIlOHa y IOCMaTPAHOM TPEHYTKY je:

| At

Ti

n—1 ¢ t—1 t—1
. — + T
Tt = 1t + pi (V' =)+ T
A

Yuwme je jnobujena mreparuBHa (opmysia KojoM je Moryhe permmTu mocma-
TpaHM IIPOOJIEM Ca 3aaTOM TATHOIINY.
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Jlonatax A

Buckoenactnunn marepujasin

BuckoenactudHoCT je mojamM KOju CjejIuibyje JiBa THUIA ITOHAIIamha Ma-
tepujasia. Hawmme, mo3naru cy HaM MaTepHjajd, Kao INITO je YeIUK, Yhje
MIOHAIIabe ce y ofpeheHnM rpanuaMa Hallpe3amba MOXKe CMaTPATH eJTacTH-
HuM. Koj TakBux marepujasia, IeJOKYIIHA €HEPruja YI0KeHa IIPU HUXOBOM
JiebopMucamy, UCKopuiiheHa je mpu MOBPATKY y MPBOOUTHU OOJIMK - HEMa
JINCHUTIAIje eHepruje Y TOM HJICaTU30BAHOM CJIydajy. 3a PasjMKy OJI OBa-
KBUX MaTrepujaja, Kol GpJIynaa ce Ipu KpeTalby jaB/ba JTUCUIIAI]a eHEePruje
ycJIe/] BUCKO3HOCTH, Tj. YHYTDPAIlbel TPema - Je0 eHepruje ce HeIOBPATHO
npersapa y Tomiory. MehyTum, 1mocroje MHOTH MaTepHjaJii Koje KapakKTe-
puIle CJI0XKEHO TOHAIlabe Y KOME Ce MOI'y YOUUTH U eJJACTUYHA U BUCKO3HA
cBOjcTBa. TakBM MaTepHja il Cy BUCKOEJACTUYIHU W MOCTOj€ PA3HU MOJIEJIH
KOjiMa Ce IbUXOBO ToHamamke onucyje. OBje hie butu npeicraB/beHnu:

e MaxcesioB Mojien
e Kensun-BojroB momen
e 3enepo Mojes (CraHaapHT BUCKOETACTUYIHU MOJIEN YBPCTOL TeJia)

CBaku oj] OBUX MOJIe/Ia CACTOjU Ce U3 OIpyTa U MPUTYIITHBAYA KOjU aJle-
KBATHO IIPEJICTaB/bajy €JaCTUYHA U BUCKO3HA CBOjCTBA.

Hamon y onpysu

Ciuka 8: Oupyra

Ompyra ce cMaTpa eJIacTUIHOM, Te KOHCTUTYTUBHU 3aKOH HeHOI IOHA-
Mamba IIPeJICTaB/ba XYKOB 3aKOH:

Topr = 4+ V

rje je v - Mepa Jiepopmalinje, a (i - KOepUIjeHT eJIaCTUIHOCTH OIpPYyTe.
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Bucko3suu nanon

B
T T
< I . >

Cnuka 9: Ilpurymmsag

Hamnon koju ce jaB/ba y mpurymmsady NpOHOPIMOHAJIAH je Op3unu Jie-

dopmarnuje:
T,=0-v

r7e je U - Op3uHa jgedopmarmje, a [ - KoeduimjeHT BUCKO3HOCTH.

MaxcBeJIoB MOJEJI

K B
T T
e A
Cimka 10: Maxkcsenos Moen

Buckoemactuina cBojcTBa HEKUX MaTeprjaa MOTY ce MOJEJIUPATH Pe/l-
HOM BEe30M OIIpYyTe U MPUryInBayia, Kao mro je npukaszano na Ci. 10. Ha osaj
Ha4YMH OIpyTa MOJEIy Jaje eJacTUYHa CBOCTBA, & IPUTYIIUBAY BUCKO3HA.
JenmHaunna paBHOTeXKe yKa3yje Ha TO Jia HAIOH y ONPY3U U IIPUTYIITHBAIILY

MOpa OUTH jeTHaK:
T = Topr =T,

Jlok je ykymna jecbopmariija jeanaka 30upy mojeuHux jgedopMaliuja;
V= "Vopr + vy

[Iponahymo KOHCTUTYTHBHY jeHAUUHY MOHAIIAba MAaTEPHUjaJIa IPeJICTABhe-
HOT' OBUM MOJIeJIOM, Tj. Be3y usmehy 1" u v:

T = HVopr = Byv
T = /*’”/O'p’l‘
T = (v —vy)

T = W (1) — %Vopr)

21



YKoJIMKO ce MaTepujasty 3aja jgedopmMaliija Koja oJrosapa XeBucaj10B0j o/lI-
CKOYHO] (PYKITUjH:

Cnuka 11: ®Oyukiuja nobyae (Xesucajiosa dyHkiuja)

VY critajy ca j00MjeHOM KOHCTUTYTHBHOM j€/IHAYMHOM MOYKE Ce CHMY-
JINpaTH peslakcallija HallOHa y TOKY BpeMeHa:

04 1

Chnuka 12: Penakcanuja namona MakcBesioBor mojiesia

Mozke ce 3aK/byUYUTH Jla y MOYETHOM TPEHYTKY Ha IOOYILy pearyje camo
ompyra, HAKOH Yera JI0Ja3u JIO0 HMOTIYHOT IMPUTYIIeHa, jep je Be3a uamehy
eJleMeHaTa MoJie/Ia pejHa.

MebhyTum, YKOJIUKO ce aHAJIOTHO TOME 3a/1a HAIIOH, MOYKE Ce CUMYIUPATH
Iy3ame:
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deformacija, v

Cmuka 13: Ilyzame MakcBesioBor Mosesra

OuursiesiHO je Jia onpyra J0KHB/baBa TPEHYTHY JedOpMaIinjy, J0K ce
IPUTyIIHBad J1epopMHUIIIe ca 3aKAIIHLEIHEM, all HEroBo jedopMucame je
KOHTHUHYAJITHO y TOKY Tpajama orrepeherba.

Cumynanuje cy ypahene y nporpamy Simulink. ¥V lagarky B mpuka-
3aHe cy OJIOK IeMe ca ojroapajyhuM KOHCTUTYTUBHUM je/THAYUHAMA. Y 3eTe
Cy jeIMHUYHE BPEIHOCTU KOeUIHjeHTA €TACTHIHOCTA U BUCKO3HOCTH.

Kensun-BojTros Momen

o

AN —

I
I_,

Chauka 14: Kemsun-BojroB Momen

[Tonammarme MHOIMX BHCKOEJACTUIHUX MaTepHujaja OJIMXKe je OIMHMCAHO
apaJsieJTHOM CIIPEroM OIpyre W MPUIYIINBada, Kao IITO je MPUKA3AHO Ha
Cna. 14. 3a pasmuky ox MakceaoBor Mojesa, HAIIOHH KOjU Ce jaBibajy y
OTIPY3U W MPUTYIINBAIy HUCY jeJIHAKH. Y OBOM CJIydajy jeJHake cy aedop-
Mallfje:

UV ="Vopr = Uy

A yKynHM HaIIOH je jeJHaK 30MpPy HAIIOHA KOJHU Ce jaBJ/ba y ONPY3U U IIPHUTY-

ninBa4dy:
T = Topr + T,
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Tj.

T = pv + B

Cumynanujom onrepehema 100mjajy ce ciejiehu oj13uBM:

«10"
T T T T T T T

napon, T

Cmuka 15: Penakcanuja nanona Kensun-BojroBor mojena

C 0063upoM Ha TO Ja [0 HPHUTYIIeHha 03K Ca 3aKallliherheM, HAIlOH
y OIPY3U WHUIK]ATHO TEOPETCKH PacTe 10 ODECKOHAYHOCTH, HAKOH Yera Jo-
JIa37 JI0 eroBe pesakcanuje, MehyTuMm oH He omaja 70 HyJITe BPEIHOCTH,
jep olpyra y mapaJieJiHOj cupe3u octaje onrepehena 3a cBe Bpeme Tpajarba
nedopmarimje.

deformacija, v

Cnuka 16: Ilyzame Kensun-Bojrosor mosena

C 063upoM Ha TapaJie/iHy CIPEry ejleMeHaTa, JI0Ja31 JI0 TPUTYIIEHhA O]
IoYeTKa JieJioBalba ornrepeherba.
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Benepos mojien (CraHgap/Hu BUCKOETACTUIHI MOJIEJT YBPCTOL TeJIa)

M1 g

— A

M2

— VN

Crnuka 17: 3erepoB Mojen

A
p

OBaj mozen objeuibyje cBojctBa Makcsesosor u Kensun-BojTosor mo-
Jiena, mro ce moxke npumerutu wa Ci. 17. Hanme, Behuna momumepa Koju
UMajy BUCKOEJACTHIHA CBOCTBA MMA]y TAKBY CTPYKTYPY Jia IPU EbUXOBOM
nedopMucamy 0Ja31 10 IOBPEMEHNX yKpITama 1 "3amer/baBama’ JaHama
oJImMepa. Y KOJIUKO ce 3aMUCN KJIUITHU TPUTYIINBaY, TapaJjeHa cIpera ca
OIIPyroM Ou MOJIeTy JlaJia JIOIaTHY KPYTOCT, KOja Ou orpaHnvaBaja KpeTambe
KJIuIa - jgedopmaliuja IpUrynmnBada He 3aBUCU CaMO O] IbeFOBUX BUCKO3HUX
ocobmHA.

V:Vopr+yv
T=T+15

T, = M1Vopr = ﬁyv o
T2 = lov T_lulyopr—f_MQV
T = ,ulpopr + ,u27/
Vopr =V —Vy = Vgpp =V — Uy

T =y (0 — V) + pot?

v ﬁ opr opr [0 v ﬁ ﬁ
: A .
T =y (V—E—i—%y) + ol

Cumynanmjom omnrepehema mobujajy ce omzuBu npukasanu zHa Ci. 19
u 18. 306or mapaJsiesHe cpere ca OIMPYroM, He J0Ja3H JIO TMOTIYHE pelaKca-
I[ije HAIIOHA - [T0jeJIMHAYHA OIIPYTa 0CTaje HAIIPErHyTa 38 CBE BpEME TPajarba
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nedopmarmje. Takohe, npunkoM 3a/iaBarba onrepeherma, youasa ce HHUIU-
jasHa jgedopMmarliuja onpyra, HAKOH dera pearyje u IpUTyIIuBad MITO JOBOJIN
JIO KOHTUHYAJTHOT I1y3Iba.

napon, T

0.5

Cruka 18: Penakcanuja Hamora 3eHEPOBOT MOJIEIa

T/

04

deformacija, v

0.2

Cruka 19: Ilyzame 3erepoBor mojesra

YKOJIMKO ce yBeJie 1a je:

Kao u:



KoncruryTusna jegnadnaa oBOr MOjesIa TJIACH:

7'1T+T:p2 (V+ ly)
T2
IJie YBeJIeHe BeJIMYMHE MPEJICTaB/bajy BpeMe peTap/iallije Tj. BpeMe pejiak-
camuje. IIlTo je Bpeme pesnakcaluje Marbe, IPOIEC Pejakcallje ce OJBHja
opxke. Mebhyrum, Teopercku, 3a IOTIIYHY pejakcalnjy je morpebHo OecKo-
Ha9YHO MHOI'O BpeMeHa.
Ykosmko usBprmmo JlamracoBy TpancdopMaryjy HaJl J00UjeHOM jejI-
HaYUHOM, MOXKEMO je aHaJIU3UPATH Y KOMILIEKCHOM JJOMEHY:

m ot T() = (st 22 ()

T2

po + 22
T(s) = —= 4
()= 2 s) (1

rJIe ce MOXKe yOUuTH Be3a m3Mel)y TeHnzopa HamoHa U TeH30pa JedopMaliuje:

M?“‘%
a 87'1+1

JesiHa BarkHa KapaKTEePHUCTUKA BUCKOETACTUIHIX MaTepHrjasa je pesrakcalimja
HAIIOHA JI0 KOje J0J1a31 YKOJUKO Ce MaTepHujaly 3a/ia KOHCTaHTHa Jedopma-
nuja. /Jlakje, HamoH y TOKYy BpeMeHa Olajia, MaKko He J0JIAa3U 10 CMAambermha
Jecbopmarije. YKOJIMKO je KOHCTaHTHA JedopMalidja 3ajarta Ha ciegehu

’ V() = voH (1)

riae H(t) npescrasba XesucajioBy ojckouny dyukimjy (Co. 4) mwena Jla-
1acoBa Tpancgopmaiuja je:

Hakie, jennaunna (4) 6u y oBoM ciiydajy uMasia 0OJIHK:

Yo

T(s)=e—

s

IJe ce MOYKe YBECTH MOJIyO pesiakcallije, KOju MpeJIcTaB/ba OJHOC (DYHKIIN]je
HaIlOHa W KOHCTaHTHE JedopMalinje:




Jla 6u Mojtyo pestakcaiije 610 y BDEMEHCKOM JIOMEHY, TOTPEeOHO je M3BPIIUTHU
nnBep3ny JlamracoBy Tpancdopmarmujy.

Mogyo penakcanuje £ je mpeTxoaHo jgedUHUCAH 3a CIyda]j jeITHOOCHOT
onrepehema, T/ie je Kao npumep Kopuiithen 3eHEPOB MOJIEI. YKOJIUKO Ce
MOJIeJT HaJIa3u TOJI CJIOKEHUM onrTepehemeM, TeH30p HallOHA MOXKE Ce pa-
3JIOKUTU Ha BOJYMETPHUJCKU U JIEBUjaATOPCKU JICO, T€ ce MOXKe jiepuHucaTn
MOJIyo pejiakcalje npu cmunamy (G*), Kao u pu 3anpeMuHCKO] Jedopma-
mju (K*). Ogaoc usmelly oBuX BeJmvmHa UCTH je KAO U OJHOC €JIaCTUIHUX
koucrautu (E, G, K, v), a re penanuje cy Beh nosnare:

E  3K(1-2) 3KE

G:2a+m“2u+m T 9K —E

Mosyo penakcanuje ripu jegnoocuoM onrepehiemy (E*) ce 3a ciioxkene Mmojesie
qecto ojpehyje ekciepumenTasiro. Ilpeocrtaa aBa Momy/ia pegakcaiuje Ta-
kohe je moryhe ojpeuTu €KCIIepUMEHTAIHO, MEhHyTuM, y CjIydajy MojryJia
peJslakcalije Ipu 3allpeMUHCKO] JedopMaliiji TO je BeoMa KOMILTUKOBAHO,
Te Cce YeCTO CMaTpa Ja ce MaTepujaJl IMOHAIA, eJIACTUIHO IIPU 3alPEMUHCKO]
nedopmanujun u ysuMa ce ojropapajyha KOHCTaHTHa BPETHOCT (KOHCTAHTA
crunbuBoctn). Kaja je y nmuramy MoJyo pesakcaryje mMpu CMUIALY, OH Ce
Hajuenihe oapelyje u3 penanuje:

3K*E*
9K* — E*
y3umajyhu y o63up 1a je K* KoHCTaHTHa BPEHJOCT, a E* ekcriepuMeHTaTHO
osipehena yHkmja.

G =

[TomycrsbuBocT 1ipu my3amy (creep compliance):

Kaga ce BuckoenacTnanm MaTepujast HaJIa3U M0JI KOHCTAHTHUM OIITepe-
hemem, oH He 3ajpkaBa JOCTUTHYTY BeJuduny jedopmanuje, Beh jjomasm
J10 Ty3amba - Jgedopmarmja ce nmosehasa, mako je zHanon octao uctu. OHOC
dyuKIMje TpoMene jedopMaliije U 3aJaTor KOHCTAHTHOI HAIIOHA je ITOITy-
CT/BUBOCT TIPU TIy3aIby:

J(t) = —*, T = const.

Beza usmelhy moyiia penakcaliyje u MOIyCT/bUBOCTU IIPU IIY3akby

YKOJIMKO Cy KOHCTAHTHU HAIIOH KOJU JIOBOJM JIO ITy3arba U KOHCTAHTHA
Jiecbopmalija mpu Kojoj J0J1a3u JI0 peslaKkcallje HaloHa, JepHHUCAHT Ha CJle-
nehn HauuH:

T(t)=ToH(t) u v(t) = wH(t)
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e je H(t) XeBucajnosa onckouna dyukiuja (Ci. 4), moroaHo je pasmarparu
JlamracoBy TpancdopMmaliujy oBux u3pasa:

T(s) = E, v(s) =

S S

14

VYKOIUKO ce y3mMme y 0631/Ip Jda 3a HEKH CUCTEeM Y KOMIIJICKCHOM JOMEHY BazKU:
T() =&l

IJe € TpeJicTaB/ba Be3y mM3Mely TeH30pa HalloOHa U TeH30pa JedopMariuje.

Caza ce MOXKe HaIUCATH:
gl

s
Ty
se

Vo
11
O
To

e ce Mory younTu Jlammacosa rpancdopmaliija Mojysia pesakcanuje £*(s) =

%f), Ka0 ¥ TIOIYCT/BUBOCTHU 1IPHU Iy3amby J(s) = @, TAKO JIa je:
e =sE*(s)
11
€= mg
C ob3upom Ha TO Ja JieBe CTpaHe OBUX M3pa3a MOpajy OWTH jelHaKe, BarKu:
. 11
sE*(s) = NOF

Opnakie cieau Besa usMel)y MoJy/a pejakcanuje U IOIYCT/bUBOCTH IPH IIy-
3amby: .
X
E(s) = s2J(s)
VKOJIMKO je y InTamy CJI0XKeHO onrepelieme, OHO ce MOXKe pas/IoKHTH Ha
BOJIYMETPH]CKI U JIEBAJaTOPCKU JI€0, T€ Cy OJHOCH OAroBapajylimx momyna
peJlakcaliyje u MOIyCT/bUBOCTH IIPU ITy3arby:

2G*(s) = —32J2(5)
3K (s) = @
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Jonatak b

JlamacoBa Tpancdopmarniuja

JlamacoBa Tpancdopmalija je onepalinja Koje ce 4ecTo KOPUCTH y Ma-
TEMATHUIN. YKOJIMKO €€ U3BPIIH HaJI JU(EPEHITjaTHOM jeTHAYUHOM Y Bpe-
MEHCKOM JIOMeHY, OHa he mocratu ajredapcka jeHaunHy y KOMILJIEKCHOM,
dpekBenTHOM, HoMeHy. IIpu ToMme je pemraBaibe audepeHIjaaHe jeHadnHe
BeOMa, 110jeTHOCTaB/HEHO, a OMOIr'yheHa je u (ppeKBeHTHa aHAIN3a.

Jlammacoa TpancdopMmalija Heke (byHKIHje IpeacTaBba ciegaehn mwH-
TerpaJsl HaJl TOM (DYHKIIIjOM:

LU®) = f(5) = lim [ f(0e
a—=0" J,
ok je muBepsHa JlamiacoBa Tpancdopmaruja;

LI} = 0 = o [ T p(s)eds

27 S oo

MebhyTum, mocroje Tabuie pelreHux nHTerpaJa 3a (QyHKIHje Koje ce JeCTO
jaB/bajy y IPaKCU, T€ 4eCTO HUje MOTPEOHO BPIIUTUA OBY WHTErDAIIU]y.
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Jlonatak B

Buok gujarpamu (Simulink) u ojroBapajyhe koHcTuryTHBHE jeIHAUNHE

Penakcarmuja namona MakcBesioBor Mojea:

; I
T=-—=
5
Eam— S
J_ | o 4 i o
Hevisajdova
odsko¢na H Maksvelov
funkcija, v model
relaksacija
napona
& <

18

Cruka 20: Penakcanuja namorna MakceoBor mojena

[Iyzame MakcBesgoBor Mojena:

1
1 P P+

il o> N
Hevisajdova 1/B8
odskocna Maksvelov
funkcija, T model

4)} 1 odziv

1/u

Cruka 21: Ilyzame MaxkcBesoBor mosiesra,
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Penakcamnuja namona Kensun-Bojrosor moserna:

]

T = pv + pr
Au
~ [P
At !
P+
Hevisajdova B
odskoc¢na
funkcija, v {
d

Kelvinov
model
relaksacija
napona

Cruka 22: Penakcanuja namnona Kensun-BojroBor mojena

[Iyzame Kensun-BojToBor mosena:

N

T
V=———V
g B
>‘1/ »
+
Hevisajdova 18
odskocna
funkcija, T
s
1/u

Maksvelov
model
odziv

Cnuka 23: Ilyzame Kensun-Bojrosor momenra
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Penakcamnuja mamona 3eHepoBor Mojena:

T: klp—i-kQV—k'gT

1
il — RS
’I Pk : (I
Hevisajdova k2 ‘
odskoc¢na Zenerov
funkcija, v model
4% 3 relaksacija
= napona
k1
k3

Cruka 24: Penakcanuja Harmona 3eHEPOBOT MO/IEIA

[Ty3ame 3enepoBor Mojea:

v=cl +cT — cv

1
i g s ; O
Hevisajdova c _
odskocna Zenerov

(2]

funkcija, T model
1 'E odziv

c

Cnuka 25: [lyzame 3enepoBor Mosesra
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