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Увод у механику система крутих тела 
 Методологија формирања и решавања диференцијалних

једначина кретања система тела, изложена овде, може да примени
у области сложених механизама у машинству, транспортних
машина и уредјаја, друмских и шинских возила, роботике и
ваздухоплова ).

 Из тог разлога овде ће технички систем, као механички систем,
бити представљен системом тела при чему коначан број тела у
систему није ограничен.

 Разматрани систем тела је у општем случају везан, али се
разматрање веза поједностављује њиховом декомпозицијом.

 . 



Механика система  крутих тела
кинематика+динамика 



Са аспекта управљања, робот представља нелинеарни, 
нестационарни, вишеструко преносни динамички систем. 



Механичка структура роботског система

• Механичка структура, састављена од сегмената међусобно повезаних 
зглобовима, који имају могућност релативног кретања један у односу на други.

• Сваком зглобу робота одговара  у највећем броју случајева по један мотор. 
Мотор генерише силу/момент којима се зглобови доводе у релативно кретање, 
а самим тим и робота као целине.
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Fig. 3. Hybrid robotic rehabilitation system for reaching movements. (a) SMART device 
combined with FES (figure adapated from [28] ). (b) BAT training based on two parallel bar 
and FES (figure adapted from [29] ). (c) Planar end-effector work- station combined with FES 
[30,33] . (d) Unconstrained 3D workstation based on ArmeoSpring exoskeleton [31] . 



Примена СИМУЛИНК -окружења



модел који је направљен применом CAD
програма



 Динамички систем је систем крутих тела 
међусобно повезаних у кинематски ланац

 Везе у ланцу су иделне, холономне и 
стационарне

 Сви сегменти роботског система су 
хомогена  и идеално крута тела

“Сопствени” модел робота применом 
Родриговог приступа Моделирање  

динамике система 
крутих тела и развој 

софтвера који 
аутоматизује тај 

процес



Моделирање система крутих тела

Моделирање кинематике  
датог система
• Геометрија,позиција, брзина

Моделирање динамике 
датог система

• Убрзања, силе



Резултати развоја кода за аутоматско добијање 
диференцијалних једначина система крутих тела

Могућност добијања диференцијалних једначина у 
коваријантном облику и свих параметара кинематике и 
динамике система крутих тела у затвореном облику

• Коришћењем Symbolic Toolbox-a добијају се величине у најопштијем 
облику без обзира на ред, конфигурацију или карактеристике система 

Могућност решавања диференцијалних једначина 
кретања у затвореном облику

• Решавање се не мора одвијати за сваку бројну вредност поново, већ се 
добијају решења а бројне вредности се замњеују у њих



Примери кинематских парова



9 степени слободе (7 ротација и 2 транслација)
- ручни зглоб (флексија/екстензија, пронација/супинација, 

радијална/улнарна девијација)
- лакат (флексија/екстензија)
- раме (флексија/екстензија, абдукција/адукција, 

медијална/латерална ротација)-Раме: сферни зглоб, декомпозиција
фиктивно тело без масе + тело у коме је 
сконцентрисана целокупна маса система

Ручни зглоб: Кардано-Хуков зглоб, 
декомпозиција (за 2 сс)



Primer dekompozije

 
c c -s c s c s s c c s s

s c -c c s s s c c c c s

s s s c c

A

           
           

    

  
     
  



Декомпозиција зглобова
 Ручни зглоб

 Кардано-Хуков зглоб 
2сс
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Кинематички ланци
 Отворен кинематички ланац без гранања

 Кинематички ланац са гранањем са структуром тополошког 
дрвета

 Затворени кинематички ланац





Улазни параметри система крутих тела:

 Број степени слободе
 Структура и типови веза
 Геометрија система
 Распоред маса



Референтна конфигурација



Ортогоналне трансформације координата



 Matrica [A] predstavlja matricu transformacije koordinata tačke M iz 
koordinatnog sistema  u koordinatni sistem Oxyz. 
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matrica transformacije [A] je nesingularna
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Дуални објекти

 Векторски  производ и дуални објект

 антисиметрична
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Veze između ugaone brzine, ugaonog ubrzanja i matrice 
transformacije u slučaju sfernog kretanja tela
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 Vektor ugaonog ubrzanja krutog dela 
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Родригов образац, Родригова матрица трансформације
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Матрице трансформације

 Ортогоналне матрице
 Родригова матрица 
 Сложене матрице 

трансформације

       1
det 1, .

T
A A A       

 

   

    

2

1

1 cos sind d
r

r

A I e e

r A r

           


 

, 1 2 1... .r r r r r
k j k k j jA A A A A                    

, 1 2 1
1

...
s j

r r r r r
k j k k j j s

s k

A A A A A A


  
 

                       







Пример



Основне геометријске карактеристике



Геометрија система крутих тела
 Врсте кинематских 
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 Вектори
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Угаона брзина 
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Извод вектора везаног за сегмент по генералисаној координати

 Ојлеров образац
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