5. OSNOVE MEHANIKE SISTEMA KRUTIH TELA

5.1 Uvod u mehaniku sistema tela

Metodologija formiranja i reSavanja diferencijalnih jednacina kretanja sistema
tela, izlozena ovde, moze da primeni u oblasti sloZzenih mehanizama u
masinstvu, transportnih masina i uredaja, drumskih i Sinskih vozila, robotike i
vazduhoplova (detaljnije u [1]). Iz toga razloga ovde ¢e tehnicki sistem, kao
mehanicki sistem, biti predstavljen sistemom tela pri ¢emu konacan broj tela u
sistemu nije ograni¢en. Razmatrani sistem tela je u opstem slu¢aju vezan, ali se
razmatranje veza pojednostavljuje njihovom dekompozicijom. Na taj nacin
tehnicki objekti sa slozenijim vezama od onih koje su ukljucene u kinematicke
parove V (pete) klase, dekompozicijim veza se svode na mehanicke objekte Ciji
elementi (tela) formiraju kinematicke parove V klase. Na primer, u slucaju
sfernog kretanja krutog tela, sferni zglob se dekomponuje na tri cilindricna,
uvode se u razmatranje tri tela od kojih dva (sl.12, tela (V;)i(V,)) imaju

zanemarljivu masu. Trece telo ima geometriju masa identi¢nu geometriji masa
originalnog tela, [2]. Ovakav model mehanic¢kog sistema, sa napomenom da sva
tri tela imaju zadatu geometriju masa, javlja se, na primer, u sluc¢aju robota sa
tri rotaciona stepena slobode kretanja (takozvana RRR robotska struktura),
sl.13.
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Pomenuta dekompozicija dovodi do razlaganja slozenog oblika kretanja tela na
niz kretanja koji predstavljaju translaciju ili roraciju u apsolutnom ili

relativnom kretanju. U navedenom primeru sfernog kretanja dekompozicijom
sfernog na tri cilindricna zgloba, sferno kretanje se dekomponuje na tri
rotaciona — jedno apsolutno i dva relativna. Metod dekompozicije (u primeru
koji sledi — dekompozicija kretanja) moze da se primeni i na opste kretanje
krutog tela (odsustvuju veze). U tom slucaju takvo kretanje se modelira
sistemom od Sest tela pri ¢emu prvih pet tela imaju samo geometrijske odlike
(masa tih tela se zanemaruje). Sesto telo ima geometriju masa identi¢nu
originalnom telu. Ovakav sistem Sest tela vezan je na slede¢i na¢in (navodimo
jedan iz niza mogucih primera): tre¢e telo u odnosu na drugo, drugo telo u
odnosu na prvo i prvo u odnosu na nepomi¢no postolje vrSe pravolinijske
translacije posredstvom prizmati¢nih zglobova medusobno ortogonalnih osa.
Sesto telo u odnosu na peto, peto u odnosu na &etvrto i ¢etvrto u odnosu na
tree vrse Ciste rotacije i taj deo sistema odgovara onome sa s1.13 (treba imati u
vidu ovakvu zamenu u numeraciji tela: (V) — (V4), (Vo) = (V5), (V3) = (Vg))-

Najcesce veze koje ograniCavaju kretanja sistema, na primeru veze tela (V;_;) i
(V;), prikazane su u donjoj tabeli, [3]. Svaka veza koja dopusta vise od jednog
stepena slobode kretanja tela (V;) u odnosu na telo (V;_;) (klasa kinematickog

para je niza od V-te) dekomponuje se na odgovarajuci broj veza sa jednim
stepenom slobode kretanja.

klasa |broj

kinem. |Stepeni
para |slobode
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tabelal
Osnovni oblik sistema tela Cije kretanje prou¢avamo je otvoreni kinematicki
lanac. Ovaj lanac predstavlja sistem od n tela (sl.14) numerisanih indeksima
koji uzimaju vrednosti od 1 do n . Pri tome tela (V;_;) i (V;) ¢ine kinematicki
par V klase koji dopusta ili pravolinijsku translaciju ili rotaciju tela (V;) u
odnosu na telo (V;_;) . U slucaju i=1 pojavljuje se telo (V,) koje predstavlja
deo prostora za koji je vezan inercijalni sistem referencije (postolje).

(V3) (V) (V.
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@ (Vn)

segment

zglob

nepomicno postolje
sl.14

Lanac tela moze biti otvoren, ali sa grananjem (sl.15). Tada se kaZze da sistem
tela ima mehanicki model sa strukturom fopoloskog drveta, [4]. Sistem tela
moze da bude u obliku zatvorenog kinematickog lanca (sl.16). Kod otvorenog
kinematickog lanca put izmedu dva proizvoljna tela, koji prolazi kroz tela
sistema, je jedinstven. Kod zatvorenog kinematickog lanca to nije uvek slucaj.
Na primer, postoje dva razli¢ita puta (vidi s.16) izmedu tela (V;) i tela (Vyq).

Zatvoreni kinematic¢ki lanac se uvek moze uklanjajem veze transformisati u
otvoreni, pri ¢emu uklonjenu vezu treba nadomestiti relacijama koje
predstavljaju matematicku formalizaciju uklonjene veze. Te relacije nazivaju se
jednadinama veza. U ovom kursu proucavaju se samo takvi sistemi tela Cije
kretanje ograni¢avaju holonomne skleronomne veze.
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Pod osnovnim sistemom tela podrazumevacemo sistem tela koji obrazuju
kinematicke parove V klase, pri ¢emu ne¢emo ogranicavati broj tela koja
sacinjavaju sistem.

Konfiguraciju osnovnog sistema tela odreduje skup generalisanih koordinata
(q",....9") koji se u sluéaju otvorenog kinemati¢kog lanca po pravilu poklapa sa
skupom nezavisnih (Lagranzevih) koordinata. U sluCaju zatvorenog
kinematickog lanca nije moguce uvek eksplicitno izraziti zavisne generalisane
koordinate preko nezavisnih. U tom slu¢aju skup (q',...,q"), osim nezavisnih,
sadrzi i onoliki broj zavisnih generalisanih koordinata koliki je broj nezavisnih
jednacina veza koje nisu iskoriS¢ene za eliminaciju zavisnih koordinata. Te
veze se javljaju kao posledica transformacije zatvorenog u otvoreni kinematicki
lanac. Specijalno, kod ovako odabranog mehanickog modela sistema tela sve
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generalisane koordinate odreduju relativna kretanja proizvoljnog tela (V;) u
odnosu na telo (V).

Telo koje ulazi u sastav sistema tela nazivamo segment. Nadalje, segmente
¢emo smatrati krutim telima. Proizvoljnu konfiguraciju sistema tela odredujemo
u odnosu na referentnu konfiguraciju u kojoj su sve generalisane koordinate
jednake nuli. Proizvoljnom segmentu (V;) pridruzi¢emo lokalni ortogonalni

Dekartov koordinatni sistem Ci&#iéi, (sI.17) gde je C; srediste masa segmenta

(Vi) -

sl.17
U referentnoj konfiguraciji (oznacena sa (0)) vazi CjS) IIOX,
Cicoyico) 10Y, Ci(0)Si(o) 10z, gde je Oxyz inercijalni sistem referencije,

(s1.18). Ovakva konvencija omogucuje da se matrice transformacija koordinata
vektora ili tenzora odreduju direktno kao proizvod Rodrigovih matrica
transformacija koje se formiraju na relativno jednostavan nacin. Ta Cinjenica
omogucava da se formuliSe prost metod za formiranje diferencijalnih jednacina
kretanja sistema tela. Specijalno, pomenuti metod dopusta iznalazenje
jednostavnih programa za automatsko formiranje i reSavanje diferencijalnih
jednacCina kretanja osnovnog sistemom tela [2],[5]. Ako u referentnoj
konfiguraciji nije ispunjen pomenuti uslov o paralelnosti odgovarajucih
koordinatnih osa, jednostavnom transformacijim Rodrigove matrice dobijaju se
stvarne matrice transformacija koordinata. U ovom slucaju u ostalim
elementima metod formiranja diferencijalnih jednadina kretanja ostaje
neizmenjen.



sl.18

5.2 Ortogonalne transformacije koordinata

Razmotrimo dva pravougla Dekartova koordinatna sistema: nepomiéni
sistem Oxyz i pokretni sistem O&nd vezan za kruto telo (V) (sl.19). Jedini¢ni
vektori i, j,k orijentisu ose Ox,0y,0z koordinatnog sistema Oxyz, a jediniéni

vektori Z,ﬁ,ﬁ orijentiSu ose O&,0n,0¢ koordinatnog sistema O&nd . Oci-
gledno je da sfernim kretanjem koordinatni sistem Oxyz mozemo dovesti do
poklapanja sa koordinatnim sistemom O&nd .

sl.19

Vektor polozaja I proizvoljne tatke M sa koordinatama (X,y,z) odnosno
(&,1,¢) , moze se napisati u obliku

F=xi +Vyj+2zk, (5.1)
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ili
F=EA+npi+lVv. (5.2)

Projektovanjem vektorske jednaéine (5.2) na ose koordinatnog sistema Oxyz,
dobijamo vezu izmedu koordinata tacke M u sledecoj formi

X=EA-T+ni-1+{V-i

y=El-j+ni-j+<v-], (5.3)
z:fi-IZ+77ﬁ-IZ+g”t7-IZ,
ili, u matriénom zapisu
X ¢
ye=[Aly7n . (5.4)
z ¢
gde je
ii oai v
[Al=| 1-] @] v-] (5.5)
Ak gk vk

Matrica [A]e R®>® predstavlja matricu transformacije koordinata tacke M iz
koordinatnog sistema O&nd u koordinatni sistem Oxyz. Ako matricu
transformacije (5.5) napiSemo u obliku
oy O O
[Al=| s 0 oy, (5.6)

Uy Oz Oy

jasno je da velicine ¢ (i, ] =1,2,3) predstavljaju kosinuse uglova izmedu dve

odgovarajuce ose pokretnog i nepokretnog koordinatnog sistema. Tako je, na
primer,

ay = X- ] =cosZ(N, J). (5.7)

Posto kolone matrice [A] predstavljaju koordinate jedini¢nih vektora Z, v
izrazene u nepokretnom koordinatnom sistemu OXyz:



A =ayi +ay, ] +ayk,
f=a,l +a,] +agk, (5.8)
V=ag,l 0]+ a33IZ,
sledi da je
det[ A]= (A= zi)-v =1. (5.9)
Samim tim, matrica transformacije [A] je nesingularna.
Elementi matrice [A] nisu medusobno nezavisni jer, na osnovu (5.8) i uslova

ortogonalnosti i normiranosti vektora 2, M,V , izmedu koeficijenata @;; postoje
sledece veze

fl=a’ +al +al-1=0,

f?=al+al+a,-1=0,

fP=al+al+al,-1=0, (5.10)

f* = oy, + 0000, + A0tz =0,

f° = 05+ 0y + g3 = 0,

ff= OOty + OlyyOly; + gty = 0.

Pokazuje se da drugih relacija oblika (5.10) nezavisnih od (5.10) nema i da je
(k=1,...,6; «=12,3):

rank[E]=6, [E]eR®®, [E]{[“k M M M ot ﬂ (5.11)

ooy, || oy, || gy,

odakle sledi da su samo tri koordinate matrice transformacije (5.6) nezavisne.
Ocigledno je da te tri koordinate ne mogu da se nalaze u istoj koloni ili istoj
vrsti.

Nesingularnost matrice [A] dozvoljava da se odredi transformacija inverzna
transformaciji (5.4)

& X
b= [A]fl v, (5.12)
4 z
gde je
[A][AT1 =[1] ([t]e R>3 - jedini¢na matrica). (5.13)

Ako se vektorska jednacina (5.1) projektuje na ose koordinatnog sistema
O¢&nd , dobijaju se relacije

8
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E=XA-T+yA-J+21-K,

n=Xi-i+yi-]+zi-k, (5.14)
C=xV-i+yW-j+zv-k,
ili, u matri¢noj formi
& X
nt=[Blyy;, (5.15)
4 z
gde je
A0 17 1K
[B]=| @i g gkl (5.16)
Vi V] vk

Matrica [B] e R%S predstavlja matricu transformacije koordinata tatke M iz
koordinatnog sistema Oxyz u koordinatni sistem O&n¢ . 1z (5.5) i (5.16) sledi
daje

[B]=[A]'" < [A]=[B]' (5.17)
Prva relacija u (5.17) omogucava da se izraz (5.15) napise u obliku
& X
nt=[A] {yt. (5.18)
4 z
$to u kombinaciji sa relacijom (5.12) daje
X
([AT* ~[AT )iy =0 (5.19)
z

Posto koordinate X, Y, z imaju proizvoljnu vrednost, izvodi se zakljucak da vazi

[A]"=[A] (5.20)
odnosno

[B]=[A]" = [A]=[B]. (5.21)
Prema relaciji (5.21), lako se pokazuje da je

[A[AT* =[8] [8] = 8] =[8]" 522)



Transformacija (5.4) sa osobinama (5.9) i (5.20) naziva se ortogonalna
transformacija. Transformacija inverzna ortogonalnoj, u skladu sa (5.22),
takode je ortogonalna.

5.3 Dualni objekti

Vektoru a koji se u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu
izraZava u obliku

(a)=1a |, (5.23)

moze se pridruziti matrica

0 -a3 a&
[a]=| a3 0 -a|. (5.24)
-a, & O

Veli¢ine {é} i [a®] nazivaju se dualnim objektima pri Gemu je [a] dualni
objekat (drugog reda) objekta {&} (prvog reda). Vazi i obrnuto: {d} je dualni
objekat objekta [a’]. Jasnoée radi, dualnim objektom nazivaéemo iskljucivo

veli¢inu [a’] koja je, o¢igledno, antisimetri¢na:

dq’ d
[a°] =-[a%]. (5.25)
Uoc¢imo da je
.2 2
—83 & &3y a3
2
[2] =| aa -ai-af aa |, (5.26)
a8y 38, & —aj

$to se moZe napisati u obliku

al2 a1a2 a1a3 l 0 0
2
[a'] =|aa af a3y |-(af+aj+a5)[0 1 0], (5.27)
a3 aja, a; 001

odakle se neposredno dobija

10
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[ad]2= ai (8 a, a)-a’[l], (5.28)
odnosno
[2*] = {a}(a)-a"[1]. (5.29)

gde je [17e R*® - jedini¢na matrica, a° =&-d=|a[*. Daljim stepenovanjem
dualnog objekta celim pozitivhim brojem, dobija se

[a°] =-a?[a"], (5.30)
jerje

[a’]{a} =[a"] az =0. (5.31)
Takode je

[2*] =-a[a"T,

2T =—a?[a"] = [a'] =a*[a"]

[a°] =a[a’], (5.32)

[wf—aﬂa]

tako da vazi sledeca opsta formula

dq2i-t i1, 2i-27.d
= —1 ,
el [az] (5.33)
[a®]" = (-1 a? [T, i =1,23,...
Specijalno, ako je a =€, gde je € jedini¢ni vektor, dobija se
d 2i-1 i—1r.d
= —1 ,
[e°] =D [e] 650

[T =) [, i=123,..

5.3.1 Vektorski proizvod i dualni objekat

Neka je dat vektor b ¢ije su koordinate u odnosu na sistem Oxyz

11



L
{b}=<b,¢. (5.35)
b
Vektorski proizvod vektora (5.23) i (5.35) bice
B apb; —agh,
{dxb}=1asb —ab; . (5.36)
ab, —aphy
Posto je
a,b; —agh,
[a%]{b} =1 agh, —asbs |, (5.37)
ab, —aphy
sledi da je
{axby=[a"]{b}. (5.38)
Za vektorski proizvod vazi yakon alternacije
axb=-bxa, (5.39)
tako da je
{axb}=-[b"]{a}, (5.40)
odnosno, na osnovu relacija (5.38) i (5.40):
[a®]{b}=-[b"]{a}. (5.41)

5.3.2. Dualni objekat i promena koordinatnog sistema

Neka su projekcije dva proizvoljna vektora a i b na ose koordinatnih
sistema Oxyz i O&nd (s1.19)

ay as b, b,
{aj=1a ¢, {a"}={a,, {b}={by t, (6"} =1b, (. (5.42)
a, ar b, b,
Projekcijama vektora a odgovaraju dualni objekti
0 -a, a 0 -a a,
[a®]=| a, 0 -a | [a”]=|a 0 -a|. (5.43)
-a, a, 0 -a, a 0

12
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Uvedimo vektor C definisan kao vektorski proizvod
¢=axb, (5.44)

¢ije su projekcije

Cx Ce
{ch=1c, ¢, {€"}=1¢c, ¢, (5.45)
c, c

na ose koordinatnih sistema Oxyz i O&n¢ , respektivno, na osnovu formule
(5.4) vezane relacijom

{ct=[A]{c™}. (5.46)
Posto je

e} =[a"]{b},

. 1 _— (5.47)
"} =[a" [{o"} =[a"][A] " {b}=[a""][A] {b},
prema (5.46) sledi da je
[a"]{b} =[Al[a™][A] (b}, (5.48)

ili

([a*]-[A)[a" ][AT' ){b}=0. (5.49)
Posto je vektor b izabran proizvoljno, proisti¢e da je

[a*]=[A][a""][AT". (5.50)

Relacija (5.50) definise transformaciju dualnog objekta iz koordinatnog sistema
O<&n¢ u koordinatni sistem Oxyz. Lako se mozZe pokazati da je relaciji (5.50)

ekvivalentna relacija
[a™]=[A] [a"][A]. (5.51)

koja definiSe transformaciju dualnog objekta iz koordinatnog sistema Oxyz u
koordinatni sistem O&n¢ .

5.4. Veze izmedu ugaone brzine, ugaonog ubrzanja i matrice
transformacije u slu¢aju sfernog kretanja tela

Neka je koordinatni sistem Oxyz (sl.19) nepokretan, a koordinatni sistem
Oé&n¢ vezan za kruto telo (V). Uogimo tatku M krutog tela (V) &ije su

13



koordinate u dva navedena koordinatna sistema (x,y,z) odnosno (&,7,4).
Diferenciranjem zakona transformacije koordinata (5.4) po vremenu dobija se

4
dlA
z ¢

Pri diferenciranju smo uzeli u obzir da su koordinate taée M u lokalnom
koordinatnom sistemu vezanom za telo (V) konstantne:

&,1,¢ =const. (5.53)

Elementi matrice na levoj strani jednakosti (5.52) predstavljaju projekcije
brzine tacke M na ose nepomicnog koordinatnog sistema Oxyz, tako da je

Y
{v}= Vz = % f; - (5.54)
v, ¢
Ako Ojlerov obrazac za brzinu tacke M (vidi [6])
V=oxOM , (5.55)

gde je @ - vektor ugaone brzina krutog tela (V), napiSemo u matriénom
obliku, dobija se

X

=[]y, (5.56)

gde je sa [a)d] oznacen dualni objekat vektora ugaone brzine, ¢ije koordinate

w0,,, predstavljaju projekcije vektora @ na ose nepokretnog koordinatnog

sistema Oxyz, koji u eksplicitnoj formi glasi

0 -0, o
[a)d ] = o, 0 -o. (5.57)
-0, 0

Relacija (5.56) se, prema (5.4), moze napisati u obliku
g
Vi =[o’ Al 7 ¢, (5.58)
¢

$to, koris¢enjem (5.54), dovodi do izraza

14
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g
%—[a)d][A] Z, =0. (5.59)

Posto je tacka M izabrana bez ikakvih ogranicenja, koordinate &,77,{ imaju
proizvoljne vrednosti, tako da je

d{A
M—[a)c'][A]zo, (5.60)
dt
S$to se moze prevesti na ekvivalentni oblik
dlA
[0?]= M[A]T , (5.61)
dt
ili, prema (5.6) i (5.57),
0 -0, o o Qp Gz flonn Oy Qg
w, 0 -o|=|an dyp axp| oy an axp|. (5.62)
Wy Wy 0 Q31 O3 Qg3 ||z Qp3 Og3

Iz poslednje relacije se neposredno odreduje
Wy = O30y + UypQlyy + Uyl
o, = Q1 Qlyy + Oy Oy + Oy, (5.63)
@, = Oy + CpyOlyy + Cpslys.

Vektor ugaonog ubrzanja krutog dela definisan je slede¢om relacijom (vidi [6])

. do
E= R (5.64)
tako da su projekcije vektora ugaone brzine na ose koordinatnog sistema Oxyz
Ey @y
{€}= Ey =10y - (5.65)
82 d)Z

Ocigledno je da vazi

[«9]=[é"], (5.66)
iz Cega proistice
[A]d[A]
d dt

[¢4]= d:[A][A]T L , (5.67)

2
odnosno

15



0 -& ¢ oy Opp Og3 || ogy Oy

&z 0 —&|=|dy dyp dyz|loay ap
—&y &y 0 | d31 gy Caz || on3 O3
o Gy Gy ||y A
+ap Ay Ay || 01 Ay

Q31 Q3 O33 || 13 A3

Prema poslednjem izrazu je (vidi (5.63) i (5.65)):

a3y
a3

33 |

31

a32 .
U33 |

(5.68)

Ey = Q31 Qo) + Ugy Uy + Azl + Uy Uy + Ay Uyy + Azzlig,s

&y = 00y + QpOgy + QQlas + O Qg + QpOagy + OgQlgs, (5.69)

€, = Q0 + QpQlyy + UpgOy 5 + QO + Uy Qlyp + Ay

Iz zakona transformacije dualnog objekta (5.51) sledi

[o"]=[A] [ ][A].

(5.70)

gde je [@"] dualni objekat vektora ugaone brzine @ izrazenog preko svojih
projekcija ., w,,®, na ose lokalnog koordinatnog sistema O&7g

0 -0 o
[a)d*]z % 0 -
-, O 0
Izraz (5.70), koris¢enjem (5.61) daje relaciju
d[A]
d= _ AT—,
o] [AT

0 W, @, O Oy O || Oy
27 0 W | = | O Oy Qg || Oy
-0, 0 Q3 Ay Oz || Oy

odakle se vidi da je
@ = Qyalyy + 0yaCly) + Oyl
@, = Q103+ Oy Olgg + Qg U,
o, = Q0 + Qyyly) + gyl

Primetimo da se do poslednjih relacija moglo
transformacije

16
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(5.71)

(5.72)
d13
Gy | (5.73)
d33

(5.74)

koriS¢enjem zakona
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3 Wy
o, t=[A] {o, ¢ (5.75)
@y ,

i izraza (5.63).
Diferenciranjem po vremenu (5.72) dobija se
gy A[A] d[A] v d*[A]
[ )= AT
dt dt dt?
gde je [5""] dualni objekat vektora ugaonog ubrzanja & izrazenog preko
svojih projekcija ¢,,¢,,&, na ose lokalnog koordinatnog sistema Oénd

+[A] (5.76)

0 & &
d*7_ _
[5 ] =| & 0 & |- (5.77)
—&, & 0
U razvijenoj formi izraz (5.76) glasi
0 -& g a Qy Az ||y Gy 43
&r 0 —g:|=|dp Gy ap||ay Gy O |+
- & 0 Qi3 Gz Og3|| 03 O3 O3
U 9 - - , (5.78)
1 Oy Q3 || O Gy O3
|02 QA Oz || Q1 O O3
|3 Oo3 Q33 || 031 O3 O33 ]
odakle se dobija
€z = A3y + Apgllpy + Olggllgy + Q) + Apgllyy + Ugaly,
&) = QO3+ Oy Qg + Olgy gy + O Q3 + Oy Opy + Ay A, (5.79)

Ep = Oy + 0yplly) + Ogpllgy + A0y + Uy + Ugy Uy

Uoc¢imo da se do rezultata (5.79) moglo do¢i koris¢enjem zakona
transformacije

& Ex
£y 1= [A]T £yt (5.80)
&r &,

i izraza (5.69).
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5.5. Ojler-Dalamberova teorema

Sferom kretanju krutog tela (V) obavljenom u vremenskom intervalu [t,,t,]
uvek odgovara jedna konacna rotacija za ugao ¢ oko nepomicne ose koja
sadrzi nepomi¢nu tac¢ku krutog tela. Ovom rotacijom kruto telo (V) prevodi se
iz polozaja koji odgovara trenutku t =1, u polozaj ostvaren sfernim kretanjem

u trenutku t =t . U opstem slucaju trajektorija proizvoljne tacke M krutog tela
(V) pri sfernom kretanju ne poklapa se sa trajektorijom ostvarenom kona¢nom
rotacijom. Medutim, ove dve trajektorije presecaju se u polozajima koji
odgovaraju trenucima t=t, i t=t. Ovaj iskaz poznat je kao Ojler-
Dalamberova teorema (videti, na primer, [6]).

€

sl.20

Da bismo dokazali Ojler-Dalamberovu teoremu, uo¢i¢emo tri nekolinearne
tacke krutog tela (V) koje, kao $to je ve¢ pokazano, odreduju njegov polozaj.

Neka su to nepomic¢na tacka O i take A i B koje se nalaze na povrsini sfere ¢ija
je jednacina
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X +y?+2°-R*=0. (5.81)
Na sl.20 prikazani su polozaji tacaka A i B u trenucima t=t, i t=t kao i
veliki krugovi (ly) i (l;) sfere (Q) odredeni pocetnim A(t,), B(t,) i krajnjim
A(t),B(t,) poloZajima izabranih tacaka. Veliki krugovi (sp) 1 (Sg)
predstavljaju simetrale lukova A(ty)A(t;)) i B(ty)B(t;) velikih krugova (l,) i
(Ig) - Ove dve simetrale seku se u tacki C. Koriste¢i poznatu osobinu simetrale
luka i ¢injenicu da se tacka C istovremeno nalazi na velikim krugovima (s,) i
(Sg), moze se zakljuciti da lukovi velikih krugova koji sadrze tacku C i jednu
od tacaka A(t,), A(t,), B(t,), B(t,) zadovoljavaju sledecu relaciju

A(t,)C = A(t,)C, B(ty)C = B(t,)C . (5.82)

Samim tim, sferni trouglovi A(t,)B(t,)C i A(t,)B(t,)C su podudarni tako da
se mogu dovesti do poklapanja jednom kona¢nom rotacijom za ugao ¢ 0Ko 0se
OC orijenitsane jedini¢nim vektorom € . Primetimo da je veli¢ina ugla rotacije
@ odredena uglom kod temena C sfernog trougla CB(t,)B(t,).

Na ovaj nafin dokazano je da se kruto telo (V) mozZe prevesti iz

zadatepocetne konfiguracije (V)(t,) u zadatu krajnju konfiguraciju (V)(t;)
jednom kona¢nom rotacijom na opisani nacin.

5.6. Rodrigova matrica transformacije

Kruto telo (V) obrée se oko nepomicne tacke O tako $to vr$i jednu konaénu
rotaciju oko ose Oz orijentisane jedini¢nim vektorom € za ugao ¢ . Pri tome
proizvoljna tacka M krutog tela prelazi iz pocetnog polozaja M, u krajnji

polozaj M, (sl.21). Vektori polozaja pocetnog i krajnjeg polozaja tatke M su
r,=OM,, F =OM,. (5.83)

Ocigledno je da ¢e se pocetni i krajnji poloZaj tatke M nalaziti na krugu (1)
koji lezu u ravni upravnoj na osu konaéne rotacije Oz . Polupreénik h ovog
kruga odreden je normalnim rastojanjem tatke M u poéetnom polozaju M, od
ose Or. Uvedimo tri medusobno ortogonalna jedini¢na vektora S,[p,€ na
slede¢i nacin

L Exnp ~ Ex(ExT)

=, S:f)xe:— — (584)
|e><r0| |e><r0|

Posto je
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f =t +MoM,;, MgM, =(CM1cosp—CMo)s +(CMasing) p (5.85)

i, 0Sim toga

CMo=CM1=[exp, (5.86)
sledi da je

x=8q /&
sl.21

£ =F, |6 xE|(1-cosg)s +[exE (sinp) B, (587)
odnosno, s obzirom na (3.4)

=0+ @—cosgp)ex(Exr)+(SINP)ExT. (5.88)

Izraz (3.8) koji utvrduje vezu izmedu vektora polozaja tacke M u pocetnom i
krajnjem poloZzaju naziva se Rodrigovim obrascem.

Neka su Dekartove koordinate tacke M u njenom pocetnom i krajnjem
polozaju

Xo X
}=1Yor (B} =1V} (5.89)
2, z
Relacija (3.8) moze se napisati u obliku
{n}=[A"{r}, (5.90)
gde je sa
[A"]=[1]+@~cosp)[e ]2 +sing[e?], (5.91)

oznaena tzv. Rodrigova matrica. Matrice koje figuri$u u izrazu (5.91) imaju
slede¢u formu
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1 00 0 -e e
[1]=]0 1 0| [e']=| e, O -e, (5.92)
0 01 -€, & 0

pri ¢emu su sa €,,€,,€, oznaCene projekcije jedini¢nog vektora € na ose nepo-
mic¢nog koordinatnog sistema Oxyz. Ako je za kruto telo (V) vezan koordinatni
sistem O&n¢ koji se u pofetnom polozaju, oznaCenom sa O& 74,8 0
poklapa sa nepomi¢nim koordinatnim sistemom Oxyz, projekcije vektora T
bice definisane projekcijama &,7,¢ vektora I' na ose pokretnog koordinatnog

sistema O&nd

{Gy=3m¢. (5.93)
4

Odgovarajuce projekcije vektora € kolinearnog sa osom konaéne rotacije Ot
na ose nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz i ose koordinatnog sistema
O¢&nd vezanog za telo su jednake

€y €
{e}=1e, =18, . (5.94)
e, ] |&

Na osnovu (3.9) i (5.93), izraz (5.90) moze se napisati u obliku
X ¢
ye=[A"]in¢. (5.95)
z ¢
Odavde zakljuéujemo (videti jednacinu (3.4)) da Rodrigova matrica [A"] pred-
stavlja matricu transformacije koordinata tacke M krutog tela (V) iz koordinat-

nog sistema O&nd vezanog za telo (V) u koordinatni sistem Oxyz, pri ¢emu

se ova dva sistema poklapaju u po¢etnom polozaju krutog tela, tj. u polozaju iz
koga zapocinje kona¢na rotacija krutog tela oko ose O7 za ugao ¢ .

Lako je proveriti da je
[e*][A"]=[e" |cosp+]e’ ]2 sin,
O[A]

o9

(5.96)

=[e"]cosgp +[e* ]2 sing,
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odakle sledi vazna relacija

%’Z] =[e*][A"]. (5.97)

Napomenimo da je matriéni proizvod na desnoj strani jednacine (5.97)
komutativan, tako da se moZze napisati

%’:] _[A[e"]. (5.98)

5.7. Kinematika otvorenog kinemati¢kog lanca
5.7.1 Uvodne napomene

Razmotrimo otvoreni kinematicki lanac (V;),(V,),...,(V,) bez grananja pri
¢emu je prvo kruto telo (V;) u lancu (sl.22) u vezi sa nepomi¢nim postoljem.
Neka dva susedna tela (V, ;) i (V,) lanca, vezana zglobom (i) ¢ine kinematicki
par V —te klase koji dozvoljava ili pravolinijsku translaciju tela (V;) u odnosu

na telo (V,;) ili obrtanje tela (V;) u odnosu na osu vezanu za telo (V, ).
Uvodimo slede¢e matrice

{e}eR™, {€} eR™, ((5.99))
¢iji se elementi &; (i =1,2,...,n) odnosno Ei (i =1,2,...,n) odredjuju na sledeci
nacin. U slucaju da zglob (i) dozvoljava pravolinijsku translaciju tela (V;) u
odnosu na telo (V;_;) vazice ((V,) -nepomicno postolje)

& =1 &=0. (5.100)
U slucaju da zglob (i) dozvoljava rotaciju tela (V;) u odnosu na osu vezanu za
telo (V;_;) vazice

& =0, §=L1. (5.101)

Ocigledno je da su zadavanjem elemenata jedne od matrica ((5.99)) odredjeni i
elementi druge matrice jer uvek vazi

g&+&=1 i=12,.,n. (5.102)

Zglob (i) za koji je & =1 naziva se prizmaticni a zglob (i) za koji je & =1-
cilindricni.
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U cilju odredjivanja konfiguracija kinematickog lanaca uvodimo nepomicni
pravougli Dekartov koordinatni sistem Oxyz (sl.22) i n lokalnih koordinatnih
sistema, takodje pravouglih Dekartovih. Na primer, lokalni koordinatni sistem

Ci&mi¢; vezan je za telo (V;) (i=12,..,n), tatka C; predstavlja centar
inercije tela (V;). U nekoj konfiguraciji otvorenog kinematickog lanca
odgovarajuce ose lokalnih koordinatnih sistema paralelne

sl.22

su odgovaraju¢im osama nepokretnog koordinatnog sistema. Tu konfiguraciju
nazivamo referentnom i u njoj obi¢no uzimamo da su koordinate koje odredjuju
konfiguraciju lanca jednake nuli (iako to nije obavezno). Za tu konfiguraciju,
koju ¢emo oznacavati sa (0), dakle vazi

Cigi(O) || OX, Ci’]i(O) || Oy, Clé,l(()) " OZ, i:1,2,...,n , (5103)

gde Ci&io)i)Sioy Predstavlja lokalni koordinatni sistem tela (V;) u
referentnoj konfiguraciji.

5.7.2 SloZena matrica transformacije

Razmotrimo u otvorenom kinemati¢kom lancu bez grananja na koji nacin se
transformiSu koordinate vektora 7 =A; Bj, Aj,Bj e(V;), date u lokalnom

koordinatnom sistemu C;&;77;¢;, na koordinate date u lokalnom koordinatnom
sistemu C, &7, & vezanom za segment (V, ),k < j, sl.23
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sl.23
Ocigledno je da ¢e u slucaju prizmati¢nog zgloba izmedu segmenata (V) i
(Vju1) odgovarajuée koordinate pomenutog vektora, date u koordinatnom
sistemu  C;4&.4mj1¢ 1, biti jednake koordinatama toga vektora u
koordinatnom sistemu C;&;n;¢ . Naime, ako su u koordinatnom sistemu
C;&jn;¢; te koordinate su date sa

£
F=1ni (5.104)

u koordinatnom sistemu C, ,&, 177 ,¢; , vazice

gj(i*l) gj(i)

(gD =Ll L=l L (5.105)
é/J(J'*l) é’J(J')

U slucaju cilindri¢nog zgloba izmedu segmenata (V, )i (V,_;) o¢igledno je da

su pre rotacije za ugao qi koordinate vektora 7; u lokalnom koordinatnom
sistemu C;_;&j.47;-14j1 jednake odgovarajucim koordinatama toga vektora u

lokalnom koordinatnom sistemu C;&j7;¢’;, (u tom koordinatnom sistemu date

su konstantnim vektorom {f}j)}. Jednom konac¢nom rotacijom za ugao qi te

koordinate u lokalnom koordinarnom sistemu C; ;& 477,144 prevodimo na

oblik {f}jfl)}. To prikazujemo na sledeci nacin

é:j(]) . éj(i—l)
n\ oL, (5.106)
é’j(i) é’j(i—l)

ili, uzimajuci u obzir osobine Rodrigove matrice transformacije
§J(j_1) gj(j)
n{I D =[A J i (5.107)
éfj(j—l) éfj(j)
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Ako se Rodrigova matrica transformacije napise u obliku

[A]=[1]+¢ [(1—cosqj)[e? ]2 +sing /[ ef ]} (5.108)
Tada ¢e izraz (5.107) vaziti i za slucaj prizmati¢nog i za sluéaj cilindri¢nog
zgloba izmedu segmenata (V)i (V;). Razmatranjem analognim prethodnom
dobija se (transformiSu se koordinate vektora 7 iz C;;&.4mj4¢4 U
Ci—2&j2nj-25j-2)

51(1—2) §J(j_1)

I

. q .
A2 L5 )i (5.109)

;J(J'—Z) §J(j_l)

ézJ(J'*Z) gj(ifl) ézJ(J'*Z) f}j)
W2 L= D L a2 AL TTA 0 | sa10)
(}j_z) évj(J—l) (}j_z) (}j)
Nastavljajuci navedeno razmatranje kona¢no dobijamo
§J(k) 51(1')
7§ r=[Aca A T LA TAT ] Y (5.111)
évj(k) é'J(J')
Odavde se zakljucuje da vazi
fj(k) fj(j)
7 =[AL ] 7P (5.112)
§§k) é/J(J')
gde je [Aj] trazena slozena matrica transformacije koordinata vektora
7;=A;Bj, A;,Bj €(V;) u lokalnom koordinatnom sistemu C;&n;¢; na

kordinate toga vektora u lokalnom koordinatnom sistemu C, & 7, ¢, vezanom
za segment (V) ), k < j . Ta matrica se izrazava, dakle, na slede¢i nacin

[y =T A AL AT ) T A 5113

s=k+1
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Inverzna matrica matrice transformacije [A;], uzimaju¢i u obzir osobine
ortogonalnih transformacija, glasi

(AT =LA ] =[A TTAL T LA TTA T (5.114)

5.7.3 lzvod vektora vezanog za segment (V;) po generalisanoj
koordinati

Za odredjivanje vektora polozaja proizvoljne tacke koja pripada
kinematickom lancu uvodi se niz vektora ¢iji pocetak i1 zavrSetak pripadaju
pojedinim krutim telima toga lanca. U tom cilju posmatra se poloZaj niza tacaka
kinematickog lanca (vidi sl.22). Najpre, u pitanju su tacke

Oi' (Ol,e(\/l)’ i:1,2,,n) | OI (Ol E(), Oi+1€(\/i)’ |:l,2,,n—1) kOje se
nalaze na osama cilindri¢nih (prizmati¢nih) zglobova koje su orijentisane

jedini¢nim vektorima & (i=12,...,n). Orijentacija vektora & poklapa se sa

pozitivnhom orijentacijom koordinate qi koja odredjuje translatorno pomeranje
tela (V;) u odnosu na telo (V;_;) ukoliko je u pitanju prizmati¢ni zglob. U
slu¢aju cilindri¢énog zgloba smer vektora € pridruzen je po pravilu desnog
zavrtnja pozitivnom smeru ugla obrtanja q' tela (V;) uodnosu natelo (V).
Relevantni vektori polozaja otvorenog kinemati¢kog lanca odredjeni su

relacijama (i=12,...,n)

OO = A (5.115)

Oi+1Ci = ﬁi . (5116)

Primetimo da tacka O,,; predstavlja proizvoljno izabranu tacku koja pripada
poslednjem krutom telu (V,,) u otvorenom kinemati¢kom lancu.

Vektori €,p0;,0;zadaju se u koordinatama lokalnog koordinatnog sistema
Ci&nid; - Ocigledno je da su takve koordinate (projekcije na odgovarajuce ose)
tih vektora konstantne. U referentnoj konfiguraciji (0) lanca koordinate tih

vektora poklapaju se sa njihovim projekcijama na o0se nepokretnog
koordinatnog sistema Oxyz.

Posto dva susedna tela (V,_;) i (V;), povezani zglobom (i), ¢ine kinematicki
par V -te klase koji dopusta jedan stepen slobode kretanja segmenta (V;) u
odnosu na segment (V;_;), Langranzeve koordinate otvorenog kinematickog

lanca predstavljene su skupom pomenutih koordinata qi :
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(a*a?,0"). (5.117)
Vektor
i =AB, (5.118)

pri ¢emu vazi A,B; e(V;), predstavlja sledecu funkciju Langranzevih
(nezavisnih generalisanih) koordinata:

=7 (ql,qz,...,qi). (5.119)
Za takav vektor vaze relacije
ST; =&,6, %7, Va<i,
aq“ (5.120)
5_0 Vasi
oq”

Druga relacija u (5.120) je ocigledna, a prva se dokazuje na slede¢i nacin. U
slucaju g?a =1 vazi

o7 e Z—;i(quqZ,m,qafl,qa+Aqa,qa+l,m,qi)_z—;i(ql,qZ,m,qi)

aqa Aqa -0 Aqa

(5.121)

Translatornim  pomeranjem vektora 7 =7(q',9°,...0% +AQ%,..,.q') i

7 =7(q4,9%,...0",...q') dovodimo do poklapanja (vidi sl.24) njihovih
pocetaka sa proizvoljnom tackom K, na osi rotacije orijentisane jedini¢nim

vektorom €&, . Pri fiksiranim vrednostima koordinata o,q?,....q%,q%,....q",
vrh vektora 7; ¢e pri promeni koordinate q“ zbog uslova krutosti tela (V;)
((ﬁ):(ﬁ):const) opisivati krug (I;) u ravni (z,) koja je upravna na

vektor €, . lzraz (4.23) moze da se napiSe i u formi

]l >
€ L (Ta)
K T
N
Tl
AqQ*
(la)
() Fo
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sl.24

9 _ i HTE (5.122)
aqa Aqa_>0 Aqa

odakle sledi

- -7 2|z |sinasin(Aq® /2

9| _ i L ": lim il ( ) (5.123)
aqa AG® —0 ‘Aqa‘ AQ®—0 Aqa

ili
o7 ~|7|sina (5.124)
oq“

Ugao koji pravac vektora o07;/0q” gradi sa vektorom 7, odredjen je

I
grani¢nom vrednoscéu

(.07 169" )= lim Lchi u] (5.125)
AQ”—0 AQ*
odakle sledi da je
s 190 (5.126)
oq”

Napomenimo da se do poslednjeg zakljucka moze da dode i na sledeci nacin.
Prema uslovu krutosti segmenta (V;)sledi izraz 7; - 7; = const., a odatle, nakon

diferenciranja po vremenu, i pomenuti zakljucak.

Uzimaju¢i u obzit da je vektor d7; / 69 paralelan je ravni (z,) sledi

2—2 —6 7. (5.127)
q
Uslucajudaje &, =1,za a<i, o¢igledno je da zbog relacije

g =7 (dN0% 0 e g, (5.128)
vazi

o7, 1 69% =0. (5.129)
Prema (5.127) i (5.129) moze da se napise izraz

o7, = . - .

aq—;zﬁaea x7; Va<i, (5.130)
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koji obuhvata i slucaj g?a =lislucaj &, =1.

5.7.4 Brzina centra inercije krutog tela (V;)

Vektor polozaja centra inercije C; krutog tela (V;) u odnosu na nepokretnu

tacku O (vidi sl.22) odredjen je relacijom
OCi =r ZZ(ﬁkk + 661 )+/3i -
k=1

Prethodna relacija ukazuje na ¢injenicu da vazi
S [
r=n(dha?0),

odakle je
i
Ve =V ZZ POLE
a=1

gde je T, =0F/89”. Posto je prema (5.120):

Pk _7 5 o 4
aq—a—faeaxpkk Va<k,
api:o Ya > K.
oq”

o8 - .
aq—azfaeaxek VaSk,
% _y Va >k
oq“

sledi (vidi (5.131)):
i
Ta) = Safa X Z(ﬁkk +§k§qu)+ﬁi +&.6,, Va<i
k=a

Ta(i) ZO, Va>i,

n
V=Y T,md" .
a=1

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)
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Poslednji izraz u matri¢noj formi* ima oblik
(0 0
= Z{Té())}q 1
a=1
gde je (vidi (5.134)):

‘{ oE(()u))} é:a[AO {Z[Aak]( Pkk +§kq

k=a

+&,[ Avw |6} Va<i,

TA}=0 va>i

)[Aa]pk}

Matricni zapis izraza (4.39) moze da se dovede i na oblik

W} =[E]{a},

gde je
[E]eR*" = [E]=[{TQ H{TI - HT0)

(g} eR™ = {q}" =(¢%,¢%,...a").

5.7.5 Ubrzanje centra inercije krutog tela (V;)

Ako se izraz (5.133) diferencira po vremenu dobijamo

i
a-:é Z_ a(l)q Z dt q .

a=1

KakOJe (i) = a(,)(q .G%,..,q") sledi

(l) Mo 7 .
Z o

(5.137)

(5.138)

(5.139)

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

* Gornji indeks (i) oznacava da su koordinate odgovaraju¢eg vektora date u odnosu na lokalni
koordinatni sistem C;&7,&; vezan za (V;) . Specijalno, kada je i =0 u pitanju su koordinate

date u odnosu na nepokretni koordinatni sistem Oxyz. Kada je u pitanju vektor vezan za telo (V;)

na primerz: = AB., ,B: (V:)) tada u matri¢nom zapisu moze ali ne mora da se izostavi
p i i i i p

gornji indeks (i) ako se radi o koordinatama toga vektora, datim u odnosu na C;&7;¢; (4. o
koordinatama datim u odnosu na lokalni koordinatni sistem za koje je vezan pomenuti vektor).

Ova primedba se odnosi i na dualne objekte tih vektora.
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Kako je T

0 =0r, /69* (uz ispunjenje poznatih uslova o neprekidnosti i
diferenijabilnosti funkcije r, = ﬁ(ql,...,qi), i=12,...,n ) o¢igledno sledi

oy O°F, 5T o) _ g0

o/ oq“oq’ | oof  aq” (5144
tako da je izraz (4.44) moguce dovesti na oblik
& —ZTamq DRI R (5.145)
a=1p-1
gde je
Coptiy = L0} ’ (5.146)
oq”
i
l:aﬂ(i) zfﬂa(i) : (5.247)
U sluéaju a < B sledi (vidi (5.135))
0 | -
Fapt) = aba pwY; {Z(pkk +§kéqu)+/5i] (5.148)

ocigledno je da vazi

L{Z(ﬁkk +§k§qu)+ﬁi}=miﬁ|:2=:(,0kk +€Q )+,0.] (5.149)

o’ | = k=1
odakle direktno sledi
0 | . B oo -
aq—ﬂLZ:(Pkk +§kequ)+,0| } zaq_lﬁ =Tsy - (5.150)

Poslednji izraz daje relaciji (5.148) oblik
U slucaju o > g sledi (vidi (5.146) i (5.120))

Loty =25 (éﬂ Xéa)x|:2(/5kk + fkéqu)Jrﬁi}L

k=a

+&,85 (éﬂ Xéa)Jf .8y X{Eﬁéﬁ X|:Z(/3kk + &6 )+/3i :l}

k=a

(5.152)

Sto se nakon razvijanja dvostrukih vektorskih proizvoda moze dovesti na oblik
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faﬂ(i) = Eﬂéﬂ x{é?aéa X|:Z(ﬁkk +r§kéqu )+ﬁ|:|+§aéa}’ (5.153)

k=a

ili, prema (5.135)
Copiy) = s ¥ Tagy V> f. (5.154)

Prema (5.147) sledi da se pri sraGunavanju vektora (5.146) moze da koristi ili
izraz (5.151) ili (5.154) a potom uzme u obzir Cinjenica da vazi (5.147) (na

primer, ako se odredjuje f53(11) moze se iskoristiti izraz (5.151) prema kome se
odredjuje Tssqy i potom uzme u obzir Einjenica da vaZi: f53(11) :f35(11)).

Izraz (5.145) moze da se napise i u obliku

g —Z aid” +eraﬁ(|)q q’, (5.155)

a=1p8-1
Posto vazi (vidi (5.135))
Ty =0 Va>i, (5.156)
i (vidi (5.133) i (5.135)
Copiy =0 ¥ (@.B)>1, (5.157)
Ocigledno je da izrazi (5.151)) i (5.154) mogu da se napiSu u jedinstvenoj formi
L optiy = ZaBa < Th(iy (5.158)
gde je**
a=a,p b=a,p. (5.159)
U matri¢noj formi izraz (1.155) ima oblik
{ai(o)} Z Toggl)) pa +ZZ F(ﬁ(|) ja“a”, (5.160)
a=1 a=1p-1
gde je
{TO0 ) =& Aa lled A [{Ta (5.161)
pri ¢emu vazi
I
{Tb((blg {Z ( P +§kq ) [Ay; ]p}+§b {&,}.(5.162)
k=b

"af=aNa>p af=p Va<p

a,f=a NVasp; a,f=pVa>p
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5.7.6 Ugaona brzina krutog tela (V;)

Ugaona brzina tela (V;) koje je posredstvom cilindri¢nog (prizmati¢nog)
zgloba (1), (sl.22), vezano za postolje, ima oblik

@ = &6 (5.163)
Kruto telo (V,) relativno se kre¢e u odnosu na telo (V;) (ili se obrée oko ose

zgloba (2) vezane za telo (V;) ili se translatorno pravolinijski kre¢e duz ose
zgloba (2) vezane za telo (V;)). Relativna ugaona brzina tela (V,) u odnosu na

(Vy) iznosi

e = 56,67, (5.164)
Prema izrazu za apsolutnu brzinu tela (V)

@y = @y, + oy, (5.165)
gde je @,, - prenosna ugaona brzina tela (V,), kada se uzme u obzir da je

@y =y, (5.166)
sledi

@, =58 + 58,07 (5.167)
Polaze¢i od izraza za apsolutnu ugaonu brzinu tela (V3)

@y = @3 + @y | (5.168)
koris¢enjem ocigledne relacije

gy =y, g = &80’ (5.169)
dobija se

@y :kzg;z,?kékq". (5.170)

Uopstavanjem prethodnih rezultata dolazi se do sledeteg izraza za ugaonu
brzinu (@;) krutog tela (V;):

i
&= £6,4 (5.171)
a=1
il
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n = .
= ~ i = &£,6,, Va<i
@ = aZ:lQa(i) q°, Q) :{0, Yo (5.172)
U matri¢noj formi relacija (5.171) glasi
i
(=8, [ A | {6,107, (5.173)
a=1
ili
() =[F]{a}, (5.174)
gde je
[FleR* =[F]=| &{0}:5 {60} 15 (610} ], (5.175)
pri ¢emu je potrebno uzeti u obzir da vazi
(6 =[Ay (e}, k=12,..i. (5.176)

5.7.7 Ugaono ubrzanje krutog tela (V;)

Diferenciranjem relacije (5.172) po vremenu dobija se izraz za ubrzanje tela
(V;) uobliku

n n n
& = ZQa(i) g« + ZZAaﬁ(i)qaqﬁ : (5.177)
=1 p=la=1
gde je
, Qi)
Aapiy = o (5.178)
Prema izrazu (5.120) sledi za f<a
]\aﬁ(i) - ‘”Eﬁéﬂ x Qa(i) , (5.179)
ili
]\aﬂ(i) - Qﬂ(oe) x Qa(i) , (5.180)
gde je
. E46,, Vh<a
Qpey=1"" (5.181)
0, VB>«
odakle zakljucujemo (vidi (5.172)) da vazi
Agpiy=0 V B>a, (5.182)
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i, takodje,
Agpiy =0 Va>i. (5.183)
Koriste¢i (5.179) i (5.180) izraz (5.177) mozemo da dovedemo na oblik
Z% 4% + ZZQW) x Q007 (5.184)
p=la=1

Neposrednlm diferenciranjem po vremenu (5.171) dobija se drugi oblik relacije
za ugaono ubrzanje:

Zé’aeaq +ZZ§a§ﬁeﬂxe q“q”, (5.185)

a=1 a=1p=1

Poslednja relacija u matri¢noj formi glasi

&%) Z@[M
ii AT AR S

a=1p=1

(5.186)

5.8 Dinamika sistema krutih tela

5.8.1 Gustina krutog tela

Razm.atramo kruto telo (V), koje predstavlja oblast prostora ispunjenu
neprekidno rasporedenom masom. Uoc¢imo (sl.25) u oblasti (V) zapreminu

AV u Kkojoj se nalazi masa Am i koja sadrzi tatku M. Srednja gustina
materijalnog tela (V) definisana je slede¢im izrazom

V)
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sl.25 sl.26

_Am
Ps AV
Granic¢na vrednost srednje gustine kada zapremina AV tezi nuli (pri ¢emu
tacka M ostaje stalno u unutra$njosti oblasti AV )
. Am dm
p=Ilim —=—
AV—0 AV dVv
naziva se gustina u datoj tacki M. Gustina zavisi od niza faktora od kojih se

neki uopSte ne razmatraju u okviru klasicne mehanike (na primer od
temeprature). Nadalje ¢emo razmatrati samo slucaj kada je gustina tela (V) u

(5.187)

(5.188)

taCki M funkcija samo polozaja te tacke, tj.:

p=p(y)=p(XY,2). (5.189)
KaZemo da je telo (V) homogeno ako je ispunjen uslov
p(X,y,z)=const. (5.190)

u protivnom telo (V) je nehomogeno.

5.8.2. Masa tela

Celokupna masa materijalnog sistema jednaka je zbiru svih materijalnih
tataka koje saCinjavaju pomenuti sistem. Analogno masa m, tela (V) (vidi

sl.25) (bez objasnjavanja grani¢nog procesa koji sledi nakon podele tela (V)
na N delova i pustanja da N tezi beskonacnosti) iznosi

m= [p(x,y,2)dV, (5.190.a)
)

pri ¢emu je trostruki integral sra¢unat po oblasti (V) materijalnog tela.
U slu¢aju sistema n tela (V)),(V,),....(V;), masa m;,m,,..m,,

respektivno, masa m sistema tela odredena je izrazom

m :Zmi : (5.191)

n
i=1
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5.8.3 Centar inercije (srediSte masa) tela i sistema tela

Centar inercije (C) tela (V), mase m, (vidi sl.26) u odnosu na proizvoljnu

taCku A odreden je izrazom koji je podsredstvom grani¢nog procesa izveden iz
poznatog izraza za centar inercije (srediSte masa) sistema materijalnih tacaka:

mpc = [ padm, (5.192)
)
ili
fﬁAdm
. W)
= 5.193
Pc Idm ( )

)
U slucaju sistema tela (V,),(V,),...,(V;), masa m,,m,,...m,, ¢&iji centri
inercije C,,C,,...,C, su odredeni vektorima polozaja (u odnosu na tacku A )
P1r Par---Pen » FESPektivno, centar inercije (C) sistema dat je izrazom

n
. 2. M i
AC=pe =2 (5.194)
2m

i=1

5.4.4. Tenzor inercije tela (V)

Razmotrimo telo (V) (segment sistema tela, sI.27) u proizvoljnom poloZaju

u odnosu na pravougli Dekartov koordinatni sistem Oxyz. Neka je konfiguracija
tela (V)u odnosu na Oxyz odredena konfiguracijom pravouglog Dekartovog

koordinatnog sistema Aén¢g , Aénd € (V). Uogimo tacku M € (V) koja se
nalazi u unutra$njosti oblasti zapremine dV kojoj odgovara masa dm. Polozaj
tacke M u odnosu na Aén¢ odreden je izrazom

Y =& n <), (5.195)
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N
2

@) ©,
¥
X
y
sl.27
a dualni objekat prethodnog vektora dat je u poznatoj formi
0 ¢ 7
[pP]=| ¢ 0 -£|. (5.196)
-n ¢ 0

Tenzor inercije tela (V), dat u odnosu na Aé&n¢, definisan je slede¢om
relacijom (vidi [7])

def
[3a]=- I[pd]zdm, (5.197)
V)

odakle je o¢igledno da vazi
[3.]eR*® (5.198)

i da je matrica [J,] simetricna. Objekat [J 5] naziva se tenzorom jer podleze

zakonu transformacija tenzora pri koordinatnim transformacijama, (ovo ¢e biti
u kasnijem izlaganju pokazano).

Uzimajuéi u obzir osobine dualnih objekata, mozemo da napisemo sledeéi izraz
([1]- jedini¢na matrica):

[P =(8}(p)-p11] [p*T <R (5199)

odakle sledi i ovaj izraz za tenzor inercije

[3a]= [[P°[1]-{5}(5)] dm. (5.200)

V)

Uzimajuci u obzir ocigledne relacije
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§2+772+§2 0 0
p?[1]= 0 E2 4P+ P 0 : (5.201)
0 0 §2+772+§2
& & &
{pY(P)=|né n* n<|, (5.202)
g¢ ¢n ¢F

izraz (5.200) dobija koordinatnu formu
n+et =& &
=[] -n& ¢*+& —ng |dm, (5.203)
Ol -& - &+’

[@P+¢dm —[@mdm  —[ (&)dm
W) V) W)
[Ba]=| ~[@&ydm [ *+&dm [ (7o)dm
V) V) V)

~[¢yam  ~[(mdm [ (" +&P)dm
(v) (v) (v)

(5.204)

odakle je ocigledno da dijagonalni elementi gornje matrice predstavljaju
aksijalne momente inercije J.,J,,J.,tela (V) u odnosu na ose
0¢&,07,04, respektivno, a ostali elementi predstavljaju odgovarajuce
centrifugalne  momente inercije  (proizvode inercije) J.,J,.,J
(Jz, =J,z1td.) sa promenjenim znakom, tako da moZemo da napisemo

6!

e gy g
[JA]Z —\]7795 \]77 —\]774' . (5205)
e gy I
Ocigledno je da se u prethodnom razmatranju nista sustinski ne menja ako ose
A&, An, A, zamenimo osama O(1),0(2),0(3) koje su orijentisane sistemom

ortogonalnih jedini¢nih vektora €,€,,€;, respektivno. U tome slucaju mozemo
da napisemo
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‘]l _‘]12 _‘]13
[Bal=-3n 3, -35), (5.206)
_‘]31 _‘]32 ‘]3

gde je smisao uvedenih oznaka ocigledan. Radi preciznog odredivanja na koji
se koordinatni sistem odnosi, tenzor inercije iz izraza (5.203) mogao bi biti

oznacen sa [J Agne ]. Medutim, kada je u pitanju tenzor inercije koji je odreden

u odnosu na prethodno precizno definisan koordinatni sistem (Sto ¢e biti Cest
slucaj u narednim izlaganjima) moze se iz izraza za tenzor inercije izostaviti
oznaka koordinantnih osa.

Planarni tenzor inercije [IT] tela (V) definiSe se na slede¢i na¢in ([8])

[11]= [ {s}(5)dm, (5.207)
i njegove koordinate date su koordinatama matrice
jgzdm jgndm jggdm
V) V) V)
[11]= j nédm jnzdm j nedm |. (5.208)
V) V) V)
j cEdm j cndm jgzdm
L(V) V) V)

Koordinate na glavnoj dijagonali predstavljaju odgovaraju¢e planarne (u
odnosu na koordinatne ravni) momente inercije, a ostale koordinate -
odgovarajuce centrifugalne momente inercije tela, [9].

5.8.5. Transformacija tenzora inercije pri rotaciji koordinatnog
sistema

Razmotrimo telo (V) za koje je odreden tenzor inercije [J,,, ] u odnosu
na pravougli Dekartov koordinatni sistem Aén¢ . Odredimo tenzor inercije
[J ] U odnosu na pravougli Dekartov koordinatni sistem Axyz koji se

jednom kona¢nom rotacijom moze dovesti do poklapanja sa koordinatnim
sistemom A&nd (polozaj tela pri tome se ne menja). Uzimajuéi u obzir izraz

(7.15) mozemo da napiSemo

4 g
[acnc]= [ | (€0 ) yn il ]-4n {(En &) [dm, (5.209)
V) ¢ ¢
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[JAXyz]zj. (xyz)qyt[t]-3y¢(xyz)|dm, (5.210)
V) z z

odakle, s obzirom na zakon transformacija koordinata

X g
ye=[Al{n¢. (5.211)
z 4

i relacije (£,7,)(€7m.0)" =(x Y, 2)(x,Y,2)" = p* [AI[A]" =[A]' [A]=[1]
koje dovode do

g 4
(€0 O[A] [Alym[=[A] (£ 7 &) 4n ([11[A]=
: > > (5.212)
=[Al(¢n &) TIAT
¢
sledi
[3moz J=[AIL I ncnc JIAT- (5.213)

Poslednji izraz predstavlja zakon transformacije kovarijantnog tenzora drugog
reda pri transformaciji koordinata oblika (5.211). Iz tog razloga matrica (5.197)
naziva se tenzor inercije, [10].

5.8.6. Koli¢ina kretanja krutog tela. Zakon o promeni kolifine
kretanja krutog tela

Razmatramo telo (V) u proizvoljnoj konfiguraciji u odnosu na inercijalni
pravougli koordinatni sistem Oxyz (sl.28 )
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sl.28

Koli¢ina kretanja elementarne mase dm (koja ispunjava zapreminu dV i koja
ima taCku M za unutrasnju tacku) iznosi

dK = vdm, (5.213.a)
a koli¢ina kretanja tela (V) iznosi
K = IVdm. (5.214)
V)
Kako je
V=V, +Vy . (5.215)

gde je C - centar inercije telaV, a \76,’ brzina tatke M u odnosu na C, sledi
K =mvg + [Vydm. (5.216)
)
Uzimajuéi u obzir da je (@ - ugaona brzina krutog tela (V))

Vo =dxp. (5.217)
nalazimo

jv;j dm =@ x j,adm. (5.218)

v) v)

Sto prema (5.193) iznosi
[v5 dm =@xmp =0, (5.219)
V)

tako da dobijamo

K=mv,. (5.220)
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Ako u sistemu krutih tela oslobodimo veza proizvoljni segment (V,), tada

nadalje moZzemo razmatrati telo (V,) kao slobodno na koje osim sistema
aktivnih spoljasnjih sila

(Fay:Fagy o Foe ) (5.221)
¢ije su napadne tacke, respektivno:

Al(i) J Az(i) e '6‘1i (i) (5.222)
deluje i sistem spoljasnjih reakcija uklonjenih veza

(ﬁl(n Ry Ry ) (5.223)
¢ije su napadne tacke, respektivno:

Bl(i)’ BZ(i) 1 Bmi(i) . (5.224)

Pri tome vazi
Aj(i) e(V), 1=12..1

(5.225)
By €(V,), k=12,..,m,

Kako, prema (5.220), koli¢ina kretanja K; segmenta (V) iznosi (m,- masa
(V;), C, - centar inercije (V;))

K, =mv, , (5.226)
sledi (vidi (5.133))

Ki =m Zlfa(i)qa ) (5.227)

pri Cemu je pretpostavljeno da se segment (V;) nalazi u sklopu otvorenog

kinematickog lanca oblika prikazanog na (sl.22). Zakon o promeni koli¢ine
kretanja segmenta (V;) ima oblik koji se odnosi na materijalni sistem

K, -
dt =Fra) + Reqy, (5.228)

gde je IERU) - glavni vektor sistema (5.221) a ﬁR(i) - glavni vektor sistema
(5.223) tj.

L
FR(i) = Z;, Fj(i) (5.229)
j=
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m;
Regy = kZ: k(i) (5.230)

Uzimajuéi u obzir (5.226) izraz (5.228) moze se prevesti na oblik (ﬁci -
ubrzanje centra inercije segmenta (V;))

mdg, = qR(i) + F_éR(i) (5.231)

koji se poklapa sa zakonom o kretanju centra inercije materijalnog sistema.
Primetimo da zbir glavnih vektora u poslednjem izrazu predstavlja tacno glavni
vektor spoljasnjih sila koje deluju na segment (V,).

Konac¢no, prema (5.146) i (5.155) izraz (5.231) moze da se napiSe u obliku

[Z il +ZZ aa,g)q g j Fag) + Rea) (5.232)

a=1 f=1
ili
(Z (l)q +ZZ ,6'(|)q q j R(|)+RR(|)1 (5233)
a=1p=1
gde je

Lopiy = faj éﬂi XT(Tﬁ(i) . (5.234)
Uoc¢imo tacku A (vidi sl.29) koja u opstem slucaju ne pripada telu (V;) i
pokretna je. Elementarni kineti¢ki moment tela (V,) za tacku A iznosi

sl.29
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dL, = pxdK = pxvdm, (5.235)
kako je
Vy =V =V, +V,, (5.236)
gde je:

vV, - brzina translacije koordinatnog sistema Ax'y‘z" (u toku translacije -
Ox | AX', Oy | Ay', Oz | Az’; koordinatni sistem Oxyz je inercijalan), V-

brzina tacke M (unutrasnje tacke elementa dV ) u odnosu na translatorno
pokretni koordinatni sistem Ax'y’z’, sledi da je

dL, = pxV,dm+ pxv.dm. (5.237)
i
Ly =—V, % j ,adm+j pxv,.dm. (5.238)
V) V)
Poslednja relacija moZe da se napise i u obliku
Ly =mpe xV, + L, , (5.239)

gde je P - vektor poloZaja centra inercije tela (V) u odnosu na tacku A i gde
je

L = j B xv.dm. (5.240)
(Vi)
Ocgledno je da vazi
N . dp
V,=p=—(pp,)=V, = pp, + pLe, (5.241)
dt dt
pri ¢emu je p, - jedini¢ni vektor vektora p, a p - intezitet vektora p. Posto
vazi
%i{’ = Qx p, (5.242)

gde je Q- ugaona brzina rotacije vektora P, Pri njegovom relativnom sfernom
kretanju u odnosu na tacku O, sledi relacija

pxV, = px(Qx p), (5.243)
odakle dobijamo izraze
Lo = [ 5%(CQx )dm, (5.244)
v)
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Ly =Mpe <V, + [ 5x(Qx p)dm (5.245)
Vi)
Uzimajuéi u obzir da je

(5x(©@xp)l =" T {8}, (5.246)
Izraz (5.245) dobija u matri¢noj notaciji oblik (vidi tenzor inercije (5.197))
{Lay=m{pc xVa}+[Ia (O}, (5.247)

gde je [J,] - tenzor inercije tela (V) ¢ije su koordinate date u pravouglom

Dekartovom koordinatnom sistemu sa koordinatnim pocetkom A. Specijalno,
ako Ae (V) bice

Q=a, (5.248)
gde je @& ugaona brzina krutog tela (V). Tada izraz (5.247) ima oblik

{La} =m{pc xVp}+[In]{®}. (5.249)
koji se u slu¢aju A=C svodi na

{Le}=[Ic]{a}. (5.250)
Posto je prema (5.235)

L= [pxvdm, (5.251)

)

sledi

Qs _ [ pxvdms+ [ 5xadm. (5.252)

dt V)
Uzimajuci u obzir da vazi

j,sxadmz j ,Bx(dlferdlf“), (5.253)

V) V)

gde su_ dF°i dF"elementarne spoljasnje i unutrasnje sile koje deluju na
elemenat mase dm, sledi da je (M ar - glavni moment spoljasnjih sila koje
deluju natelo (V), sradunat u odnosu na tacku A):

Uvek je moguce naci ekvivalentan sistem spoljasnjih sila kontinualno podeljenih u oblasti (V)
koji je ekvivalentan sistemu koncetrisanih sila i (5.221) i (5.223).
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dL,

F:mvc xVp + Mg (5.254)
gde je uzeto u obzir da je
p=V-V,, (5.255)
i da je glavni vektor unutradnjih sila tela (V) jednak nuli tj.,
MY, =0. (5.256)
U slucaju A=C, iz (5.254) sledi
dle -
d_tc =M¢g, (5.257)
ili (vidi (5.239))
dI:Cr VE
=M¢gg. 5.258
it CR (5.258)
Koris¢enjem (5.240) i (5.240) poslednji izraz moze da se napise i u obliku
d ro = —
—jpxpdm:MéR, (5.259)
d V)

koji se svodi na relaciju

[pxpdm=Mg. (5.260)
)

Ako u sistemu krutih tela, Kkoji predstavlja model tehni¢kog sistema,
oslobodimo veza proizvoljni segment (V,), tada moZemo (kao u veé

razmatranom slucaju) segment (V;) posmatrati kao slobodan, pri ¢emu na njega

deluju, kao spoljasnje, aktivne sile (5.221) i sile reakcije (5.223) uklonjenih
veza. Za razmatrani segment izraz (5.260) dobija oblik

J.Qai ></Si}jmi = I\7|§,R(i) + Mcr:,R(i)' (5.261)
Vi)

gde je p; - vektor polozaja tatke M, €(V;) koja je unutrasnja tacka
elementarne zapremine (dV;), mase dm, I\ﬁé‘iR(i)- glavni moment aktivnih sila

(5.221) sradunat za centar inercije C; segmenta (V;), MéiR(i) - glavni moment

sila reakcija veza (5.223) sracunat za centar inercije C;. Uzimajuéi u obzir da
vazi (vidi (5.130) i (5.172))
= n aﬁ, ca = LI - .
pi=2, q = pi= ZQa(i) x piq (5.262)
a=1

a=1 8q “
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dolazi se do relacije

n n n
= e i — — ..
Pi = Zzeﬁa(i)qaq +ZQa(i) x 0,07, (5.263)
a=1 ,B=l a=1
gde je
5 0 (& o°p.
Opaty = =7 \ ey X P, v 5.264
per(i) aqﬁ( ai) p) PRCERT ( )
Nadalje ¢emo pretpostavljati da su ispunjeni svi uslovi pod kojima vazi
o%p. o%p,
Fad = mand (5.265)
aq”0q”  0q“aq
tj.
Opa(iy = 9 COR (5.266)
Uzimajuéi u obzir poslednju relaciju mozemo pisati u obliku
2] N _ 8 8,5,
Oap(i) = Opali) = aq@ {aqaﬂ J (5.267)
odakle sledi
0
eaﬂ(l) - Hﬂa(l) - 8q (Qaﬂ(l) xp) (5.268)
$to dovodi do relacije
éaﬂ(i) = éﬁa(i) = é@(i) x (Qjﬁ(i) X fj ) ) (5.269)
a zakon o promeni kinetickog momenta segmenta (V,), dobija oblik (vidi
(5.260)):
Zba(l)q +szaﬁ(l)q q - Mg iR(i) + Mc R(i) 1 (5-270)
a=1p-1
gde je
ba(i) = J.ﬁu X (Qa(i) X P, )dmi '
" (5.271)

aﬂ(l) IP. aﬂ(l)dm

(Vi)

Prema (5.269) dobija se relacija
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ey = _[ i ><(Q@’(i) ><(Q@(i) X pi ))dmi =
(Vi)

T I (é@(i) X Pi )(Q@(i) i )dmi ;

(Vi)

¢iji matricni zapis ima oblik

{dopin} =1 aﬂ(l)][I A} (pr)dm }{Qaﬂ(i)}'

(Vi)
ili (vidi (5.207))

{dopy } = 2z T H Qg )

Takode, u matricnoj formi imamo i relaciju

5.0} { o Fom }{Qa(.)}

(Vi)
ili (vidi (5.197))

{beiy} =[Jc J{Quy} -

5.8.7. Kineti¢ka energija sistema tela

Razmatramo system tela sa n segmenata (V,),(V,),...,

(5.272)

(5.273)

(5.274)

(5.275)

(5.276)

(V.) koji ima oblik

otvorenog kinemati¢kog lanca bez grananja. Diferencijal kineti¢ke energije

segmenta (V,), mase m;, iznosi (vidi s1.30)

N =
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S1.30
1 2
dEk(i) szmi VMi y (5277)

gde je brzina unutrasnje tacke M; elementarne zapremine dV,, kojoj odgovara
elementarna masa dm;, jednaka ( C;-centar inercije segmenta (V,), @, - ugaona
brzina segmenta (V,)):
Yy, =Vi =V +@ % p,. (5.278)
Kineticka energija segmenta iznosi
A N A,
Eeiy = > I(Vci + @, ¥ pi)- (vCi + @ % p, )dmi . (5.279)
Vi)
Poslednji izraz moze da se dovede na oblik
1 S - N
Evi) =Evéi Idmi "'(Vci ><a’i)' Ipidmi +§ I(a% Xpi)'(a’i Xpi)dmi ,
)

Vi) v i)
(5.280)

koji se, prema (5.190.a) i (5.192) (u izrazu (5.192) : A=C), dalje transformiSe
na sledeci nacin:

By = 1miVé + : I(@l xp,)-(@ x p, Jdm, (5.281)
27240,
Kako je
. - - o . 2
(@ xp)- (@ xpy)=( % 5y)-{@ x g} ==@) o ] {@}, (5.282)
sledi da se (5.281) moze napisati u formi:
1 1, . -
=0 =§mivé +§(0)|)[Jci:|{0).}, (5.283)

gde je [J¢ ] tenzor inercije segmenta (V;) . Uzimajuci u obzir poznate relacije
(vidi (5.136) i (5.172):

n
Ve =D T,md”, (5.284)
a=1
no_
@ = zlgza(i)q“ , (5.285)

izraz (5.283) dobija oblik
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1 n = 4 & = . 1 $ ) 04 \ ® )
B =-m (ZTa(i)q J 2 Tpwd” +—(Zga(i)q ][JCJ 2" 1
2 '\& =i 23 f-1

(5.286)
ili
100 o
Ey ZEZ D i g, (5.287)
a=1p-1
gde je
8 =M (Taiy {0y} +(Qacgiy) [Jci ]{ Q- (5.288)
Kineticka energija sistema iznosi
E, = Z Ek(i) ’ (5.289)
i=1
ili
10 0 o
Ey =5222aaﬂmq q’. (5.290)
a=1p-1i=1

Ocigledno, kineticka energija razmatranog sistema (to je slucaj sa mehanickim
sistemima koji su podvrgnuti skleronomnim vezama) predstavlja homogenu

kvadratnu formu generalisanih brzina ¢,q?,...,q". Prema (5.277) i (5.279)
sledi

E,((d)? %0)>0,
- (5.291)
£ (@) =0)=0,

odakle proisti¢e da je (5.290) pozitivno definitna kvadratna forma generalisanih
brzina. 1zraz (5.290) moze da se napise i u obliku

= =%iiaaﬂ<'1“qﬂ (5.292)
a=1p=1
gde je (vidi (5.290) i (5.292)
Qup = ; m (fa(i)){fﬂ(i)}“L - (Qa(i))[‘]Ci]{Qﬂ(i)}’ (5.293)

pri ¢emu je ocigledno
a,,(0",9%,...9") =a,,(a",9°,...q"). (5.294)
Izraz (7.106) moze da se napiSe i u obliku
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oA o
ag=ym—— o+ | B 6,0/,} (5.295)
i=1 aq” oq i=1 (Vi) 9™ oq

pri ¢emu su uzete u obzir poznate relacije

or; ~ op
— Ta(l)’ __Qa(l) X i |:‘]C :|_ I I:p| :| dm; . (5.296)
A’ (Vi)

oq”
Koeficijenti a,, forme (5.292) kvadratne po generalisanim brzinama nazivaju

se kovarijantnim* koordinatama osnovnog metrickog tenzora a matrica
[a,,]1 € R™, naziva se osnovni metricki tenzor. Primetimo da izraz ((5.294))
moze da se napise i u obliku (vidi (5.159))

aa,;=i§ﬂ (T T+ i;‘!ﬁfaéﬂ(ég))pq]{gp} 5207
3,5 =3,5(0*",...0"), a=a,B.

5.8.8. Kovarijantni oblik diferencijalnih kretanja sistema krutih tela

Razmatramo sistem tela u obliku otvorenog kinematic¢kog lanca bez grananja
koji je sacinjen od segemenata (V,),(V,),...,(V,), jednacine veza kojima je
sistem podvrgnut (veze su holonomne, skleronomne i idealne) omogucéavaju,
kako je ranije receno, da se odabere sistem nezavisnih generalisanih koordinata
(q',9%,....q") koji omoguéava da se kinetitka energija (5.292) napide u
konac¢noj formi u funkciji nezavisnih generalisanih koordinata i njihovih izvoda
po vremenu (ako je u pitanju zatvoreni kinematicki lanac, dopunske veze u
opStem slucaju ne mogu da se dovedu u konac¢noj formi na relacije koje
izrazavaju eksplicitnu zavisnost zavisnih koordinata u funkciji nezavisnih
generalisanih koordinata). U tom sluCaju diferencijalne jednacine kretanja
mogu biti predstavljene u obliku Langranzevih jednacina druge vrste (izrazenih

samo u funkciji nezavisnih generalisanih koordinata (q',q?,...,q") i njihovih
prvih i drugih izvoda po vremenu), tj., u obliku

*

Izraz preuzet iz tenzorskog racuna - vidi, na primer, [26].
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d (o€ ) oF,
R = =Q, v =12, 5.298
dt(aqyj oq” 7 ( )

gde je Q,-generalisana sila sistema aktivnih sila koje deluju na razmatrani

sistem tela, koja odgovara nezavisnoj generalisanoj  koordinati
q”, (r=12,...,n). Kakoje (vidi (5.292))

oE n

_a ‘; :_Z yﬂq += Zawq (5.299)
sledi (prema ((5.294))):

OE, .

Tk = @ 5.300

P azzlawq (5.300)
Dalje je

d ( oE, aa,,

— =)a + 5.301

dt(aq}/ Z ayq ;/; a B q q ( )

d(cE L oay
a(a& =224+ ZZ( Jq q’. (5.302)

a=18=1

Parcijalni izvod kineticke enrgije po nezavisnoj generalisanoj koordinati q”
iznosi

— = —ZZ gq (5.303)

24" 1= 10
tako da ]ednacme (5. 298) dobijaju oblik
Zaayq +YST ,9707 =Q, . (5.304)
a=1p=1

Ovakav oblik diferencijalnih jednacina kretanja naziva se kovarijantnim. U
poslednjem izrazu koeficijenti homogene kvadratne forme po generalisanim
brzinama iznose

oa oa o0a
Doy, =2 224 Sra  Ben | (5.305)
’ aq*  oqf  oq”

i nazivaju se Kristofelovi simboli prve vrste. Ovi simboli imaju ociglednu
osobinu

Uopy =Cpuyr @By =12,..0. (5.306)
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Ostale osobine Kristofelovih simbola, koje se odnose na sistem u obliku

otvorenog kinematickog lanca, bi¢e navedene u kasnijem izlaganju. Prema
(5.295) dobijamo

oa n o%. o o o0%F
% fo[Se % % T,
q

= | aq%oq”? oq”  oqf aq@eq”

, , (5.307)
- °p 0p  0p 9P
2 [a wo? o o oqia )
i=1 (vi) el q q q-cq
odakle sledi (vidi (5.305))
0’1 o, o ’r o’ or
i + i, i + i . i
~ Z”: oq%eq? oqf  oqf oqtoq’  oqfoq’ oq”
o, 0T o P AR AL A
+ . — 1 . P i, i
oq” o9Poq* oq%eq’ oq”  oq* oqPfoq”
R N Ay .
+1Z“: oq%eq”  oq” aqﬁ oq%oq’  oq’eq” oq® i
5 - N - i
= e S S o e R .
o oq“eq” oq%oq’ oq” oq* oqPoq’
(5.308)
i
0, O, ’5 Op,
r, = . . P dm, (5.309)
rr = 2™ aqrag? 6q Zl(i)aq oq” og’
Poslednja relacija prema (5.264), (5.269) i (5.134) i (5.172) dobija oblik
Zm f«w( €ap > aﬁ(l)) T+
(5.310)

+.an J [Q%i)X(anxﬁi)}'(éﬂi)xﬁi)dmi’

=1 (v;)
koji se, uzimajuéi u obzir relaciiju

(f@(i) (g %A )) (2 %5)=( Qg 2 )( Qg (2 %5 ))=
= (50 * Lo A (B Qg )
(5.311)
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dalje transformise u izraz

p y:ZmiE@(é@ T50) o)+

(5.312)
3850 G0) | 17} ()9 |10
is Vi)
Ocigledno je da vazi
Cfiz & &g
I{ﬁi}(ﬁi)dmi = I m& ot mg |dm;, (5.313)
00 Wicea cm &
ili
J. &rdmy _[ Gimdm, I Gigidm;
) i) )
[{a}(p)dmi =| [ m&dm [ nldm | mgidm |, (5.314)
(Vi) Vi) Vi) V)
I i&dm I gimdm _[ gdm
K\2) M) M)

Desna strana poslednje relacije predstavlja planarni tenzor inercije [Hci]
segmenta (V,). Dijagonalni elementi toga tenzora predstavljaju planarne
momente inercije segmneta (Vi) u odnosu na koordinatne ravni

nCi¢i, 6C&, &Gy

Yy, = [&dm, 3 o, = [nfdm, 3 o, = [¢Pdm, (5.315)

Vi) Vi) i)
dok vandijagonalni elementi toga tenzora predstavljaju centrifugalne momente
inercije J, -,J..,J., segmenta (V;) sratunate u odnosu na koordinatni
sistem O¢&;7n,¢;. Nadalje ¢emo pomenuti tenzor inercije oznacavati sa [Hi]

vode¢i racuna o Cinjenici da su njegovi elementi (koordinate) odredeni u
odnosu na C;&n,¢;:

Jmcﬁi Jém Jé@
[Hi]: \]77|‘§i J;icié Jnigi : (5316)

J J

idi it JéQm
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Uvodenjem (5.316) Kristiofelovi simboli prve vrste (5.312) mogu da se napiéu*
u obliku

n —
- Z m; &, (6 XTb((Cl)) ){Ty((cl)) j*
(5.317)

Z Q(') % Q(')

b(i) y(i) [H ]{Qg(l)}

Ranije je receno da (vidi (5.306)) Kristofelovi simboli prve vrste zadovoljavaju
uslov

Copy =Tpayr By =12...1n. (5.318)

Medutim, zadovoljavaju i uslove

Vopyap=Vapyap V7 <08 (5.319)

Lopy =TopyapV7r>2B (5.320)
i, oCigledno, uslov

r ,—=0. (5.321)

ap,af
Primetimo da izraz (5.317) moze da se napise i u formi

n

Tapy =2 Miéa (7 TG NT R+
i=d (5.322)

EEE (0 <) ] ).

Izraz (5.304) u potpunosti je odreden izrazima (5.322) i (5.297). Za potpuno
odredivanje kovarijantnog oblika diferencijalnih jednadina kretanja (5.304)

sistema tela potrebno je odrediti i generalisane sile Q, (a=12,..,n) koje
deluju na sistem tela.

5.8.9. Generalisane sile sistema tela

Razmotrimo sistem sila (5.221) sa napadnim tackama (5.222), respektivno,
koji deluje na segment sistema tela u obliku otvorenog kinemati¢kog lanca bez
grananja.

Virtualni rad sile Ifj(i) (j=12,....I;) odreden je izrazom ([6]):

" inf (@ ,7) = ¢, sup(a, ,7) = d,
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A(F;i) = Fig 6T, (5.323)

koji, s obzirom na ¢injenicu da A;;, € (V;), dobija oblik (vidi sI.31)

(Vi)

O
x
e
S1.31
5A('Ei(i)) - 'Ej(i) '(5 e, + 5/3;0)), (5.324)
ili
— - n__ n__,
A(F;5) = Fyg) -(ZTa(i)o“q“ +> Q0 ij(i)j, (5.325)
a=1 a=1
$to se moze dovesti na slede¢u formu
n
SA(FiG) = Z (Fj(i) Tagiy +Mc, (Fj(i))'Qa(i)) , (5.326)
a=1
gde izraz
MCi ('Ej(i)) = Pjiy * 'Ej(i)’ (5.327)

predstavlja moment sile Ifj(i) sracunat u odnosu na centar inercije C, segmenta

(Vi). Virtualni rad razmatranog sistema sila (7.36) iznosi
li R
j=
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n I - B l; N B -
=2 {{Z Fj(i)]'Taa) +{ZMQ (F;(i))}‘ﬂa(i)}q“ : (5.329)
a=1

j=L j=1

Poslednji izraz moze da se napise i u obliku

n
oA :Z (FR(I) T, a(i) +|V'C R() Qa(.))5q ' (5.330)
gde izrazi
L
MgR(l) ZM ( (l)) I:R(i) :ZFj(i)a (5.331)
j=1

predstavljaju glavni vektor i glavni moment sistema sila (5.221), sraunate za
redukcionu tacku C;. U slucaju otvorenog kinematickog lanca bez grananja

generalisane koordinate (q',q?,....q") su nezavisne i iz (5.330) sledi da
generalisane sile Q7 sistema sila (5.221) koja odgovara nezavisnoj

generalisanoj koordinati q* (a =1,2,...,n) figurisu u relaciji
A =Zn“Q§§q“ , (5.332)
j=1

gde je OA%- virtualni rad svih sistema sila (5.221) koje deluju na razmatrani
sistem tela, tj. virtualni rad sistema sila

(R P P ) (Fiy Fa@s R ) (Ficny Fagny oo By )- (5:333)

Virtualni rad sistema sila (5.333) iznosi (vidi (5.330))

Z oA’ Zz ( RG) a(l) + MC iR() éa(i))&a ' (5.334)
a=1i=1
odakle sledi
Q= Z (IER(i) 'fa(i) + Mé,R(i) 'Qa(i)), a=12,..,n. (5.335)
a=1

Ako je sistem sila (5.333) potencijalan, sa potencijalnom energijom
E,=E,(a".0°...9"), (5.336)

generalisane sile odredene su poznatim izrazom ([11])

. OE,
Q :_a_a! a:1121"'1n' (5-337)
q

a
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5.8.9.1 Generalisane sile od sila teZe sistema tela

Neka se sistem tela u obliku otvorenog kinemati¢kog lanca bez grananja
krece u polju zemljine teze. Sila teze segmenta (V,)iznosi G,, napadna tacka

joj je u centru inercije segmenta (za tehnicke sisteme ubrzanje zemljine teZe
mozemo smatrati konstantnim; otuda - teziSte segmenta i njegov centar inercije
poklapaju se). Glavni vektor sistema kontinualno podeljenih sila zemljine teze

koje deluju na segment (V;) ima oblik

Frgy =Gi =m;g, (5.338)
a glavni moment (redukciona tacka je C;) iznosi

Mg pgy =0. (5.339)

Poslednja dva izraza i izraz (8.38) dovode do generalisane sile od sila zemljine
teze u obliku

Q° = Zmig -T;m. (5.340)
i=1

Uzimajuéi u obzir ¢injenicu da je sila teze potencijalna, izraz (8.43) moze da se
izvede slede¢im razmatranjem. Postavimo horizontalnu ravan tako da sadrzi
koordinatni pocetak O inercijalnog koordinatnog sistema Oxyz (vidi sl.32).
Potencijalna energija sile zemljine teze G = m;§ segementa (V,) iznosi (ravan

a uzeta je za nivo nultoga potencijala):

G — —

Eoqy =mare -0, (5.341)
gde je n vektor normale ravni usmeren vertikalno navise. Ukupna potencijalna
energija razmatranog sistema tela koja se odnosi na sile zemljine teZe iznosi

(Vi)

A

S1.32
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E; =Y mgr, -, (5.342)
i=1
i kako je
g-n=-g, (5.343)
prema (5.337) sledi
n or,
QS => mg-—=, (5.344)
i-1 aq
i (vidi (5.133) i dalje)

QS = Zl: m;g 'fa(i)
i=

Sto se poklapa sa (5.340).

5.8.9.2. Generalisane sile od sila u oprugama

Za tatke F e(V;) i F;e(V;) sistema tela u obliku otvorenog
kinemati¢kog lanca bez grananja ((V,),(V,),...,(V,)) vezani su krajevi opruge

krutosti C, ¢ija slobodna duzina iznosi |, (vidi sl.33). Potencijalna energija te
opruge data je izrazom

E¢ =%c(TFj—IO)Z, (5.345)

p

a generalisane sile od sila u opruzi date su izrazom

sl.33
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. — 8Fij
Q =—c(FF, _IO)a—“’ a=12,.n. (5.346)
q
Kako je
FF =yFRF;-RFj, (5.347)
dobija se
/. [-
oFF)_FF 'a(Fij). 5.38)
aq” FF,  og”
Uzimajuéi u obzir da vazi (vidi sl.33)

gde su ch ,Ic, vektori poloZaja centara inercije C;,C, segmenata
(V;) odnosno (V;) a 7j,7 vektori polozaja tataka F;,F, uodnosuna C;
odnosno C, izraz (5.348) dobija oblik

o(RF) RF . . . )
j - -
= ATy = Taao + oy XTi =00 X Tk ) (5.350)
a* R, (Tath) = Tat0 + Ly ¥ 75 = L ¥ )
gde je
ReFy =|fe, +7 -1, — 4 (5.351)

Uzimajuéi u obzir poslednja dva izraza relacija (5.346) dobija oblik

er —rck +TJ _Tk

Q§,=—C(‘FCJ—Fck+fj—fk‘—lo) =
‘rcj —Ic, +7j _Tk‘ (5.352)
(T = Teet) + Ly ¥ 7 = Qg X7 )
Prema (5.346) i prema o¢iglednoj relaciji
FF =FF @ q“..q'), (5.353)

sledi
ngo Va=12,..kanj+1 j+2,.,n. (5.354)

Specijalno, ako je jedan kraj opruge vezan za postolje ( tacki F,) uzima se
(postolje se oznacava indeksom k =0)

i, =0, p,=OF,. (5.355)
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5.8.9.3. Generalisane sile od sila viskoznog trenja

Za tatke F e(V;) i F;e(V,) sistema tela u obliku otvorenog

kinematickog lanca bez grananja sa segmentima (V;),(V,),...,(V,,) vezani su
krajevi amortizera (vidi sl.34) napunjenog te¢nosc¢u. U toku kretanja klipa u

odnosu na cilindar amortizera javlja se sila viskoznog trenja ¢iji je intezitet
proporcionalan prvom stepenu brzine klipa u odnosu na cilindar ( 5 - konstanta

proporcionalnosti).
ST V)

sl.34

Uzimajuci u obzir da vazi

Fui =—Fu =BV, (5.356)

gde je lfwj sila viskoznog trenja koja deluje na Klip, Ifwksila viskoznog trenja

koja deluje na cilindar amortizera, Vv, relativna brzina klipa u odnosu na
amortizer, izraz za virtualni rad sila viskoznog trenja glasi

SA" =Fy 5T +Fy 51 =Fyy-0(RFy). (5.357)
Ocigledno je (vidi sl.34)

FF, =FF& |g=1, (5.358)
tako da se dobija relacija

5(RF,)=es(RF )+ F.F

5€, (5.359)

koja sa izrazom
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U, :é%(Fk F). (5.360)
i izrazima (8.59) i (8.60) dovodi do relacije
d —\ (——
=5 E(Fk F)s(FF,) (5.361)
pri ¢emu je uzeto u obzir da vazi
€-06=0. (5.362)
Posto je
d " o(FF,).
FF. 2q7 5.363
<! >;EW g (5.363)

ili (vidi (5.348))
d(FF) nﬁ_a(ﬁ)-ﬂ

, 5.364
dt SFRF oo’ q (5:364)
i analogno
—\ &FRF olRF
5(Fk':j)= =1 ( kaJ)O"OI“, (5.365)
—aFF g
izraz (5.361) dobija oblik
FF, oFF) ,FF oFF)
SAY = 8 L e (5.366)
Z_;‘ﬂz:‘ a9’ FF,  oq

iz koga se dobija izraz za trazenu generalisanu silu u obliku

n FF. olFF )FRF O\FF
Q,ZW:_ Z k2 J . ( kﬂj) kK, ( kal)qﬂ, (5.367)
= RF 0" RF  dq
ili (vidi (5.349) i (5.350))
y nTp —Tp +7 T
QW =-hY, — :

= ‘rc,—rckﬁ-—fk‘
J

5 (Taey ~Tpco + iy X F) — Lo ¥ 7 ) *

J
*(FCJ _Fck +fj _fk)(fa(j) - ”a(k) +§20{(]) ij _Qa(k) ka)qﬁ y
(5.368)
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5.8.9.4. Generalisane sile od sistema pogonskih sila (robotski sistem)

Relativno kretanje proizvoljnog segmenta (V,) u odnosu na segment (V; ;)
ostvaruje se pomocu pogonskih motora. Motor Kkoji ostvaruje kretanje
segmenta (V;) u odnosu na (V; ;) (vidi sl.35) deluje na (V;) pogonskom silom

P. (usludaju & =1), odnosno spregom Dﬁti pogonskih sila ¢iji je moment M;,
(u slucaju & =1). Takode, motor deluje na segment (V, ,) pogonskom silom

P’ odnosno spregom M, pogonskih sila &iji je moment M. Uzmimo da su za
pogonske sile P, i P/ napadne tacke O/ €(V,) i O, €(V, ,) respektivno. Osim
toga vazi relacija

P'=—P, M/ =-M;, i=12,..,n. (5.369)
Virtualni rad sprega sila 91, , koji deluje na kruto telo (V;) &iji moment je M;
izra¢unavamo kao virtualni rad sistema sila (lfil,lfiz) ¢ije su napadne tacke
A e (Vi) i B e (Vi) respektivno, pri ¢emu vazi

Foi =—Fi, Mi =My (P )=Mg (Ry). (5.370)
Pod gornjim uslovom, kao §to je poznato, bic¢e
oM, ~(Fys P ) (5.371)
Kao $to je receno, vazi
SAMN,) =SA(Fy) +SA(Fz), (5.372)
ili
SADN) =Ry - 5Ty + Fyi - 0T (5.373)

gde su F, i f3 vektori polozaja tacaka A i B; respektivno, u odnosu na

koordinatni pocetak O inercijalnog koordinatnog sistema Oxyz. Poslednja
relacija prema (5.370) dobija oblik

SAON) = Fy - 5(Fa —Tg), (5.374)
ili, kako je

S(F, —Ty )= 5(Bi—A), (5.375)
oblik

SAD) =Fy-5(BIA), (5.376)
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SAOR) = D" Ry - (Qq) x BiA)S”, (5.377)
a=1

§to dovodi do rezultata

n
SAON) =D M;-Q,;09%. (5.378)
a=
Vratimo se nadalje odredivanju virutalnog rada sistema pogonskih sila koje
deluju na sistem tela u obliku otvorenog kinematickog lanca bez grananja.
Ocigledno je

/O
} sl.35
SAP =Zn: SA(M; )+5A(M{)+5A(R )+5A(R), (5.379)
i=1

Sto prema (5.378) i (5.323) dovodi do

P Zl:(z{(m Dy + ML-D )}Sqa + le(ﬁ & B3
(5.380)

$to se moZe napisati i u obliku

A" = ii M; - (Qa(i) _ﬁa(i—l) )5(1“ + Zn: P, '5(F0; —To, ) (5.381)
a=1

a=1 i=1

Kako je
5Ty —Tou )= 5(§a§aqa ) (5.382)
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P, 5y, —To,)=P, -&,&,8°", (5.383)
jer je
P,-&, =0, (5.384)

sledi da (5.381) ima i slede¢u formu

Z(ZM ( Qi — Qg 1))"‘5 P -€ j&a (5.385)

a=1\_i=1

iz koje se dobija trazena generalisana sila u obliku
Qp _ZM ( a(l) a(l 1))+§ P e (5386)

Poznato je da vaZze relacije

éa(l) =0 Va<i,

B _ _ (5.387)
Qa(i) :é:aea Vo> I,

koje izraz (5.386), uzimajuéi u obzir da je Qa(i) =0, dovode na oblik
QP =(&M, +P,&,) €, a=12..n (5.388)

Primetimo da se do poslednje relacije dolazi direktno ako se sra¢una virtualni
rad sistema pogonskih sila koji deluje na RS pod uslovom da je virtualno
pomeranje RS odredeno na sledeci nacin:

39t =80 =...=309* 1,80 #0,8q*" =8q“*? =...=8q" =0. (5.389)

5.8.10. Kontravarijantni oblik diferencijalnih jednacina kretanja
osnovnog sistema tela

Pokazano je da koordinate osnovnog metrickog tenzora (vidi (5.292) i dalje)
predstavljaju koeficijente pozitivno definitne kvadratne forme. Iz tog razloga je
uvek ispunjena relacija

det[ a,; |0, (5.390)

Sto omogucuje da se pronade inverzna matrica matrice [a,,], tj. matrica

[aT=[a,,] " [a JeR™. (5.391)

Ocigledno je sada da vazi
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n N
> ara,, =38, (5.392)

gde je &% - Kronekerov delta simbol (87 =1V §=y, &) =0V 5=y).

Diferencijalne jednacine kretanja (RS) u kovarijantnom obliku (vidi (5.304) i
(5.305)):

Za 54D T 000 =Q,, 7=12,. (5.393)
a=1p=1
dovode do sledece relacije
n
Za”ﬁ{z%yq DN QJ >a®Q,, 1,6=12...n,  (5.394)
o y=1

a=1p=1

i(iayﬁaade“ + ii(iaﬁrm]q“qﬁ =Q°, (5.395)

| o a1\ 1
gde je
Q° = ia“‘QY : (5.396)
=}
Prema (5.392) izraz (5.395) dobija oblik
g +ZlBZ;, opddl = (5.397)

gde veli¢ine na levoj strani donje jednakosti
Top —ZaYS upy (5.398)

predstavljaju Kristofelove simbole druge vrste. Jednacine (8.100) nazivaju se

diferencijalnim jedna¢inama u kontravarijantnom obliku a veli¢ine a“? (vidi
(8.94)) nazivaju se kontravarijantnim koordinatama osnovnog metrickog

tenzora. Takode, Q° predstavljaju kontravirijantne koordinate generalisane
sile.

5.8.11. Princip idealnosti veza sistema tela

Ako u sistemu krutih tela u obliku otvorenog kinematickog lanca bez
grananja izdvojimo telo (segment) (V;), sistem reakcija veza (5.223) koji
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deluje na (V,), sa napadnim tackama (5.224) ima za glavni vektor i glavni

moment sratunat za centar inercije C; segmenta (V;), veli¢ine Rggy i MG rgy.

respektivno. Pretpostavimo da su veze izmedu segmenata idealne. Princip
idealnosti veza (bez obzira da li je u pitanju otvoreni kinematicki lanac ili neki
drugi model sistema tela) ima poznati oblik

Z(Z F_ék(i) ’ éﬁ((i)J =0, (5.399)

i=1 \ k=1

gde je F; = @k(i)vektor polozaja napadne tacke B, €(V;) reakcije veze

Rk(i) u odnosu na koordinatni pocetak inercijalnog koordinatnog sistema

Oxyz . Ponavljajué¢i razmatranje dato izrazima (5.323) - (5.326) dolazi se do
relacije
n

Reoy * ey = Z(ﬁk(i) Tew +Me, (ﬁk(i))' Qa(i))aq“ =0. (5.400)

a=1

Takode, analogno razmatranju datim izrazima (5.326) - (5.328) dobija se
(5.399) u obliku

n n

2 Z(ﬁR(i) Tay + Mg 'éa(i)) q° =0, (5.401)
i=z1| a=1 -

odnosnho
31 2 Rey Toty + My By ) 0 =0, (5.402)
a=1] i=1 -

gde su glavni vektor i glavni moment sistema reakcija veza (5.223) sracunat u
odnosu na centar inercije segment (V;), odredeni izrazima

3

Reiy = DR

1

k(i)

7\_
Il

m (5.403)
Mcr:iRa) = Z; Mc, (Rk(n)-

U slucaju RS u obliku otovrenog kinemati¢kog lanca bez grananja, sistem
generalisanih koordinata (qt,q?,...,q") je nezavisan. Posto vazi (vidi (5.399))

nm n
zzﬁ(i)k 0Tk = ZQL -09“ =0, (5.404)

i=1 k=1 a=1

gde je Q. generalisana sila od sistema reakcija veza
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m2 1) ) (Ri(l) ’ 2(1) " Iimn @ ))’
(5.405)

uporedivanjem (5.404) i (5.402) i uzimanjem u obzir da su varijacije
koordinata (q*,q?,...,q") nezavisne, dobijamo

Q. Z( Reqy - a(u)+M<r:R(.) qa(l)) 0, x=12,. (5.406)

Poslednja relacija predstavlja princip idealnosti veza (RS) u obliku otvorenog
kinematickog lanca (sl.35).

4>

((ﬁl(l)’ I§2(1)’ "h(l)) (Rl(l)’ 2(1)’

5.8.12. Zatvoreni kinematié¢ki lanac

Razmotrimo zatvoreni kinematicki lanac (sl.36) sa r krutih segmenata, [12]-
[17]. Relativno kretanje segmenta (V,,) u odnosu na segment (V, ;) odredeno

je koordinatom q® ¢&ija je pozitivna orijentacija definisana vektorom &, .
Izuzetak od ovog pravila u redosledu odnosi se na segment (V J.) - taj segment

vr§i relativno kretanje i u odnosu na segment (V,). Osa u odnosu na koju
segment (V;) vrsi translatorno (obrtno) kretanje u odnosu na (V,) orijentisana

je vektorom §€,,;. Deo mehanickog sistema koji se nalazi povezan u zatvoreni

kinematicki lanac orijentisan je kruznom strelicom (vidi sl.36) koja oznacava u
odnosu na koje kruto telo posmatrano telo vrsi relativno kretanje: U tom delu
mehanickog sistema prenosno kretanje vrsi prvo telo na koje se nailazi pri
kretanju od posmatranog tela u smeru suprotnom od smera pomenute kruzne
strelice.

S1.36
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Neka se posmatrani kinematicki lanac nalazi u referentnoj konfiguraciji.
Uocimo na telu (V,) tri tatke My, M, i M5 anatelu (V;) takode tri tacke

M/, M, i M}, pri Gemu vaZi (oznaka (0) odnosi se na referentnu
konfiguraciju) M) =M ), @=12,3,iosimtoga (vidisl.37)
‘c/hu

(/r /m/) = (/ ‘r + I/m)

S1.37

IV|1(0) = or+1(0)v
Mi0), Mo €(li1)g) (5.407)
M0y M20) € (If1) gy

gde je (l..,) osa zgloba koji povezuje (V;) i (V,), pri ¢emu je ocigledno da

vazi

(|r+1)(0) E( ;+1)(0) : (5.408)
Neka, osim toga, vazi i

M1(0)M3(0) 1 MypM 20)° (5.409)

Za ,,otvoren” lanac (konfiguracija u odsustvu zgloba I +1) uvodimo vektore

" ~ (5.410)
MM, =4, MM’;={q,
pri ¢emu je
|Bl=[d] =|p'[=|d]=1 P=6- (5.411)

U toj konfiguraciji bi¢e ocigledno ispunjeni uslovi (u prvoj fazi razmatranja
pretpostavicemo da segmenti (V)i (V,)mogu da zauzmu polozaj kao da
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zgloba r+1 nema, pa se, u drugoj fazi, postavljaju uslovi kojima prakti¢no
ponovo “zatvaramo” lanac — ovi uslovi bice iskazani jednacinama veza):

pLqd, p'Ld (5.412)
Takode vazi (; =OM[, F, =OM,,, a=123):

F=¢ (q...q'), =123, (5.413)

F,=r,(q"...q"), «=1,2,3. (5.414)

5.8.12.1. Slu¢aj kada segmente (V,) i (V;) povezuje prizmati¢ni zglob

Razmotrimo slu¢aj kada segmente (V,) i (V;) povezuje prizmaticni zglob.
Iz uslova koje namece pravolinijsko translatorno kretanje segmenta (V J.) u

odnosu na segment (V,) (dakle, lanac se ponovo “zatvara™)

£+ 6., = r,a=123, (5.415)
sledi
b - =0 —F=p=p, (5.416)
f—F=F-F=0=0. (5.417)
Imajudi u vidu da je
R=F+d+ Zr: Prac + &8 (5.418)
k=j+1

ili, prema prvoj relaciji u (5.415),

r
d+6,0™+ D Py +&46E0° =0, (5.419)
k=j+1

umesto (5.415) moguce je napisati sledeci skup relacija
p=p,
q=4q, (5.420)
r
> P + &80 +d +6, ;9" =0,
k=j+1

koje predstavljaju jednaine veza (uslova zatvaranja kinemati¢kog lanca) u
vektorskom obliku. Prve dve relacije u (5.420) povlade za sobom i ovu
oc¢iglednu posledicu

F=r, (5.421)
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F=pxq,r=pxq. (5.422)

Relacije (5.420) daju 9 skalarnih jednacina koje ne predstavljaju skup
nezavisnih jednacina. 1z prve relacije (5.420) sledi

(A [P} = {0}, (5.423)
odakle, uzimajuéi u obzir da vazi

{f’(r)}={ﬁ'(j)}={f’(0)}v (5.424)
dobijamo

LA J{Poy} ={Po - (5.425)

Potpuno analogno, iz druge jednaéine u (5.420) i (5.421) sledi, respektivno,
[Air J{do | ={do
[Air )i = {0 -

Prema (5.411) sledi
{Boy} =185}, (5.427)

aiz (5.425):

(Poy) LA ] 1P =1,
(o)) [Ar ] P}
(%) LA [{P@y}

gde je (vidi (5.422))

o) = P(o) * (o) - (5.429)

Na potpumo analogan nacin iz (5.426) dobijamo i
(Poy) [Ayr ]} =1,

(o)) [Asr ] {di0 f =0, (5.430)

(7)) [ Air {0} =0,

(5.426)

=0, (5.428)
-0,

(Poy) [Ajr ] oy =1,
(o)) [Ajr {0y} =0. (5.431)

(7o) [Air ] {0} =0,
Izrazi (5.428), (5.430) i (5.431) mogu da se napisu i u obliku
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(Poy) 100
(d)) LA+ J[{P@ {60y }i{Fey }]=[ 0 1 O, (5.432)
(fo) 001
ili
LA =0, (5.433)
gde je
(Po)) 100
[71=] (de) | [T =[] [1]=|0 1 0. (5.434)
(fo) 001
1z (5.433) neposredno sledi
(A ]=[1=[eadz =11, (5.435)
ili
aly @910 =0, 4, @, f=123, (5.436)

gde su a ;> (a,$=1,2,3) - elementi matrice [Ajr] a 5 - Kronekerovi
simboli za kO_]e vazi: 6, =1Va=p,6,=0Va=p. Prema osobini matrice
ortogonalnih transformacija sledi

Z(a ') =1 a=123,
(5.437)

3
r r r r
Z“i’laéz =0, /320’510‘53 =0, Za}};a;g =

odakle se zakljuCuje da je iz (5.436) moguce dobiti najviSe tri nezavisne
jednadine veza.

Drugi skup jednadina veza dobijamo iz poslednjeg izraza u (5.420), nakon
eliminacije koordinate q"*:

(o) S [A 1A + &6+ (dg){d} =0,

k=j+1

(o)) Zr: (A J{ P+ &a 6} + (1) ){d} =0.

k=j+1

(5.438)
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Nezavisne veze nalaze se, dakle, u relacijama (5.436) i (5.438) i ima ih najvise
pet.

Kinematicki oblik jednacina veza dobi¢emo diferenciranjem po vremenu izraza
(11.14). Iz prve dve relacije u (11.14) na taj nacin dobijamo

@rxp:@jxﬁ’!

o (5.439)
a)rxqza)jxq

ili
(& —@;)x p=0,
N f) E) (5.440)
(& —@;)xq=0.

Poslednje relacije dovode do ociglednog rezultata (koji se dobija direktno kada
se uzme u obzir da segmente (V,) i (V;) povezuje prizmati¢ni zglob):

(& —@;)=0, (5.441)
ili
]
> &4 =0, (5.442)
k=j+1

S$to se moze napisati u matri¢noj obliku

Z (A (&8 }a (5.443)

k=j+1
ili
: ik ik ik K
1, I I 3 —_
Z (1 &aqtap & +ags €3)d =0,
k=j+1
C ik ik ik K
D (@i e +ady e + adeg)d =0, (5.444)
k=j+1
: ik ik ik K
i, i, i, ko
Z (@31 &atasgy € +agsy €s3)4 =0,
k=j+1

gde je a - element matrice (A G- element matrice {€, I‘)}, a,$=1223.

Oc1gledno je da su jednacine veza (11.38) nezavisne ako je

rank[ {e{])}:{e(}}: .. {gV}] =3, (5.445)

a to ¢e biti ispunjeno ako su tri bilo koja vektora € (k= j+1..r)
nekomplanarna.
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Diferenciranjem po vremenu poslednjeg izraza u (5.420) dobijamo

r r
D188, <O P +EET ) +E,E, |7 +€ 16" =0, (5.446)

a=j+1 k=a

Sto se, uvodeci vektore

r
Sa(r) = Ea8u X (D P + &EA) +E,6, (5.447)

k=a
moze napisati u obliku
r
D Sy +6.,44"=0. (5.448)
a=j+l
Eliminacijom brzine ¢ iz (5.448) dobijamo dve skalarne jednadine

r

(dey) X {3 ae =0,

a=j+l
R (5.449)
(Foy) D {3y a =o0.

a=j+1

Nezavisne veze u kinematickom obliku nalaze se, dakle, u relacijama (5.444) i
(5.449) i ima ih najvise pet.

Napomena. Do relacije (5.436) moze da se dode i slede¢im razmatranjem.
Odaberimo tatku M, tako da vazi M, &(l ;). UzeCemo da i dalje vazi

r+l
M) =My - T u ovom sluéaju je M;M, =g, pri ¢emu je intenzitet vektora

g proizvoljan. Takode, i u ovom slucaju vazi

(A ") ={aV}. (5.450)

r+l1

Uzimaju¢i u obzir da koordinata ( odreduje kretanje segmenta (V j) u

odnosu na segment (V, ) sledi

{dO}=[A.H{dV}, (5.451)
ili, s obzirom na vrstu zgloba r+1:

@ =0y, (5.452)
kona¢no sledi

(A 1@} ={d"}. (5.453)

§to, s obzirom na proizvoljnost izbora vektora § ponovo dovodi do (5.437).
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5.8.12.2. Slu¢aj kada segmente (V,) i (V;) povezuje cilindri¢ni zglob

Razmotrimo slucaj kada kruta tela (V,) i (V;) povezuje cilindriéni zglob.

Iz uslova koje namece obrtanje krutog tela (V;) u odnosu na kruto telo
(V, ) dobijamo

(-

rh=r, (5.454)

A =1,
gde je

AG =6, x (6, xG)(1—cosq ™) +¢€, , xqsing ™. (5.455)
1z (5.454) sledi

A=t

HL-h=0-r, (5.456)

B-R+AR =11,
ili (vidi sl.36)

p=p,

q+€ 1% (6,1 x0)(A-cosq

Imajudi u vidu da je

(5.457)

I’+1) + ér+]_ - qSin ql’+1 — q!.

r
L+d+ D P+ 4604 =7, (5.458)
k=j+1

prema prvoj relaciji u (5.456) dobija se
r
d+ > Bu+&&&a" =0. (5.459)

Drugi izraz u (5.457), s obzirom na prvi izraz u (5.457) dobija oblik
)+ xsing™ |= p'xd’,  (5.460)

px| G-+ €1 % (6,1 X)L Cosq" ™

r+l

F+€.4x(6,xF)(1—cosq™)+6.,, xFsing™ =, (5.461)

pri ¢emu treba imati u vidu da je €., = p. Sobzirom na ovu relaciju i
relacije (5.457) i (5.458), sledi
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r+l1

)+ pxgsing™ =4,
)+ pxrsing™t=r

pxg)(L—cosq
|6 r)(L-cosq

r+1
D B +&&d* +d =0.
k=j+1
Prva tri izraza u (5.462) u matri¢noj formi glase
(A o} =17},
GRS A
FO) (A Q0
gde je uzeto u obzir da vazi
{q(f)} _ {q'(i)},
{F(f)} :{r'(j)}’
i gde je
[A-a=[1]+[ply ] [pfy] cosa™ +[pfy Jina"™
Uzimajuéi u obzir da vazi
(P} ={p} ={B )
*'(J) [A ] */(f) (J)} {q(O)}’
a/(l) [A ] */(f) f(J) {f(O)}

sledi da prva tri izraza u (5.462) mozemo da dovedemo na oblik

[Aj’ru]{%)} ={d
[Ajra Ko} =10

il
(A ] 1B} ={Bo}
(A ] o} =[ A i
(AT {fo ) =[Aulifo)-

Uzimajuéi u obzir da vazi

(5.462)

(5.463)

(5.464)

(5.465)

(5.466)

(5.467)

(5.468)
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[AalPoy} ={Po} . (5.469)
relacije (5.468) mogu da se napiSu u obliku

[AJ,FJT [{ Po) }E{CT(O) }E{F(O) }] :I:A'+1:||:{ Po) }E{q(o)}f{r(o) }] , (5.470)
ili (vidi (5.435))

(A ] T (AT (5.471)

odakle se, uzimajuéi u obzir da [y] predstavlja matricu ortogonalnih
transformacija, lako dobija relacija

LA ]=[1], (5.472)
gde je
100
[1]=|0 1 0. (5.473)
001

Otuda, dolazimo do zakljucka da u skupu od devet veza (5.472) najvise tri su
nezavisne. Lako se pokazuje da bar u jednoj od te tri veze figuriSe koordinata

q"*. Isklju¢ivanjem te koordinate iz tih veza ili isklju¢ivanjem veze u kojoj

figuriSe ta koordinata (ako figuriSe u samo jednoj vezi) ostaju dve veze kao
moguce nezavisne.

Oblik veza pogodan za eliminaciju koordinate q"** dobija se narednim

razmatranjem. Matri¢na relacija (5.471) pomnozena sa leve strane matricom
[7] daje izraz

AT DT =A0T (5.474)

koji dovodi do slede¢ih relacija
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e (5.475)
o)) A | ()} =sing™
ﬁ(o))[ALJT {fo} =0,
o) )[Air | (o)) =—sing"™

(F(o))[Aj,r]T {Foy} =cosg™.
Ako uvedemo slede¢u matricu ortogonalnih transformacija
[PI=0A] [T (5.476)
gde je
& o5 oY
[D]=|6%" ok ok | o)y =6k (@™ .a"), . p=123  (5477)
5 Op O
relacije (5.465) dobijaju oblik
s @..a)=1
85 (@,...a") =0,

52jir (qj+1 ..... qr):(),
5% (@,...q") =cosq™, (5.478)
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U skupu od devet veza (5.478) najviSe tri su nezavisne. Pokazuje da bar u
jednoj od te tri veze figurise koordinata q"**. Isklju¢ivanjem te koordinate,
kako je ve¢ receno, iz tih veza ili iskljuCivanjem veze u kojoj figuriSe ta
koordinata (ako figuriSe u samo jednoj vezi) ostaju dve veze kao moguce
nezavisne.

Dalje, iz poslednje relacije u (5.463) dobijaju se kao moguée nezavisne veze
slededi izrazi

(Poy) Zr: [Aix 1A% + &a e} + (B Hd}=0,

k=j+1

(doy) 2 [Ajk J{AE + & e} +(doy {d}=0, (5.479)
k

=j+l

(To) Zr: [ A (AR + &0 e} + (1) {d}=0.

k=j+1

Na taj nac¢in skup nezavisnih veza nalazi se u (5.478) i (5.479) a ima ih najvise
pet.

4) Kinematicki oblik jednacina veza dobice se diferenciranjem prve i Cetvrte
relacije u (11.56) po vremenu (umesto prve relacija u (5.462) moze da se
iskoristi ili druga ili tréa relacija). Diferenciranjem prve relacije u (11.56)
dobija se

& x p=a;xp’ (5.480)
ili

(o —@j)xp'=0 (5.481)
odakle je

& —@; = AP’ (5.482)
tj.

]
> 4 =Ap', (5.483)
k=j+1

sto dovodi do relacija

(90)) Zr: (A ]{8}d" =0,

k=j+1

(F(o)) i (A {886 =o0.

k=j+1

(5.484)
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AKo razlozimo vektore €, (k= j+1,...,r) na komponentu €,  upravne na €., i
komponentu «p kolinearnusa p’ (p=p’), gde je

€ =(0"-6)q +(r-&)r, u=(p"-&), (5.485)
izraz (5.483) mozemo da napisemo u obliku u kome je eliminisana generalisana
brzina ¢":

> €4“=0, (5.486)

odakle sledi da ¢e (5.483) biti nezavisne ako su ma koja dva vektora
€, (k=j+1...r) nekolinearna.

Diferenciranjem cetvrtog izraza u (5.462) po vremenu dobijamo (vidi
slucaj prizmati¢nog zgloba)

> l:‘/:?aéa X{z Pk + G A" ] + §aéa]qa =0, (5.487)

a=j+1 k=a
ili (vidi i (5.447))

r

D> Sund” =0, (5.488)

a=j+l
odakle sledi da ¢e sledece tri skalarne jednacine koje se dobijaju iz (5.488) biti
nezavisne ako su tri bilo koja vektora 3a(r) (= j+1...r) nekomplanarna.
Relacija (5.488) moZe da se napise i u skalarnom obliku

a=j+1
(G)) Zl {3 4 =0, (5.489)
a=j+
r
(Top) Z {S&(r)}qa =0
a=j+l

Dakle, skup jednacina veza dat je relacijama (5.484) i (5.489) a nezavisnih
ima najvise pet.

5.8.13. Diferencijalne jednacina kretanja zatvorenog kinemati¢kog lanca

Razmotrimo viSestruko zatvoren kinematicki lanac sa n segmenata.
notvaranjem™ lanca (rastavljanjem po zglobovima) na Kk mesta dobijamo
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kinematicki lanac sa strukturom topoloskog drveta sa m stepeni slobode
kretanja pri cemu je

m=n-I,l<n, | <5k, (5.490)
Veze nastale iz uslova ,,otvaranja‘“ lanca imaju oblik

fV(q',....q") =0, v=1,...,1 (5.491)
i nezavisne su, tj. vazi

rank[of " /89” ]=1, @ =1,...,n (5.492)

Pretpostavimo da smo, primenjujuéi postupak koji se odnosi na otvorene
kinematicke lance sa strukturom topoloskog drveta, formirali osnovni metricki
tenzor

3,5 =a,5(0",...0"), &, f=1,..,0 (5.493)
i odredili generalisane sile
Q, =Q,(d",...a"), @=1,...n (5.494)

ne vode¢i racuna o jednacinama veza (5.491). Koris¢enjem Lagranz-
Dalamberovog principa u generalisanim koordinatama

Zn:(ia—T—a—T—Qa]c?qa =0 (5.495)

gde je kineticka energija razmatranog sistema data u obliku

n n

T zézzaaﬂqaqﬁ , (5.496)

a=14=1

i gde su &q“izohrone varijacije generalisanih koordinata &9',...,%". Sa
kovarijantnim oblikom izraza u zagradi relacija (5.495) dobija oblik

n n n n
Z[Zaaﬁdﬁ +2. 2 T b0 —QaJ&J“ =0. (5.497)

a=1\ p=1 y=1p4=1

Varirajmo, nadalje, veze (5.491). Dobijamo

n 14
> afa 5q% =0, (5.498)
a=1 8q
ili, nakon mnoZenja skalarnim funkcijama A, = A4 (t),
n 6f 14
59 =0. 5.499
Zﬂﬂv o (5.499)
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Sabiranjem poslednjeg izraza sa (5.497) dobijamo

z[z%ﬁq S0, A

=1\ p=1 y=1p=1

J =0 (5.500)

b=1

Z[zabﬁqﬂJrzzrﬁybq q’ _Qb+/1v J
-1 —15-1

(5.501)

' Z (Zaﬂﬁqﬁ+zzrﬂ7pqﬂqy Q +)‘V ]5qp 0.
p=1 =14=1

p=m+1

Kako je ispunjen uslov (5.492) sledi da iz (5.499) moZemo da odredimo |
zavisnih varijacija generalisaninh koordinata kao linearnu kombinaciju m
nezavisnih varijacija generalisanih koordinata. Ne umanjujuéi opstost

razmatranja smatracemo da su nezavisne varijacije éql,...,éiqm a zavisne
aqm*l,...,aq“ (ako to nije ispunjeno uvek se moze pribeéi prenumeraciji
koordinata do ispunjenja toga uslova). Odaberimo sada skalarne funkcije
A, =4, (t) tako da vazi ( p=m+1,...,n)

Zapﬂq +ZZquﬂq -

y=1p=1

0, (5.502)

§to je moguce uciniti jer je det[of ¥ /6q”] = 0. Odatle se dobija
A = Z 24 Zapﬂq +ZZF,WQ q" - (5.503)
p=m+1 y=1p=1

gde je [@”] inverzna matrica matrice [of"/0g”]. Na taj nacin u (5.500)
ostaje

z[z%ﬁqhzzW ¢ a3

b=\ g=1 y=1p=1

} 5q° =0 (5.504)

odakle, zbog nezavisnosti " sledi

Zabﬁqﬂ + erﬂy bqﬂq -Q

y=1p=1

Poslednje jednacine, zajedno sa (5.502) dovode do Lagranzevih jednadina sa
mnoziteljima veza u obliku ([6])

0,b=1..m. (5.505)
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n n n | v
Daif +> 3Ty 070 -Q, + ) afa =0,a=1..,n, (5.506)
51 =151 Y
koje sa (5.491) sacinjavaju potpun skup diferencijalnih i algebarskih jedna¢ina
za odredivanje nepoznatih funkcija q“ =q“(t) i 4, =4, (t). O odredivanju
generalisanih sila i koordinata metrickog tenzora bilo je ranije reci.

5.8.14. Kinemati¢ki lanac sa grananjem

Da bi se proces formiranja diferencijalnih jednac¢ina kretanja sistema tela
automatizovao potrebno je, posle “otvaranja” zatvorenih delova kinematickog
lanca i formiranja strukture topoloskog drveta, da se izvrSi numeracija
segmenata kinematickog lanca na slede¢i nacin. Najpre se ustanovi, polaze¢i od
segmenta koji vr$i pravolinijsku translaciju ili rotaciju u odnosu na nepomi¢no
postolje, niz segmenata koji ¢e formirati “stablo” topoloskog drveta. Posle toga
se formiraju “prve grane” topoloskog drveta, polaze¢i od segmenata koji su
zglobom vezani za segmente stabla. Zatim se formiraju “druge grane”, polazeci
od segmenata vezanih za “prve grane” stabla. Postupak se nastavlja dalje, u
zavisnosti od slozenosti sistema tela formiranjem “tre¢ih grana”, itd.

Numeracija segmenata po¢inje od segmenta (V;) zglobom vezanim za postolje

i to na takav nacin da je indeks kojim je numerisan bilo koji segment, na putu
od (V;) prema vrhu “stabla” ili “grane”, veci od indeksa segmenta koji mu

prethodi na tom putu.

Razmotrimo deo otvorenog kinematickog lanca sa strukturom topoloskog
drveta (vidi sl.38). Kao §to je ve¢ receno, kruto telo koje se nalazi u podnozju
stabla i vezano je cilindri¢nim (prizmati¢nim) zglobom za nepomicno postolje

oznafeno je sa (Vl) i njemu pripada koordinatni poc¢etak O inercijalnog
koordinatnog sistema Oxyz. Ustanovimo direktan put (l;) izmedju tela (V,) i
tela (Vq2). Taj put prolazi samo jednom kroz tela koja se na njemu nalaze.
Kako je reCeno, indeksi tela na tom putu su u rastu¢em poretku:
V), (Vo) (V) (V). V), (V) - Dalje, ustanovimo direktan put (1,)
izmedju tela (Vl) i tela (qu). Taj put, takode, prolazi samo jednom kroz tela
koja se na njemu nalaze. Indeksi tela na tom putu su, takode, u rastu¢em
poretku:  (V;), (V5),-s V), (V) (Vp,0)s s (Vg ). Ponavljajuéi taj postupak
dolazimo do direktnog puta (l;) izmedju tela (V) i tela (Vqs)' Indeksi tela na

tom putu su u rastu¢em poretku: (V;),(V,),...,(V;),(V, ), (V, 1), (Vg ). Na

’ Preuzeto iz [35], iz dela monografije koji je napisao V. Covié.
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telu (V;), na kome se visi grananje kinematickog lanca (to jest, to telo je
zglobovima vezano za vise od dva tela) definisani su vektori polozaja
koji odreduju vektor poloZzaja p ;j na slede¢i nacin ( ,5”- - vektor polozaja koji
figuriSe u izrazu za vektor polozaja centra inercije segmenta (V;)):

Pii = Pjp, ako (V;) e (),

Pii = Pjp, ako (Vi) e(ly),

.................................... (5.508)

Pii = Pjp, ako (V;) (),
pri ¢emu je numeracija izvedena tako da vazi
J<PL<th<Py<Qy<..<Pg<0. (5.509)
Indeks i koji figurise u (5.508) odnosi se natelo (V,) (tj. naputod (V,) do
Vi)).

S1.38

Izlozeni postupak ilustrujmo slede¢im primerom. Neka je sistem tela dat u
obliku zatvorenog kinematickog lanca koji sacinjava skup od 22 segemenata,
slika 11.4. Pretvorimo posmatrani lanac prekidanjem na mestima a-a ,b-b i c-c,
(vidi s1.39) u lanac sa strukturom topoloskog drveta (sl.40). Uvedimo matrice

{ngy}eR™, 1=12..,22 (5.510)
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na slede¢i nacin. Element matrice 7, jednak je jedinici ako se na direktnom
putu od segmenta (V,) do segmenta (V,) nalazi segement (V,). Ukoliko se

(V,) ne nalazi na tom putu pomenuti element bi¢e jednak nuli. Sve pomenute
matrice su Sematski prikazane u tabeli 2

X
-

S1.39
Vektor polozaja centra inercije C, proizvoljnog segmenta dat je izrazom

i
OC; =F = 1) (ﬁkk +§kéqu)+/3i- (5.511)
kL
odakle je

i
. _ - T - _
To(i) = Ma(i)Saa * Zﬂk(i) (pkk +Sk€&d )+,0i +a()5aa YA <H,

k=a
-I:a(i) =0 Va>Ii.
(5.512)
Takodje, u slucaju vektora 7,, ¢iji su pocetak i kraj vezani za segment (Vi ),
vazice
0t - . .
P (; :na(i)gaea X T Va<i,
aqﬁ (5.513)
g Va>i.
oq”
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Sledi da su koeficijenti metri¢kog tenzora odredeni izrazom (vidi (5.293))
n

(i) = Zmi ( fa(i) ){fﬁ(i) f+ Z(Ua(i) éo:(i) ) [JCi ]{"ﬁ(i) éﬁ(i) j, (5.514)
i=1 i=1

a Kristofelovi simboli prve vrste (vidi (5.159) i (5.312)):

n _ — —
Ty = 2 Milay&a (667 < Ty TSQ) )+

nzl (5.515)

O® o) O
+ 2 a7y ( Qo ) [T Qay -
i=1

Matrica transformacije koordinata iz koordinatnog sistema C,&7.4,, vezanog
za segment (V,), u inercijalni koordinatni sistem Oxyz ima oblik:

[Ao,i]=f_[ (AL (5.516)
gde je
[AC=[+ e ([elf ](1— cosqX ) +[ef Jsing" ) , (5.517)

Koordinate kovarijantnog metritckog tenzora a,, nalaze se standardnim
postupkom, a u slucaju da se segment (V,;) ne nalazi na putu od (\/@) do
(V1) pokazuje se da vazi a,,=0. Sli¢no, za Kristofelove simbole prve vrste
Faﬂyy’
(V1) ne nalazi bar jedan od dva segmenta sa preostalim indeksima, pokazuje se

davazi T,;, =0.

u sludaju da se na putu od segmenta sa indeksom a8y do segmenta

Ako je u pitanju kinematicki lanac sa strukturom topoloSkog drveta, nastao
»otvaranjem* zatvorenog kinemarickog lanca, koeficijenti metrickog tenzora i
Kristofelovi simboli formiraju se postupkom koji je ovde prikazan. Medutim,
diferencijalne jednacine formiraju se u obliku (5.506), kako je ve¢ receno u
prethodnom paragrafu.
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9 (10 |11 |12 |13 (14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22
0
0
0
0
1
1
1

1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 0 [0
1 1 0 [0
1 1 0 [0
1 1 0 [0
1 1 0 [0
1 10 [0 [0 [0
O 0 [0 0o 0 [0
1 1 1 1
1 1 1 1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

O 0 00|00

3|/4|51|6 |78

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
il
il
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b= = [ S S T = T O = T = I = I = I =Y I =
tabela 2

Primetimo da formiranje diferencijalnih jednacina kretanja, na primer,
robotskih sistema u simbolic¢koj formi danas predstavlja gotovo rutinski posao
zahvaljuji¢i velikom broju poznatih programa iz oblasti matematike kao i
izvanrednim performansama personalnih racunara. Uzimajuci u obzir ¢injenicu
da na robotske sisteme deluju uglavnom sile pogona i sile zemljine teze, u
sluaju da je mehanicki model robotskog sistema dat u obliku otvorenog
kinematickog lanca, ocigledno je da je za iznalaZzenje pomenutih jednacina
dovoljno da se odredi metricki tenzor toga robotskog sistema.
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