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Задатак 1 Нека jе кретање тела задато следећим jедначинама:

x1 = X1et +X3

(
et − 1

)
x2 = X2 +X3

(
et − e−t

)
x3 = X3

а) Одредити путању делића коjи jе у почетном положаjу имао ко-
ординате (1,2,1).

б) Одредити поље померања.

Решење:

а)

~X =

X1

X2

X3

 =

1
2
1


x1 = et + et − 1 = 2et − 1 ⇒ et =

1

2
(x1 + 1)

x2 = 2 + et − e−t ⇒ x2 = 2 +
1

2
(x1 + 1)− 2

x1 + 1

x3 = 1

Путања делића коjи jе у почетном положаjу имао координате (1,2,1)
лежи у равни x1x2 коjа сече осу x3 у тачки 1.

б)

~u = ~x− ~X

~u =

u1u2
u3

 , ~x =

x1x2
x3

 , ~X =

X1

X2

X3


u1 = x1 −X1 = X1et +X3

(
et − 1

)
−X1 = X1

(
et − 1

)
+X3

(
et − 1

)
u1 =

(
et − 1

)
(X1 +X3)

u2 = x2 −X2 = X2 +X3

(
et − e−t

)
−X2 ⇒ u2 = X3

(
et − e−t

)
u3 = x3 −X3 = X3 −X3 ⇒ u3 = 0
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Задатак 2 Деформациjа jе задата са:

~x = (3, 5 +X1 + 0, 5X2)~e1 + (4 +X2)~e2 +X3~e3

Одредити вектор померања и градиjент деформациjе.

Решење:

Вектор померања jе:

~u = ~x− ~X = [(3, 5 +X1 + 0, 5X2)−X1]~e1+[(4 +X2)−X2]~e2+[X3 −X3]~e3

~u = (3, 5 + 0, 5X2)~e1 + 4~e2

Градиjент деформациjе jе:

F = [Fij] =

[
∂xi
∂Xj

]
=

1 0, 5 0
0 1 0
0 0 1


Уколико се задатa jедначинa запишe у матричном облику:x1x2

x3

 =

1 0, 5 0
0 1 0
0 0 1

X1

X2

X3

+

3, 5
4
0


може се уочити градиjент деформациjе - диференцирањем ове матричне
jедначине, добиjа се d~x = Fd ~X.

Задатак 3 За хомогену деформациjу одређену са:

x1 = αX1 + βX2

x2 = −βX1 + αX2

x3 = µX3

где су α, β и µ константне, одредити градиjент деформациjе F и Коши-
Гринов тензор деформациjе C.

Решење:

F = [Fij] =

[
∂xi
∂Xj

]
=

 α β 0
−β α 0
0 0 µ


C = FTF =

α −β 0
β α 0
0 0 µ

 α β 0
−β α 0
0 0 µ

 =

α2 + β2 0 0
0 α2 + β2 0
0 0 µ2


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Задатак 4 Посматра се деформациjа jединичног кубног делића неког
тела, приказаног на Сл. 1. Дата jе деформациjа на смицање описана
следећим jедначинама:

x1 = X1

x2 = X2 + kX3

x3 = X3 + kX2

где jе k константа. Одредити деформациjу странице ABGH датог кубног
делића, и одредити ||d~x||2 − ||d ~X||2 за диjагонале AG, BH и OG.

Слика 1

Решење:

Деформациjу странице ABGH можемо одредити уколико нађемо
нови положаj сваке од тачака. Почетни положаjи су:

A (X1A, X2A, X3A) ⇒ A (dL, 0, 0)

B (dL, dL, 0)

G (dL, dL, dL)

H (dL, 0, dL)

Нови положаj тачке А jе:

x1A = X1A = dL

x2A = X2A + kX3A = 0
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x3A = X3A + kX2A = 0

Тj.
a (x1A, x2A, x3A) ⇒ a (dL, 0, 0)

Аналогно томе:
b (dL, dL, kdL)

g (dL, (1 + k)dL, (1 + k)dL)

h (dL, kdL, dL)

Деформисани облик странице ABGH приказан jе на Сл. 2

Слика 2

С обзиром на то да jе:

||d~x||2 − ||d ~X||2 = d ~X · 2E · d ~X

где jе E Грин-СенВенанов тензор деформациjе одређен преко Коши-
Гриновог тензора деформациjе:

2E = C− I, C = FTF

Дакле, потребно jе одредити градиjент деформациjе:

F =

1 0 0
0 1 k
0 k 1


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Затим Коши-Гринов тензор деформациjе:

C =

1 0 0
0 1 + k2 2k
0 2k 1 + k2


Тада jе Грин-СенВенанов тензор деформациjе:

2E =

0 0 0
0 k2 2k
0 2k k2


Коначно, за диjагоналу AG :

d ~X =

X1G −X1A

X2G −X2A

X3G −X3A

⇒ d ~X =

 0
dL
dL



||d~x||2AG − ||d ~X||2AG = (0, dL, dL)

0 0 0
0 k2 2k
0 2k k2

 0
dL
dL


||d~x||2AG − ||d ~X||2AG = 2k(2 + k) (dL)2

BH

d ~X =

X1H −X1B

X2H −X2B

X3H −X3B

⇒ d ~X =

 0
−dL
dL


||d~x||2BH − ||d ~X||2BH = (0,−dL, dL)

0 0 0
0 k2 2k
0 2k k2

 0
−dL
dL


||d~x||2BH − ||d ~X||2BH = 2k(k − 2) (dL)2

OG

d ~X =

X1G −X1O

X2G −X2O

X3G −X3O

⇒ d ~X =

dL
dL
dL


||d~x||2BH − ||d ~X||2BH = (dL, dL, dL)

0 0 0
0 k2 2k
0 2k k2

dL
dL
dL


||d~x||2OG − ||d ~X||2OG = 4k(k + 1) (dL)2
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Задатак 5 Хомогена деформациjа jе дата следећим jедначинама:

x1 = X1 −X2 +X3

x2 = X2 −X3 +X1

x3 = X3 −X1 +X2

Одредити:
а) издужење αn1 у правцу коjи jе дефинисан jединичном нормалом

~n1 =
~i+~j√

2
,

б) угао θ12 у деформисаноj конфигурациjи елемената коjи су у почет-
ноj конфигурациjи заузимали правце одређене jединичним нормалама
~n1 =

~i+~j√
2

и ~n2 = ~j. За колико се угао између елемената променио?
в) промену запремине.

Решење:

а)
С обзиром на то да важи:

α2
1 =
||d~x1||2

||d ~X1||2
=

d~x1 · d~x1
d ~X1 · d ~X1

=
F · d ~X1 · F · d ~X1

||d ~X1||2
=

d ~X1 · FT · F · d ~X1

||d ~X1||2

α2
1 =

d ~X1 ·C · d ~X1

||d ~X1||2
= ~n1 ·C · ~n1

где jе C Коши-Гринов тензор деформациjе, а jединични вектор нормале:

~n1 =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)
Потребно jе израчунати градиjент деформациjе:

F =

 1 −1 1
1 1 −1
−1 1 1


Затим:

C =

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3


Дакле:

α2
1 =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

) 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

 1√
2
1√
2

0

 = 2
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α1 =
√
2

б)
Почетни угао између елемената може се одредити уз помоћ jединич-

них нормала њихових праваца, на следећи начин:

~n1 · ~n2 = 1 · 1 · cos θ0 = n1xn2x + n1yn2y =
1√
2
· 0 + 1√

2
· 1 =

1√
2

θ0 = arccos
1√
2
= 45◦

Слика 3

Аналогно томе, може се одредити угао између елемената у дефор-
мисаноj конфигурациjи:

d~x1 · d~x2 = ||d~x1|| · ||d~x2|| cos θ ⇒ cos θ =
d~x1 · d~x2

||d~x1|| · ||d~x2||

Тj.

cos θ =
~n1 ·C · ~n2

α1α2

Издужење другог елемента jе:

α2
2 = ~n2 ·C · ~n2

С обзиром на то да jе нормала коjа одређуjе његов правац простирања
~n2 = (0, 1, 0), следи:

α2
2 = (0, 1, 0)

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

0
1
0

 = 3
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α2 =
√
3

Дакле:

cos θ =
1√
2
√
3

(
1√
2
,
1√
2
, 0

) 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

0
1
0

 =

√
3

3

θ = arccos
√
3

3
= 54, 7◦

Угао се променио за 54, 7◦ − 45◦ = 9, 7◦.
в)
Промена запремине jе:

dv
dV

= detF =
√
detC =

√
16 = 4
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Додатак
Праћење деформациjе

Уколико jе почетни положаj неке тачке одређен вектором ~X, њен
нови положаj ~x jе у општем случаjу функциjа почетног положаjа и вре-
мена:

~x
(
~X, t
)
= χ

(
~X, t
)

У случаjу када постоjи инверзна трансформациjа, важи:

~X (~x, t) = χ−1

Функциjа померања

Померање неке тачке може се одредити као разлика између њеног
тренутног и почетног положаjа. Уколико се тренутни положаj одреди
преко почетног, функциjа померања ће зависити од почетног положаjа:

~u( ~X, t) = ~x( ~X, t)− ~X

Уколико се нађе инверзна трансформациjа функциjе деформаисања, по-
мерање се може изразити у функциjи тренутног положаjа:

~u(~x, t) = ~x− χ−1

Градиjент деформациjе

Градиjент деформациjе представља везу између линеарног дифе-
ренциjалног елемента d ~X пре деформациjе и елемента d~x након дефор-
мациjе:

d~x = Fd ~X

Тj.

F = [Fij] =

[
∂xi
∂Xj

]
=

 ∂x1

∂X1

∂x1

∂X2

∂x1

∂X3
∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3


Коши-Гринов тензор деформациjе

Коши-Гринов тензор деформациjе jе дефинисан на следећи начин:

C = FTF
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Издужење делића

α2 =
||d~x||2

||d ~X||2
=

d~x · d~x
d ~X · d ~X

=
F · d ~X · F · d ~X
||d ~X||2

=
d ~X · FT · F · d ~X

||d ~X||2

α2 =
d ~X ·C · d ~X
||d ~X||2

= ~n ·C · ~n

Релативна деформациjа

||d~x||2 − ||d ~X||2

||d ~X||2
=
||d~x||2

||d ~X||2
− 1 = α2 − 1 = (C− I)~n · ~n = 2E~n

где jе I jединични тензор, а E Грин-СенВенанов тензор деформациjе:

C− I = 2E

Такође, може се показати да важи:

||d~x||2 − ||d ~X||2 = d ~X · 2E · d ~X

Угао смицања

Угао између два линеарна диференциjална елемента jе може се одре-
дити на следећи начин:

d~x1 · d~x2 = ||d~x1|| · ||d~x2|| cos θ ⇒ cos θ =
d~x1 · d~x2

||d~x1|| · ||d~x2||
Тj.

cos θ =
~n1 ·C · ~n2

α1α2

Промена запремине

Уколико jе почетна запремина одређена са:

dV = dX · (dY × dZ)

А тренутна као:
dv = dx · (dy × dz)

Промена запремине jе:

dv
dV

=
dx · (dy × dz)

dX · (dY × dZ)
=

FdX · (FdY × FdZ)
dX · (dY × dZ)

= detF

где detF представља брзину промене запремине услед деформисања.
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