BUOMEXAHUKA TKMBA U JEKMIA 6
OPI'AHA ™

[Ipogh. Op. Muxauno Jlazapesuh

OcHoBHH MojMOBH MexaHMKe KOHTHHYYMa

MexaHuKka KOHTHHYyMa je JI€0 MEXaHWKe KOjuU H3ydaBa
nedopmabuinHa Tenma, Tj, Tela KOA KOjUX ce, y OIIITeM CIy4ajy,
pacrojama u3Mel)y dectuiia Tena Memajy; oHa U3ydasa JedoMpanujy,
HAIOHCKO CTame M TeUCHE PealHUX Tella, Tj. YBPCTUX Tela TeYHOCTH
u racoBa. OCHOGHA NPemMNnocmagka 00 Koje ce NoAa3u y Mexanuyu
KOHMUHYYMA je 0a je mamepuja HenpekuoHo pachopehena y meny.
Kako cy peanna Tema, ca (pU3MYKOr CTAHOBHWINITA, KOPCIYKYJapHE
MpUpOJIe TO MeXaHWKa KOHTHHyyMa HE H3ydyaBa peajHa Tela
HETOCPEIHO, HEr0 HBUXOBE MOjeNe, KojuMa ce mpunucyjy oapehena
¢m3uyKa CBOjcTBAa peanHuX Tena. IIpeTrocTaBka O HEMPEKHIHOM
pacriopeny Matepuje y Tely YHHH Ca TEOPHjCKOT CTAaHOBHIITA
MEXaHUKY KOHTHHYyMa TEOPHjOM I0Jba, y CMHCIY Ja Cy BEIHYHHE
KOje KapaKTepHIly Tello HeMpeKuaHe QpyHKIHje MoiokKaja 1 BpeMeHa.
[Mospa Mory OuTH moMepame, IyCTUHA, CHIIa, CHepruja UTA., OMHOCHO
Yy MEXaHHIIM KOHTHHYyMa IOCTOjJH O/roBapajyhu jesuk nzpaxaBama a
TO je TEH30pCKU pauyH. Y HajBeheM ey MexXaHuke KOHTHHYyMa,
TIOpex HenpekuoHocmu YBOAE CE jOII JIBE NOAATHE IPETIOCTABKE O
MPUPOIH MAaTEPHjaIa: XOMOSEHOCH U U3OMPONHOCHI.

JacHo je nma cy oBe Tpu mpermnoctaBke Mel)ycoOHO He3aBUCHE.

3a marepujall KaXeMo Ja je XOMoeeH aKo TMOoceyje HWICHTHYKE
ocoOuHe y CBUM decTHIaMa TOT MaTepujana. AKO MaTepHjajl HUje
XOMOTEH OHJIa Ka)KeMO JIa je Hexomozen. MatepHjai je uzomponan y

OJJHOCY Ha HEKy CBOjy OCOOHMHY aKoO je OHa MICTa Yy CBUM IIPaBIUMA, y
CYMPOTHOM Ka)KEMO J1a j& MaTepUjal aHU30MPONAH.

Teopuja mexanuxe KOHMUHYYMA ce MOJiCe NOOETUMU HA MPU OeNd:

a) Onwmu npunyunu

0) Koncmumymuene jeonauune

y) Cneyujanne meopuje

OnumTy MPUHIUNKA Cy TPUMEHJBUBH Ha CBE BPCTE HEMPEKUIHHUX
cpemuHa. To Cy ONIITH 3aKOHH OJIp)Kama M OajlaHCca MOjeIUHUX
(I3UYKIX BEMMYMHA KOJU BaXKe 3a CBA TeJla. TH 3aKOHH CY:

al) 3aKkoH oIpxKamy Mace,

a2) OamaHC KOJMYHHE KpeTama

a3) OajaHC MOMEHTa KOJIMYHHE KpeTama

a4) TIpBU 3aKOH TEPMOJWHAMHUKE WIIM 3aKOH OayaHca eHepruje

a5) [Ipyru 3aKOH TEPMOAWHAMHUKE WIIM TIPUHILIUI SHTPOITHje
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Cnuka 4.1

Cn;nca 4.2

0) KoncmumymusHe jeOnauune - y IAIby y3UMamba y 003Up CTPYKType

(KOHCTUTYIIMjE) Pa3HHUX MaTepHjalia Koja KapaKTepHIle TOHAIIAkE
MaTepHjaja, Jy>KHH CMO JIa OJIpeAUMO JI0JaTHE jeTHAYMHE KOje

Ha3uBaMO KOHCTUTYTUBHHM. ﬂOMeH I[e(i)I/IHI/IC?lHOCTI/I KOHCTUTYTHUBHUX

MIpOMEHJBUBUX ozipeljeH je oaroapajyhum ¢pundkuM ocodrHaMa
marepujana. C 003upoM Jia ce MaTepujaiiy, 3a Koje ce oapehyjy
KOHCTHTYTHUBHE jeTHAYHHE MPEICTaBLCHH CBOjUM MaTEMaTHYKIM

MOJIeNTUMa, KOHCTUTYTUBHE jeJTHAYNHE Ne(UHUNLY HIeaTaH MaTepHjall.

1) Cneyujanne meopuje- CBakor HAETAHOT MaTepHjajia Cy 3aCHOBaHE
Ha OMIITHM NPUHIIMITUMA U KOHCHTYTUBHHUM jeIHAYNHAMA TOT
MaTepujaia. TakBe TeopHje Cy: TeOpHja eNacTUIHOCTH, TeopHja

MJIACTHYHOCTH, peoJioruja utj. CBaka off BUX, C 003UpOM Ha 3Ha4aj U

MpUMEHY TPe/ICTaBIba 00JIAaCT 0J] 3aceOHOT HHTEpeca.

4.1 KunemaTuka

-Kperame [locmarpa ce kperame nedopmaOHIHOr Tena rae
mocMarpamo camo gedopManmjy HCTOT (Mera o06aux u
sanpemuny), (He TIOCMATpa ce TPAHCIALM]A H POTAIHja UCTOT) |
ci.4.1.Heka je moueTHa KoH(UTYpaldja Tena y TpeHyTKy ¢ =0 je

V,a texyha xondurypanuja \, Kperame u3 Bo y Br je
03HaueHo ca i . Heka je ca X o3HaveH BeKTop mojoxaja aeiuha

MaTepHjaTHor Teaa Bo ¥ Heka ce ca X O3HadYeH Takohe BEKTOp
nojoxaja y Br. OHpa je xperame oapeleHo crieaehnM uspazom

x=y(Xt), VXeVo, Vt20 (4.1)

raeje X =y (X,0), nodyeTHH yclos.

locmasma ce numaree Koauxa je npomena obauxka [JV a Koauka

pomeHa sanpemune AV pazmampanoz deghopmabunrnoz mena?
[TotpebHo je yBecTn Mepy aedopmanuje Tj. HA OCHOBY IO3HABamba
KpeTamba U3padyHaTd JedopMalujy UCTOT.

I'paoujenm oecpopmanuje:
Youapajy ce Bekropu dX=Y-X u dx=y—x T3B. JMHCapHU

JuEepeHIjaIHA elIeMEHTH y oAroBapajyhum kondurypamujama.

* .

VY omTeM city4ajy “MaMoO OCHOBHHU CTaB KMHEMATHKE HENPEKUIHE CPeIUHe
dopmynucan o cTpane Xexoa: eJeMEHTapHO OMEPake HEKE YECTULIE
HEIPEKUJIHE CPEIUHE PE3yNTaT je mpanciayuje, pomayuje u depopmayuje
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Taxohe je nompebro youumu 0a npomeHa unmesumema ekmopa dx

npeocmasba mepy npomeHe 3anpemune youeHoe meud, 00K npomeHa
opujenmayuje exmopa dx npedocmasma mepy npomeHne o00OIUKA

ucmoe. Ha ocHOBY Kperama jo0uja ce 11a je 4.2)

dx=y—x=y(Y.0)-y(X.t)=y (X +dX,t)-y(X.1)=

=Vy(X,t)dX+0(..)=Vy(X,t)dX, V()= k
v (X1)dX+0(.) = Vy (Xot)aX, VO x ' Tor 'z
rae je Vi epadujenm Oeghopmayuje u on npedcmagba meH30pCKy

senuuuny opyeoz peda osHaveny ca F " Onrosapajyha matpuyHa

penpeseHTanuja je: (4.3)
o s o o ]
pea =V j-123 oX, ax, ax,
oxX; X o, ox, a
: Fo| %2 % %

dx; = FydX ; — dx=FdX X, oX, X,
o 0n o Oy
|oX, oX, oX; |

Takohe, Moxe ce YOUUTH TpPU HEKOMIUIaHApHA BekTOpa (CII.
2),dX,dY,dZ y ped. xoHOHUTYpaju U TpH BeKTOpa Yy Tekyhoj
KoHurypanuju dx,dy,dz , ipu yemy cy 3anpeMuHe oapeheHe ca:

dV =dX -(dY xdZ), dv=dx-(dyxdz)

pecniektuBHO. [Ipomena 3anpemune Tj. dv/dV je ogpehena cnenehum
U3pazoM:

dv dx~(dy><dz) _FdX~(FdY><FdZ)

v _ _ —detF 44
AV dX (dYxdZ)  dX-(dYxdZ) @9

rae detF, 0<detF <o mpencraB/ba Op3UHY NMPOMEHE 3alpeMHUHE
ycaen nedopmucama.

Bexmop nomepamwa ce nepunnime u = x - X . ['paaujeHt Bekropa u
je onpehen ca:

Vu=Vx-VX=Vy-1=F-1, 4.5)
rae je 1 jemuHUYHM TeH30p. Y MHIIEKCHOj HOTALHUj! UMa ce:
ou; ox, ..
Vu:yzﬂj—@j:%—@j, i,j=1,2,3 (4.6)

J
. 1, i=j
rae je o, Kponekepos nenta o = 0
‘ 0,i#]
H3oyscerme o mamepujannoz enemenma

Wznyxemwe youeHor MaTepHjaTHOT nenuha (muHeapHH
IudepeHnrjarHy eneMenT) Buau ci. 4.1 je onpelena ca:

T
aﬁ:"dx" _ dx~d;c: ]Fdx.p;dxz F FdXz-dX: i
lax] ™\ Jax Py Jax] Jax]

4.7)

* . .
IIPEMEHOM OIIepaTopa IPafljeHT Of CKalapa JoOHjaMo BEKTOPCKY BEIMIUHY JOK
0J] BEKTOpCKE 100UjaMo TEH30PCKY BEIUYHHY APYror pesia
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rne C oOecnu Kowwu-I'punos memnsop oepopmayuje (NpencTaBiba
Mepy nedopmanmje) Tj:

C=F'F, youaBa ce Ja je TeH30p cumerpudan C = c’ .
Teomempujcka unmepnpemayuja:

[MpermocTaBuMO Aa je 7 KapaKTepUCTUYHH (TIIaBHH) BEKTOP TEH30pa
C . Tajga npema NpeTXOIHUM U3pa3rMa CIICIH JIa je:

5 o 4.8)
. . 3k

Tj. a je comcrBeHa BpegHoct C , 4, A = alz 0JHOCHO TeH30p C

npeicTaB/ba TEH30p 4YHje Cy COICTBEHEe (KapaKTepHUCTHUYHE)

BPEIHOCTH jeHAKE KBaJpaTUMa M3IyKema:

al 0 0
C=l0 a 0 (4.9)
0 0 o

Jlpyea mepa depopmayuje je peramusna Odegpopmayuja, jenHa op
Moryhux neduHUIMja uCTE, jeCTe€ — NPOIEHYTAIHO H3AYKEHE
KBajipara JIy)KuHe AU(PEPEeHIIjaTHOT eIeMEHTa MaTepHjaa.
2 2
dx||” —|dX
M:(FTF-I)ﬁ‘ﬁ=(C-1)f1.ﬁ=2Eﬁ-ﬁE (4.10)
Jax |

. .
rae je ca E o3naueH 13B. [ pun-CenBenanos menzop oeghopmayuje
aca I jenuHUYHM TeH30p. Yo4aBa ce Takohe na je

n

sl x| [
Jax |

IIE aKO je A TIIABHHU BEKTOP, OHJA je

E=%(FTF-I):>

2 -1)=2Eﬁ-ﬁ 4.11)

2
a; -1 0 0
2
¢ 0 0 21 (4.12)
0 e 0= 0 22 0
0 0 & )
0 0 a32—1

Wmajyhu y Buay aa je: Vu=F -1 nocie 3aMeHe y PETXOAHU U3pa3
3a E nobwuja ce:

1 1
E=(FTF-1)=2((Vu+ 1) (Va+1)-1)-

(4.13)
1 T T
=§[Vu+Vu +Vu' Vu]

" li=o0;= aiz , i=1,2,3 Buan nexuujy 2,c1.5,6 A; mpencraibajy riiaBHe
BPEIHOCTH HAIlOHA

y JIUTEPaTypH je Mo3HAT U Kao JlaHrpaHxeB TeH30p Aedopmaiuje
(HenuHeapHK), JIOK je y cilyuajy u3pakkasarma Tensopa E npexo Vi mosnart

kao ['pun-CenBenaHoB TeH30p(JIMHEAPHH)
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YouaBa ce na je Temsop cummerpumuan E =E! u uenuneapan
3axBabyjyhu mnocieameM wiaHy (KOPUCTH C€ 3a OIMC BEIMKHX

nedopmaumja). Ako cy mehyrum, nepopmannje mane, Tj. |[Vu| <1
OHJA je MOCJIENH UlaH 3aHeMapJbUB, TAKO 1A J0OUjaMO JuHeapHu
meH30p oepopmayuje
1 T\_
E~E(Vu+Vu )=e (4.14)

KOJU c€ KOPUCTH Yy omnucy Manmx(MH(QUHUTEIUMAITHUX) Aeopmarnja
y TEOPHjH JIMHEApHE eACTHYHOCTH U JIMHEapHE BHCKOECIACTUIHOCTH.
Hpyra uaTepnperanyja e ce MOXe AaTh Ha clenehn HauuH:

%:(% ~1)=(Cin -1 =(J1+2Ei-i -1)
~1+Eh-A-1=FEh-h~en i= (4.15)
-1 0 0
e=| 0 a,-1 0
0 0 oz —1

Tj. r1aBHE AedopMaluje e, e,,e; "¢y onpehene ca: a;, —1. Takobe,
Ha OCHOBY paHHje U3BEICHOT U3pas3a jaoduja ce ja je

j—l‘;:dethx/detC=ala2a3 (4.16)
riae cy ca «;, i =1,2,3 o3HaueHa enasHa uzdyoicerba. iMajyhu y Bugy
rinaBHe gedopmanyje ¢;, i=1,2,3 cnenu: 4.17)

5—;:0(10(20(3 ~(1+e)(1+e)(1+e)~1+e +e, +e; =1+1rag(e)

3axwyuak: camo OujacoHanHu  uAAHOSU 00208apajyhez  meHzopa
depopmayuje donpunoce npomenu 3anpemune

dv=dV (1+1r(e)) (4.18)

Cuuyarbe — npomena oo1uKa

[Mocmarpa ce nedopmanuja cMuama Vi Koja je mepa nedopma
HacTaje MpOMEHOM Yyria u3Mel)y nBa marepujanHa nenuha (BiIakHa)
KOjH Cy OWJIH OpTOTOHAITHH Yy pedepeHTHO] KoHbuUTyparmju onpeheHu
ca iy . Vs, =(7/2-0) tae je @ yrao mswebs mcrux
BJIaKaHa ajii cajia y nedopMucanoj ( mocMaTpaHoj) KOHQHUTYpaIHjH,
BuM cil. 4.3 neduHncana Ha ciefehn HauuH:

(4.19)
siny,  =cosf= = =
" [l | enery s x|
_ 2En, - i, QL ’ 7 : dxe

JO+2EA ) (1+2E#, -y )

E—— 5.
Kako cy y nuramy Mane aedopmanuje  Tj. Y, g@/ﬁg
\ T il s
ng

28
||

siny=y, E~e Tako Ja Ha OCHOBY IPETXOJHOI U3pa3a :

CIENHN: iy

Yy = 2€My -1y (4.20) Cnka 4.3

" y nmureparypu ce mory Hahu u crienehe o3Hake € —> £ Tj. & ,&;, &5 (BUAM
JIEKIHjy Op. 2)
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Cnuka 4.4

Axko {nl} JIexe y MpaBIIMa KOOPAMHATHUX OCa, OH/A ce 1o0uja 1a

Jje
(4.21)

. 1
7/n1n2 :2e12 1. € :Eynlnz

TeH30p HanmoHA

Ocum pedopmanuje, noTpeOHO je MO3HABATH M HAMOHCKO CTame
YOYEHOT MaTepHjaia Tj. MOXKEMO OJIPEIHUTH BEKTOpP HANlOHA Kao:

im AF_ ar (4.22)
AS—>0AS  dS
rae je ca AF o3HadyeHa cuia Koja Jeiyje, TaKo Ja BEKTOp HaloHA
3aBUCH OJ JIBa BEKTOpa, BeKTopa moBpiuae AS — mu Bekropa F ,
Tj. MOXKE Ce IPUKa3aTH y TEH30PCKOj HOTALUjH Kao:
t, =Tm (4.23)
rae je ca T o3HaueH T3B. Kowwujes mensop manouma. Axo cy nare
koopauHaTHe oce (¢ 4.4) oaroBapajyhe KoMIoHeHTe TeH30pa HATIOHA
cy mpuKkazaHe Ha cnuiy 4.4 (Mo3UTHBHA OpHjeHTanrja). AKo ce ca @
O3Hau{ CHOJpallba 3alpeMUHCKA CHJIa Koja JeNyje Ha Jaro Telo,
ouna Hasujeose jeonauune (BUAM JEKIHU]Yy2) Y KOHJE30BAHO]
IPUMEHOM TEH30PCKHX BENUYHHA TIIACH:

VT +w=0 (4.24)

Takohe, nppMeHOM MOMEHTHHX jeIHAYMHA PAaBHOTEXE JJ0OHUja ce 1a je
KommjeB Tenzop Hanmona cumeTpudan (oJroBapajyhu TaHT€HIIW]aTHA

t. =

m

HanoHu cy jeanaku): T =T T
KoHcTuTyTHBHE jeiHauUNHe

VYommreHa TeopHja O KOHTHTYTHBHH jeJHAauYMHAMa Yy MeXaHHIU
KOHTHHYyMa je 0a3upaHa Ha TPH IPHHITHIIA!

1. npunyun oemepmunuzma

2. npuHyun J10KAIHOZ 0ejcmea

3. npunyun mamepujanHe uH8APUjAHMHOCTIU.

Ipunuun aerepmuauszma. Hampesamwe y Teny je oapeheHo ucmopujom
Kpemarba mena

T=F~" (¥(X,0).X.0). (4.25)

Jennaunna (4.25) npencraBiba TPEHYTHO HANpe3ame YECTUIE Y
nonoxajy X. Hampesamwe 3aBucH of Iefe HCTOpHje KpeTama (Ha
IIpUMeEp, CBE BpeMe, 7 , TOKOM KOT C€ KpeTame JECUII0, 10 BpeMEHa y
TPeHYTKy —00 <7 <¢).

Mpunuun jgokanaHor aejerBa. JlokanHo naejcTBO je oapeheHo camo
onroBapajyhuM JIOKaTHIM KPETAEM.

IMpuHnun MaTepujaiHe uHBapujanTHocTH. BUIO KOja Ba mocmarpada
KpeTama MaTepHjajlHOr Teja, youaBajy UCTO Hampesame. Pa3Bujamem

dyuxumje W(X,7) pen y okonnuu nouerHe Tauke X, cieau aa je
Y(X,7)=w(Xy,7) +F(Xy,7)(X-X) +

| (4.26)
+EVF(X037)(X -Xp) (X=Xp) +...
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Ipema jennaunnu (4.25), F' y onmrem ciay4ajy 3asucu ox F, VF ,..
OBakaB wmarepujai ce cMatpa  crodceHum  (,,non-simple’)
MarepujanoM. Ako 3aBucu F camo ox F , TakaB maTtepwmjan ce cMaTpa
npocmum (,,simple*) marepujanom. OBJie ce IPBEHCTBEHO MOCMATPajy
npocmu mamepujanu. GopmanHo, 3a MpocTe MaTepHjaie, jenHadYrHa
(4.25) Moxke ce mucaTu Kao

T=T"" (F(X,7),X). (4.27)

ButHo je 3HaTu cnenehy kapakTepHCTHKY MPOCTUX MaTepHjaia. AKO
nedopmarmja Moke OWTH ONMMCaHa camMoO ca TpBa JBa WiaHAa Yy
jenHaunHu  (4.26), TakBO KpeTame je IMO3HATO Kao XOMO2eHa
depopmayuja. Y oBom ciydajy je F, je yommrem ciyuajy, camo
¢yukmmja on 7. Ilpema ToMe, aKko jemaH EKCHEPHMEHTATOp KEIH
TECTHpPAamEeM Ja OJepeANd KOHCTHTYTHBHY jeJHAUWHY IPOCTOT
Marepyjajia, CBe INTO Tpeba Ja ypaau je Aa H3a30BE XOMOTEHY
nedopmaryjy mpocTor Mareprjaia. THIHIHE XOMOTeHe eopManyje
YKJBYUYjy YHH(OPMHO IIMPEHE, YUCTO CMHUIAE, jeTHOIIMEH3HOHO
U3OyKeHe, ITBOANMCH3MOHAIHO WCTe3ame, MTO je cBe Moryhe
JEIHOCTaBHO U3BPIIKTH Y JIA0OPATOPHjCKUM YCIOBHMA.

Tpeba umatu Ha yMy na ako I' He 3aBUCH €KCILTULUTHO oJ X, TaKaB
MaTtepujajg cMaTpa ce XxomozeHum mamepujanom. Y nambeMm he OutH
MOCMATPaHU CAMO NPOCMU U XOMO2eHU Mamepujaru. Y TOM CIIy4ajy,
crienruyuaH o0JMK KOHCTUTYTHBHHX jeflHaYrHa he nMaTH 00JInK
T=T." (F(7)). (4.28)
[MpumeHOM HpHHIMIIA MaTepHjajiHe WHBAPHjaHTHOCTH HA jEeIHAYMHY
(4.27), mMoxe ce JOOWTHM Jlla je CTamke HaNpe3ama KOJ MPOCTHX
MaTeprjaia oapelheHo UCTOPHjOM HaIlpe3ama, Ha IPHMEp

T=T " (C(7)). (4.29)

Onwme Koucmumymueuejemtauune uepcmux mena

Enactiunm Matepujaimy cy IpOCTH MaTepHjad TJe HallOH 3aBHCH OX
TPEHYTHOT CcTama zAedopmanmje, a He OJ NPETXOJHE HCTOpHjE
nedopmMargje, Tj. eTacTUIHH MaTepHjall ,,MEMOPHIIIE" cCaMO TPEHYTHO
crame nedopMmalmje 0K ,,3a00paBiba™ cBe MPETXOoAHE nedopMarliyje.
Tana, jennaunna (4.27) nocraje

T=T(C@)). (4.30)

BuckoenactiuHmu MaTepujaiy ¢y IPOCTH MAaTEPHjaIH YHjU CYy HAIIOHH
oapeheHN  LENOKYIMHOM HCTOpPHjoM nedopmanuja, Tj., OHH
LMemopuwy  neopmanyje Koje €y ce NPETXONHO JIeCHie [0
TPEeHYTHHUX IedopMalyja, aqu He 3ayBek. IbuxoBa memopuja Onenn
(marepujanu ca T3B.,,0nenehom “(omanajyhom) memopujom), (materials
of fading memeory).

T=T" (C(r)). (431)

3a mnacTH4HE MaTepHjajie He MOCTOjH TadaH TEOPHjCKH TpPHKa3
KOHCTHTYTHBHOT NOHanIama. BehiHa jexnaunna cy u3BeneHe WK U3
EMIIUPHjCKAX TIpeJICTaBa IUIACTUYHOCTH, WM W3  CIICIHjaTHUX
cmydajeBa. ['py0o pedeHO, IpH KIACHYHO] ILIACTHYHOCTH, OITOBOD
MaTepujaja HE 3aBUCH OJI BpeMEHa Yy CMHCIY Ja MaTepHjal
,MeMmopuiie  1actuyHe  Jedopmanmje  3ayBek  (mpajHa
depopmayuja).

Topoenacmuunu mamepujaru he UMaTH KOHCTHUTYTHBHY jeTHAUHHY
CIIMYHY OHO] KOJ BHCKOCIACTHYHHUX MaTepujayia. AKo, Iopen
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Cnuka 4.5

MEXaHUYKUX, I[IOCTOjEe eNACTUYHH, XCEMHUjCKH, OWOJOMIKK WU
TEPMUYKH MpPOLIECH TakBH Ja oxapelyjy crame HamoHa, Tama Ou
omropapajyhu mapamerpu TpebGamm pga Oyay yKIJbydeHH Y
KOHCTUTYTHBHE jeTHAYMHE.
Hzomponuja
Kaxe ce na je marepujan U30TPOMAH aKo MOCEyje UCTe 0COOUHE Y
cBUM mpaBuuMa. [IpenusHuje, crame HaroHa je MCTO 3a OMIIo Koje
nBe pedepeHTHEe KOHUTrypandje Koje ce MeljycoOHO pa3iukyjy 3a
KpYTy poTauujy (ciuka 4.5).
Moske ce moKa3aTH Aa 3a U30TPOITHE eIacCTHYHEe MaTepHjale, OIIITa
KOHCTHTYTHBHA jeJTHAYMHA MOXE CE€ CBECTH Ha jeIHOCTaBaH OOJIHMK

T=y,1+ y,C+ g, C°.
(4.32)

Osae cy y,, X, U X, koeduyujenmu nonawaroa mamepujana.OBo cy

ckanapHe QYHKIIHje TPU OCHOBHE HHBAPHjaHTE O]l C" nare xao
1
I.=tC, II, EE[(WC)Z —rC*], Il = det C. (4.33)

OBe ¢yHKIMje ce 30By HHBapHjaHTe, jep HE 3aBuce 0j u30dopa
KoopIuHaTHOT cucteMa. [lomro je

_ 2 2 2 — 2 2 2 2 2 2
I.=o +a +a , lI.=ao’a +o,a +a, o 'n

. =ao’a’al, (4.34)
Taja jeqHadnHa (4.32) Moxe OUTH HamHMcaHa Kao
T=v,1+v,C+v,C? (4.35)

rae cy v cKamapHe (QYHKIMje TJIaBHUX HCTE3amba {a‘}. Omnmra

KOHCTUTYTHBHA jelHAYMHA 3a HM30TPOIHA BHCKOEIACTUYHA YBPCTa
TeNa je MHOTO KOMIUIEKCHHja Hero jemHaunHa (4.30) u mopen Tpu
yiaHa Mepe JAedopmalimja, Takohe yKibydyje U WiaH KOjU TPeICTaBIba
Mepy Op3une gedopmarmje. Ha mpumep, H30TPOITHE BUCKOECIACTUYHH
MaTepHjan uMma 13 MarepujalHUX KOoe(HIIMjeHTa KOjH Cy CKalapHe
(hyHKUHje TTaBHUX MHBApHjaHTH TEH30pa HAMOHA.

4.2 EnacTU4YHOCT
EnactiuHn MaTtepujanHu Cy KOH3CPBAaTUBHHM MaTepHjald, Tj. He
qucunupajy eHeprujy. To HUje ciydaj Koz OMOJIOIIKMX TKUBA 4Yuja je
KapaKkTepUCTHKa YeCTO 3Ha4ajaHo ,,zybserve enepeuje’’, MTO Ce
orieza Kpo3 BEJNMKOr (HamoH-Mepe Aedopmaluje) Xucrepesunca Win
(eHOMEHa THIIAa peJaKkcaldje HamoHa, (ase 3aocrajama H3Mely
yIa3HUX W W3Ja3HUX CHUTHATA Yy (PU3HONONIKMM CHCTEMHMa, HTI.
Wnak, y MHOTUM CIy4ajeBHMa TeOpHja eMacTHYHOCTH je KOPUCHA Y
Wby A00Hjamba KBATUTATUBHHUX, KA0 ¥ KBAHTUTATUBHUX NpeaBulama
KOja ce TH4y MOHAIIamka AATOT (PH3HOJOIIKOT CHCTEMa Y CTaTHUYKUM
WM KBa3U-CTATHUKUM YCIOBHMA. [eHepasHO, OBa TeopHja HHje
NIUPOKO KopuinhieHa Yy TpoydvaBamy JIHMHAMHYKHAX IIOHAIIaka
(HU3HOJIOIKUX CHCTEMA.

JInHeapHa Teopnja C€JACTUIHOCTH -IPUMEHA HA OHOJIOIIKA TKHBA

" HarOHCKe MHBAPHjaHTe,BH N JIEKIM]Y 2, CTp.6 Iie Cy caa

2 .
o =a;,i=123
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Oga Teopuja ce 0aBu ce cirydajeBrMa T1ie ¢y aedopmalije Maie u Te
ce wMane Jgedopmanuje NPUAOAAjy BEIHKUM Jedopmariijama
(unxpemenmanna eNacCmuyHOCH). Teopuja  WHKpEeMEHTaJHE
eIACTUYHOCTH je BeoMa 3HadajHa y Owmopeoyoruju u3 cruexaeher
pasnora. 3a pa3iuMKy OJi MHOTHMX WHXKCHEPCKUX MaTepujaia 4uje je
MPUPOJHO cTame 0e3 HaloHa, MHOTa OMOJIONIKA TKUBA CY HIPHPOIHO
npeHarnpernyrta (Tj. mwiyha cy HamymbeHa, KOXKa je MCTErHyTa, KPBHH
CYIOBH Cy TIOJ HpUTHUCKOM, UTH.). OBO Cy HEKe O pa3iuka m3mehy
OMOJIOIIKUX M OCTalMX Marepujaia. be3 o03upa Ha TO Ja Ju cy y
MUTalky CTama 0e3 HallOHAa WM IMPEHAllperHyTa NPUpPOIHA CTamba,
KOHTUTYTUBHE jeJHAaYMHE Y JIMHEapHO] eNacTHYHOCTH JaTe Cy
JMHEapHOM BE30M HaIloH-Mepa IedopManuje, Io3HaToM Kao XOooke-
OB 3aKOH

T=T, +Ce, (4.36)
rae je T, namon, a C xoeduumjent enactuanoctn (Trusdell & Noll,

1965). KoeduiujeHT eNacTHYHOCTH € MeH30p Hemepmoz peod
(Cye)- Ko MaTepujana 1uje je IpUPOIHO CTambe je CTae Oe3 HaloHa

T, =0, C=const. Npyraunje peuero, C 3asucu ox T,. Oso je

oueknBaHo Oynmyhu nma mrTo je mpenHanpesame Behe, marepujan je
Kpyhmn.

AKo je MaTepujai H30TPOIIaH U Y U30TPOITHOM CTamky MpPETHAIIPETHYT,
Ha npumep, T =—p 1 rme je p, xuapocraTuuku mpuTHCAK, OHIA

jenHaunHa (4.36) Mo>xe OUTH HamMcaHa Kao

T=-p 1+ Atrel +2pue, 4.37)

rme ¢y A W M To3Hate Kao npusuonu (apparent) Jlame-osu

rxoeguyujenmu enacruunoctu (Jlame-oBe koHcrtante). HeraTuBHu
3HAaK MpeaHanpe3ama MpeCTaB/ba KOHBEHIIH]Y MOIITO MPUTHCAK KOjU
Jiellyje Ha MaTephjallHO TeJ0 MMa TEHJCHIM]Yy Ja Ta KOMIIpUMYje.
HazuB ,,ipuBUIaH" MPOU3MIA3U U3 YUELCHUIIE J1a 00a KoeUIrjeHTa
3aBuce ox p,. Axo je p, =0, onga cy npuBnmaHu koedHIMjeHTH

KOHCTaHTHH. Tpeba 3amaMTUTH Ja ako IpeAHANpe3ame HUje
M30TPOITHO, OH/Ia KOHCTUTYTHUBHA jeHAYMHA HE MOXXe OWTH HammcaHa
y 00nuky jennauynne (4.37), He Be3aHO Jla JIU j€ MPHUPOJIHO CTambe
Marepjaiga m30TponHo. Ilpema Tome, jemHaumna (4.37) 3axTeBa
NPUPOJHO HU30TPONHUjY M W3OTPOIICKO  TpeAHanpe3ame. TakBo
CTamEe,yCIIOB je, Ha IPUMeEp, IIPUCYTaH y CIy4ajy InIyha.

Jennaumna (4.37) moxe OWTH HW3BelneHa W3, WK jeqHaduHe (4.36)
MPETIOCTaBIbajyhiu U30TPOIHjy, WM M3 BHUIIE YONIUTEHOT U3pa3a 3a
KOHCTHTYTHBHY jeTHAUMHY W30TPOIIHUX MaTepHjayia, jeIHadHHE
(4.32) u (4.35).

Jla Ou ce pasymeno Koja je yiiora TOpHE jeqHaYHHE, IMPH
pa3yMeBamby MEXaHWYKOI MOHallamba OMOJIOMIKUX TKHBA, Tpebda
pasMoTpuTH (PU3NUKO 3HAYCHE Jlame-0BUX KoeuIrjeHara.

Dusuuxe unmepnpemayuje KoeQpuyujeHama eracmuiHocmu

[IpercriocraBiba ce aa je y nuramy aedopmaiimja mpu Kojoj ce
3ampeMrHa HE Mewa (isovolumic) w peduekrtyje ce camo
npoMeHoM o0muka matepujannor Tenaa. Onma je ftre=0 u
onatie jeaHaunHa (4.37) mocraje

T=-pl1+2ue. (4.38)

TakBa mepopmanyja ce ogHOCH Ha AeOpMalHjy CMHIABmA H
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Cnuka 4.7

onroBapajyher HamoHa u Mepe JedopMaliyje, Kao HAIlOH CMUIlama U
Mmepe aedopmanmje. KoehuuujeHT 4 TO3HAT je Kao M00yo cmuyara.
OnpaxaBa CIIOCOOHOCT MaTepHjasia Ja ce OXylpe NMPOMEHH O0JuKa
TP K0jOj OJIa3M JI0 IIpOMeEHe 3ampemuHe. JletasbHuje objammerse je
nato ciunm 4.6, TIe je HalloH CMUIlamba 7:2 nedopMucao KOIKy y

pOMOOMAHO UYBPCTO TeNO y OONMKY KOIKE HCTE 3ampeMuHe.YTao
71,/2 crpaHa pomOouza TIpeACTaBJba yrao Kiusama. 3a Mana

KIM3aka OH je jeHaK JIMHeapHoj AedopMaluju KiIH3ama ej,.3a

JMHEApHU W30TPOIHU ENACTUIHH .
MaTepujaji mpeMa XyKOBOM 3aKOHY

Ty JIMHEapHO 3aBHCH of 12 rae (GaKTop MpONOPLHOHAIHOCTH H
npecTaBba MOAYJ cMHulama. Jedopmarmja koja je mpukazaHa Ha
cmnu 4.6 je mo3Hara Kao ,,jeJJHOCTaBHO cMmuiame”. Cana
IPETIIOCTaBUMO 112 je AedopMalyja TakBa 1a OoOJNHK OCTaje UCTH, Uy

ToM ciydajy cy agedopmammie jemmake Tj. 1T 2 T4 7€ Ha raj

HauuH jeaHavnHa (4.37) mocraje

T=[-p,+(34+2u)e]l (4.39)

Kako je npomena 3anpemune AV IV =tre=3e
jennaunHa (4.39) je caga
AV
T=|-p +x—|1
4 (4.40)

| _ X
i p K=A+20/3 ppe jeca” O3HAUYCH 3aMPEMHUHCKH MOJIYJI

KOjU TpeACTaB/ba CHOCOOHOCT MaTepujajia Jia ce Omupe
YHH(OPMHO] IIPOMEHH 3alpeMHHE.AKO je Marepujai

: o0
HECTHUILJbUB OHJA € K= .

VY HHXEHEPCKOj JHUTepaTypH KOPHUCTH

operator

primijeri zapis

raspis

grad

grad 1 vr

gradT vT

Y, V5 Ty
ooy’ ez

ce Jgapyra jgaBa koeduuujeHTa |y
objammery  MoryhHocTH — oAroBopa
MaTepujajia Ha maine nopemehaje. To cy
JyaroB Moayo emactuuHoctn Eu
[ToacoHoB KoeUIHjeHT V -
Y ciydajy jeaHOOCHOT
ci.4.7 , uma ce:

(vektor)

v, oy, o]

ax oy o=

dv,  dv,  dv, |

- — tenzor
ax a3y oz |

. av. o |
ax av oz |

Hampesama

tenzor tre¢eg reda

div

divy Vo

divT v.-T

Ty=Ee —py, T, =T; =—py,
(4.41)

AT
+ +—=
ax o | oz

(skalar)

e 9T )=
Vo oy v
I ar, o1,

L ox oy B}

|‘ IT,, - aT,

v=—e,/e,=—e;/¢

(vektor)

(4.42)
MelyTum, nomro cy OHONOIIKA TKHUBA

(oT. 9T,
(3= 2
L ax o

Vo

rotiv Vo v

(vektor)

HEMpaBUJIHUX OONMKa ©  TIOCTOje
HeakCHjaJlHa Halpe3ama TO HHje YBEK
KOPHCHO KOPHCTHTHU MPETXOIHE
WHXEHhEepCKe Koe(IujeHTe Tj. He
MPE/CTaB/ba)y KOPUCHE HWHIUKATOPE

7 Jj Kk
o 2 2
ax  ay oz

A N

Cnuka 4.8

€JJACTHYHHUX O0COOHHA OMOJIOIIKUX
TKMBA Kao Yy CIy4ajy KIACHYHUX
HHKEHEPCKUX MaTepHjana.

* .
MOXE UMATH U APYTe€ O3HAKE BUIAU JICKIIU]Y 2 )
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Iumara I:

1.Ilogena MexaHWKe KOHTUHYyMa.

2. JleduHucatu rpagujeHT nedopmMaiiyje.

3. Usnyxeme o MaTepHjaaHOr eJIeMEHTa

4. IIpomena 3anpemune dv/dV uemy je jeaHaka?

5.Axo je mo3Har rpagujeHt aedopmaiuje kako ce oapehyje C necHu
Komm-I"puHOB TeH30p AedopManyje, 1 MiTa OH IMPeaCcTaBsba’?

6. Uemy je jemnak E 13B. [ pun-CenBenanos menzop oegpopmayuje?
7. Hokasatu na je 7,,,, ~2en; -,

8. OO0jacHUTH Ha KOJUM TNPHHIUIKMA j¢ YOIIITEHa Teopuja o
KOHTUTYTHBHH jelHAaYNHAMA Y MEXaHUI KOHTHHYyMa Oa3upana’?

9. Illta mpeacTaBiba MPHHIMII MaTSPHjATHE HHBAPHUjAaHTHOCTH?

10. ®opmynucat XyKOB 3aKOH KOJI OMOJIONIKUX TKUBA, 00jaCHUTH.
3aoamaxi TlokazaTu na je

(Fabu)-FCZdetF(axb)-c

F*T(axb)zFabu

3aoamax 2. Tlokazatu na je dv=dV (1 + tr(e))
3aoamax 3 . Tlonazehu on VT +w=0 (4.24) wussectn HaBujeose
jeIHaYMHE Y pa3BHjeHOM OOJHKY (JIeKImja 2)

3aoamax4. Tokazatu na jemnaunna T =-—p 1+ Atrel+2ue moxe

Outn nobujeHa muHeapu3anujoM jeqaaunae T=v,1+v,C+ v2C2 .
3aoamax 5. TlokazaTtu na noctoje cnenehe Bese usmely: w, A, x, E,v
A 3k —-2u

"2t ) 20+ )
E_,u(32+2y)_ 9k

(A+p)  (Br+p)
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