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BUOMEXAHUKA TKUBA U OPI'AHA

OCHOBE MEXAHUKE KOHTUHYYMA
-KUHEMATHUKA



MexaHMKa KOHTUHYYMA je Je0 MeXaHMKe Koju u3yyaBa aedpopmabunHa
Tena, Tj, Teaa KoA Kojux ce, y onwTem Cayyajy, pactojatba namehy yectmua
Tena Memajy; OoHa u3y4yaBa AgePompaunjy, HAMOHCKO CTarbe U Teyere
peanHux Tena, .Tj. YBPCTUX TeNa TEYHOCTU M1 racosa.

Y Hajsehem geny mexaHuKke KOHTUHYYMa, nopen, HernpeKuoHoOCMu yBoae
ce jow ABe Ao4aTHE NPeTnocTaBKe 0 NPUPOAN MaTepUujana: XomoaeHocm u
Uu3omporHocm.

Teopunja mexaHUKe KOHTUHYYMa Ce MOXKe NOoAe/IMTU Ha TPU Aena:.
a) Onwmu npuHuunu

6) KoHcmumymusHe jeOHa4uHe

u) CneuujasiHe meopuje



*  OnNwWTN NPUHLUNKU CY NPUMEH/bUBU HA CBE BPCTE HEMPEKUAHUX
* cpeauHa. To cy onwTU 3aKOHU oA pXKatba U BanaHca nojegnuHUX

*  OU3MYKNX BEIMYMHA KOjM BaXKe 3a CBa TeNa. T 3aKOHMU Cy:
— 3aKOH oApKakby mace,
— GanaHc KoNMYUHE KpeTakba
— ©anaHC MOMEHTa KOJIMYMHE KpeTama
— TNPBM 3aKOH TepMOAMHaMMKE UM 3aKOH BanlaHca eHepruje
—  APYrY 3aKOH TEPMOANHAMUKE UM NPUHLUN eHTPONM]E

KOHCTUTYTUBHE jegHauuMHe - Yy UW/bY Yy3uMara Yy 003Up CTPyKType
(KOHCTUTYUMje) pa3HUX MmaTepujana Koja KapaKTepuwe noHallawe
MmaTepujana, ogpehyjy ce goaaTtHe jeaHa4YMHe T3B. KOHCTUTYTUBHE. [lomeH
AePUHNCAHOCTH KOHCTUTYTUBHMUX NPOMEH/bUBUX oapeheH je
oarosapajyhum oéunsmykmum ocobmHama matepujana. C ob3mpom pga ce
MmaTepujann, 3a Koje ce oapehyjy KOHCTUTYTUBHE  jedHaYnHe
NpeacTaB/bEHN  CBOjJUM  MAaTEMATUYKUM  MOAENMMA, KOHCTUTYTUBHE
jeaHauynHe gedbuHMWY naeanaH matepujan.



* CreyujasnHe meopuje- CBaKor MaenaHor martepujana Cy 3acHOBaHE Ha
ONWTUM MPUHUMIMMA U KOHCUTYTUBHMM jelHaYMHama Tor maTepujana.
TakBe Teopuje cy: Teopuja enacTUYHOCTM, Teopuja NAACTUYHOCTH,
peonornja utg. CBaka of, HUX, C OO3MPOM Ha 3Hayaj U MNPUMEHY

npeactaB/ba 061acT of 3acebHor MHTEpeca.

Kunemaruka

Kperame [locmarpa ce kpeTame aeGpopMabMITHOT Tejaa IIe IocMarpamo
camo JiehopMalivjy UCTOT (Mmerba obauk u 3anpemuty), (He mocmarpa ce

TpaHcialyja u poTaiyja UCTor)™
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Reference and deformed configurations of a body.



ci.4.1.Heka je moueTHa KOH(HUIypanuja Tej1a y TpeHyTKy 7 =0 je

je

\, a texyha kon¢urypauuja V[ Kperame uz Bo y Br
o3Ha4eHo ca . Heka je ca X o3HaueH BeKTOp Moj0kKaja jaeauha

MaTepUjaIHoOT Tela Bo U Heka ce ca X 03HaueH Takolje BEKTOp
noiokaja y Br. Onpa je kperame ojapeljeHo cienehum uzpazom

x=y(Xt), VXeVo, Vt>0 rieje X =y (X,0),

locmaswa ce numaroe Koauka je npomexa ooauxa IV a xonuxa
pomena sanpemune AV pazmamparoe oegopmaoduntoe mena?

AHAJIN3A J[EOQOPMALIAJE

I'paoujenm oegpopmauuje:
YouaBajy ce BEKTOpH dX =Y -X u dx=y—-x T3B. JIAHCAPHU NU(DEPECHLN]JATHNA EIEMEHTH Y
oaroapajyhum xondurypaimjama.



Taxohe je nompebHO youumu Oa npomeHa uumesumema eekmopa d X
npeocmasmsa Mepy HNpoMeHe 3anpemMuHe YoueHo2 meid, 00K HNpPOMEHA
opujenmayuje eekmopa d x npedcmaesba mepy npomene 00IUKa UCmoa.

dx=y-x=y(Y.,t)-y(X.,t)=w(X +dX,t)-y(X.t)=

dX+O(._.)sz/(X,r)dX, gy 2l O Js B D
3 ox ey ez

epaoujenm oegopmayuje u OH npedCcmasba MeH30pPCKy

senudUny opy2oe peoa o3nauery ca I \
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MOX€E C€ YOUHUTH TpU HEKOMILTIaHapHa BekTopa (ci. 4.2), dX ,dY,dZy ped.
KOH(DUTYpaIju U TpU BekTopa y Tekyhoj konpurypauuju dx,dy,dz , npu uemy cy
3anpeMuHe oapehene ca:

dV =dX -(dY xdZ),dv=dx-(dyxdz)

dV
- " " 7
'Tha s <
h €
F S
s > e

J""

b

4 -Ai."""

’
[ Y s P L
/d \ ; y
12 (0T o dZ\ 2 ‘
ue | o —e
. | ’ \ ————
=
"‘J
A ke

Comixa 4.2
[Ipomena 3anpemune 1j. dv / dV
dv  dx-(dyxdz) FdX-(FdYxFdZ)

= = =detF
dV  dX -(dY xdZ) dX -(dY xdZ)




Bexkmop nomepara ce nepunuiie u =x - X . ['paaudjeHT BeKTOpa U
je oapeheH ca:

Vu=Vx-VX=Vy_-1=F-1,

1 jeTUHUYHU TEH30P, OJIHOCHO jeAMHUYHA MaTpuIia. Y HUHACKCHO]
HOTAIM]U TOPHH HM3pa3 C€ MOXKE HAIMCATH Kao:
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H3oysceme O, wamepujannoz enemenma

N3nyxeme youeHor MaTepujaiHor aenunha (JuHeapHu
nudepeHjaaTHu eJIeMeHT) Buau cil. 4.1 je onpehena ca:



dx
dX

T
aﬁ:‘ _ dx-d;c:\/FdX-Fle:\/dXF 'de:m
\ [lax | lax | lax|

rne C decrhu Kowwu-Ipunos mensop oeopmayuje (npencraBiba mepy jaedopmalyje)
TJ:

C=F"-F
cC=C'

* [eomempujcka unmepnpemayuja.

U KOJU j€ CUMETpHUYaH:

* IlIpernocraBumo na je HMKapakTepUCTUUYHU (IJIaBHU) BEKTOp TeH30pa C.
Tana npema npeTXOAHUM U3pa3uMa CIIEIU 1A j€:

Ci, iy = A = 1y =

alz =4 ) I

TJ. J1a j€ CONCTBEHA BPEIHOCT /11 = g U d
jeHaKa KBaJpary u3aykKema, Tj. TeH3op C uma C=|0 a5 O
COIICTBEHE BPEIHOCTH KOj€ CYy jeJTHaKe KBajpaTuMa 0 0 o
U3y KCHA. - -




Ilpyea  mepa  Odegpopmauuje  je  peramuena  Odeghopmayuja,  jeAHA  Of
Moryhux neduHuirja ucrte, jecte

x|~ flax]” _
(21}

rae je ca E o3HaueH T13B. [ pun-CenBenarnos menzop degpopmayuje:
a ca I jeAMHUYHU TEH30D.

=A(F'F -1))i=A(C—-1))i=2AEn

Nmajyhu y Buay na je: Vu = F — 1 1ociie 3aMeHe y NPEeTXOAHU U3pa3
3a £ nobuja ce:

= (FF 1) ;[(Vl'+1)T(Vzl+1)-1]:

IQ|H

[Vu +Vu' +Vu! Vu

[u]'—

YouaBa ce ja je TeH3op cumeTpuuan  E = E' u HenuHeapaH 3axBasbyjyhu mocieqmem
ynaHy (KOpPHCTH C€ 3a omuc BeJukux pAedopmairja). Axko cy mehyrtum, nedopmaimje
mane, Tj. Bu B1 oHja je nmociaeAmy WiaH 3aHEMapJbUB, TAKO J1a 100MjaMo JIuHeapHu
meH30p deghopmayuje



E = l(Vu+Vu )E

(G

KOjU C€ KOPUCTH Yy onucy Manux(MHGUHUTE3UMAIHUX) naedopmalyja y TEOpHUjH
JMHEAPHE €JIACTUYHOCTHU U JIMHEAPHE BUCKOEIACTUYHOCTH.
Jpyra unteprperaiyja e ce MoxKe JaTu Ha ciejehu HauuH:
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= a; —1=(NACh — 1) = (V1 + 24Eq — 1) = 1 + AEf 1 ~ fiei

aBHe aedopmalyje e, e:, e;
Ha ocHoBy paHnuje H3Be,ueH0r H3pasa noduja ce J:[a je

d —=det F =+/det C =y, 5

-
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%:alaga{; x(l+e)(1+e )(l+e)=1+¢ +e, +e;=1+1rag(e)
C



3akmwyuak: camo oujazonantu 4ianosu oozosapajyhee menzopa
oeghopmayuje 0onpuHoce NPomeHU 3anpemune

dv=dV(1+1ir(e))

Cmuyarve - npomena oonuxa

ITocmarpa ce nedopmanidja cMuliama' 7mi, -Koja je Mepa jaedhopma HacTaje
IIPOMEHOM yIJ1a u3Melyy 1Ba MarepujaiHa jeauha (BjlaKkHa) KOju Cy OMiu

OPTOTOHAJIHU Y pedepeHTHO] KoHDUTrypaluju oapehenu ca
ARy T Vg, =(7/2-6)

e je 0 yrao u3Meh3 ucTux BiakaHa anu cajaa y jaedopmucanoj ( mocMarpaHoj)
koHpUrypamuju, Buau ci. 4.3 neduHucana Ha cienehu HauuH:

dXL

Cmka 4.3



SIN 7/, ,, =C0s 6= = =
- |dxy |[dx, | eqers [[dX [ dX |

24 Ed,
J(1+24, B, )(1+ 24, Ed, )

Kako cy y nuramy mane gepopmanmje 1j. sSiny ~y, Exe  cpemn:
Vi, = 21 e,
AKo{ﬁ,-} Jexe y paBIMMa KOOPJAMHATHUX OCa, OHJIa ce Jo0uja 1a je

Vv
/ HlH:

P | =

:/nln: = 2")12 1J. elZ -



KoluujeB TeH30p HAIlOHA

e  Ocum aedopmaiiyje, HOTPEOHO j€ TO3HABATH U HAIIOHCKO CTaKkE€ YOUEHOT
Marepujajia Tj. MOKEMO OJIpEIMTH BEKTOp HAIlOHA Kao:

-

. AF dF
t, = lm —=—
AS>0AS  dS
rae je ca AF o3HadeHa cuja Koja Aejyje, TaKo Jia BEKTOp %,
HaIlOHA 3aBUCH O] ABAa BEKTOPA, BEKTOPA ITOBPIIHHE to-‘-’z“ | 2|y
AS —-»m  uBekropa F, I LT —

Figure 5:
T]. MOXKE C€ MPUKa3aTH Y TEH30PCKO] HOTAIIM]U KaO:
Cmika 4.4

(e

t. =Im

riejeca 7T =77  o3HaueH 13B. Kowujee men3op Hanoua.



KOHCTUTYyTHUBHE je JHAUUHE

YonwTteHa Teopuja 0 KOHTUTYTUBHUM jeAHAYMHAMA Y MeEXaHULUM KOHTUHYYMA je
6a3npaHa Ha TP NPUHLKNA:

1. NnpUHUMUN aeTepMUHU3MA

2. NPUHLMN NOKaNHOr AejcTBa

3. NPUHUMN MaTepujasiHe MHBAPUJaHTHOCTMU.

MpuHunn getepmuHmnsma. Hanpesare y Teny je oapeheHo nctopujom

KpeTakba Tena

T=F" (Y(X,7),X,f). -TpeHyTHO Hampesatbe 4ecTmue Yy
nonoxajy X. Hanpesawe 3aBucu ofg uene
NCTOpUje KpeTama.

MpuHuMn nokanHor pejcrea. JIokanHoO AejctBo je ogpeheHo camo

oarosapajyhum NoKanHMM KpeTarem.

MpuHUMN maTepujasHe UHBAPUjAaHTHOCTU. bKUA0 KOja ABa NOCMaTpaYva KpeTarba
MaTepujanHor Tena, yoyasajy UCTO Hanpesare. Pa3sujartbem
¢yHKumje W(X,7) peay OKONMHU NoveTHe Tauke X,

Y(X,7)=w(X,,7) +F(X,,7)(X-X,)+

+%VF(XU,I)(X—XG)(X—XU)+



F vy onwrem cnyuajy sasucn og F, VF ...

OBaKaB maTepwujan ce cmaTtpa caoKeHum (,non-simple”) martepujanom. Ako F 3asucu
camo og, F, Takas matepujan ce cmaTpa npoctum (,,simple”) matepujanom. Osae ce

NPBEHCTBEHO NOCMaTPajy NPOCTU MaTepujanu.

T=T" (F(X,7),X).
BuUTHO je 3HaTK cneaehy KapakTEPUCTUKY NPOCTUX MaTepujana. AKo aedopmaumnja
MOXKe OMTU onmcaHa camo ca npBa ABa 4YnaHa Y jeaHauynHu(4.26), TakBO KpeTame

je Mo3HaTo Kao xomoreHa gedpopmaumja.

AKO [ He 3aBUCU eKCNANUUTHO o4 X, TaKaB MaTepunjas CMaTpa ce XOMOreHUm
matepujanom. Y gasbem he 6T nocmaTpaHm camo NPOCTM U XOMOTeHU maTtepujanu. Y
TOM cnyyajy, cneunduyan 06AnK KOHCTUTYTUBHUX jeaHauYMHa he umatn o6amK
T=r" (F(r)).
MpnMmeHOM NPUHLKMNA MaTePUjaNHE NHBAPUjaHTHOCTU Ha jeAHAUYMHY MOXKe ce A06uTu
[a je CTakbe Hanpes3awa Koa NPoCcTUX maTepwujana oapeheHo nctopujom Hanpesama

T=T™ (C(z)).

[=—x



OnwTe KOHCTUTYTUBHE jeAHAYNHE YBPCTUX TeNa

EnacTtuyHmM marepujanm cy npoctm matepmjanu rae HanoH 3aBUCKU Of, TPEHYTHOT
CTatba gedopmauuje, a He o4 NpeTxoaHe uctopuje gedpopmauunje, Tj.
EnactnyHmn matepujan,memopuiie” camo TPEHYTHO CTakbe gepopmaumje AOK
,3abopaBs/ba” cBe npetTxoaHe Agepopmauuje.

T=T(C@)).

BucKkoenactTMuyHu martepujanm cy NpoCcTu matepujanm Ynju cy HanoHwu
oapeheHn uenokynHom uctopujom aedbopmaumja, Tj., OHU ,memopuly”
aedopmaumje Koje cy ce nNpeTxogHo Aecune Ao TPEHYTHUX gepopmaumja,
anun He 3ayBeK. tbnxoBa memopuja brean

T=T_(C()).
3a naacTUYHe maTtepujane He MOoCTOjU TayaH TEOPUjCKU MPUKaA3

KOHCTUTYTMBHOT NOHalWara. BehuHa jegHaumHa cy nssegeHe unm us
eMMNUPUjCKUX NpeacTaBa NIaCcTUYHOCTU, UIU U3 CNeunjaNHUX Cydajesa.

MopoenacTtuuHm martepujanm he MMaT KOHCTUTYTUBHY jeHAYNHY CINYHY OHO)]
KOZ BUCKOENaCTUYHUX maTepujana. AKo, nopes MexaHUYKUX, NoCToje
eN1aCTUYHU, XEMUjCKN, BMONOLWKMU UM TEPMUYKM NMPOLECU TakBM Aa oapehyjy
CTakbe HamnoHa, Taga 6w oarosapajyhun napametpu Tpebann ga byay yK/byyeHu
Y KOHCTUTYTUBHE jeAHauYmnHe.



