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n - dimenzioni Euklidski prostor.
Neka je n > 1 prirodan broj.

n - dimenzioni Euklidski prostor, oznaCava se
sa R"™, je skup svih uredjenih n—torki realnih
brojeva, to jest

R" = {(x1,2z2,...,2n) : ; € R"}.

Elemente prostora R"™ nazivamo taCkama.

Rastojanje izmedu tacaka.

Ako Su r = (33‘1,$2,...,33n) l y — (y17y27“‘7yn)
dve taCke iz R", rastojanje izmedu njih se ozna-

Cava sa d(x,y), a definiSe relacijom:

d(z,y) = J S (yp — 21)2
k=1



Nejednakost KoSija i Bunjkovskog

Ako su a = (ai,ap,...,an) i b = (by,bo, ...

dve tacke iz R"™, onda je:

n n
< X age ] X b2
k=1 k=1

(2)

n
;l ar - bk

k

Dokaz:

(1) Kvadratna funkcija definisana sa

> (ape + by)? =
k=1

7bn)

=(§ ag)x2+z-(£ ak-bk)x+(§ bg)
k=1 k=1

k=1

je nenegativna, pa je njena diskriminanta manja

ili jednaka od nule, to jest:

4 . fj (ak-bk)2—4(ia%) : (fj b%) <0,
k=1 k=1 k=1

odakle dobijamo tvrdenje.



Nejednakost trougla

Ako su a = (ai,ap,...,an) i b = (b1,bo,...,bn)
dve tacCke iz R"™, onda je:

) |3 (ap+bp)2<,/ > a2+, % B2
k=1 k=1 k=1

Dokaz:

Iz relacija |p| = \/p? i |ag + b| < |ag| + |bg| sledi

S (ap + )2 =Y ag + byl? <
k=1 k=1

n
< > (ag| + bg]) lag, + byl
k=1
odakle dvostrukom primenom nejednakosti (7)
dobijamo:



S (ap + )2 <Y lagllag +bpl + S gl |ag + byl

k=1 k=1 k=1
" 2 B 2
SJZ ag|< - (| D lag + byl
k=1 \ =1

1

— k;:
( S af + | bk) JZ (ar, + b1)>,
k=1 k=1 k=1

odakle direktno sledi tvrdenje.

J Z g% - Z lay, + by|?

Za svako xz, y i z iz R™ vazi:
(i) d(x,y) = 0 ako i samo ako je x = y;
(27) d(z,y) = d(y,z);
(2i9) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y);

(iv) |d(z,z) —d(z,y)| < d(z,y).



Osobine (7)) i (47) slede direktno iz definicije.
(437) Primenom nejednakosti trougla dobijamo

d(z,y) = J N (yp—xp)? =
k=1

= J S (g — 21) + (2 — 1)
k=1

SJ > (yka)Q—FJ S (2 — 2k)°
k=1 k=1
= d(z,y) + d(z,2) = d(z, z) + d(z,y).

(i) Iz d(x,z) > d(z,y) sledi |d(x,z) — d(z,y)| =
d(x,z)—d(z,y). Sadaizd(x,z) < d(x,y)+d(y, z)
sledi

Iz d(x,z) < d(z,y) sledi |d(x, z)—d(z,y)| = d(z,y)—
d(x,z). Sada iz d(z,y) <d(y,z) + d(x, z)) sledi
d(z, 2)—d(z,y)| = d(z,y)—d(z,2) < d(z,y) = d(z,y).
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Otvorene kugle u
n - dimenzionom Euklidskom prostoru.

Neka je n > 1 prirodan broj, »r > 0 i x € R™.
Skup

K(z,r) ={y e R" : d(z,y) < r}

naziva se otvorena kugla sa centrom u tacki x
polupreCnika r.

U skupu R otvorena kugla K (z,r) je otvoreni
interval (x —r,xz + ).

U skupu R? otvorena kugla K (z,r), gde je
xr = (x1,x2), je skup svih (y1,yp) za koje je
\/(yl —21)? + (yp — z3)? < r, odnosno K (z,r)
je kruzna oblast sa centrom u tacki x i poluprec-
nikom r.

U skupu R3 otvorena kugla K (z,r), gde je z =
(zx1,x0,x3), je skup svih (y1,y2,y3) za koje je
\/(?/1 —21)? 4 (y2 — 22)? + (y3 — z3)? < r, 0dno-
sno K (z,r) je loptasta oblast sa centrom u
tacki = i polupreCnikom r.




Zatvorene kugle u
n - dimenzionom Euklidskom prostoru.

Neka je n > 1 prirodan broj, »r > 0 i x € R™.
Skup

Klz,r] = {y € R" : d(z,y) <}

naziva se zatvorena kugla sa centrom u tacki
x polupreCnika r.

U skupu R zatvorena kugla K (x,r) je zatvoreni
interval [z —r,x 4 r].

U skupu R? zatvorena kugla K [z,r], gde je
xr = (x1,x2), je skup svih (y1,yp) za koje je
\/(?/1 —21)% 4 (y2 — 22)? < r, odnosno K [z,7]
je krug sa centrom u tacCki x i polupreCnikom
T.

U skupu R3 zatvorena kugla K [z, 7], gde je z =
(zx1,x0,x3), je skup svih (y1,y2,y3) za koje je
\/(?/1 —21)% + (y2 — 22)° + (y3 — 23)° < r, odno-
sno K [z,r] je lopta sa centrom u tacCki x i
polupreCnikom r.




Otvoreni skupovi u
n - dimenzionom Euklidskom prostoru.

Okolina tacke =z € R™, u oznaci O (x), je pod-
skup od R™ koji sadrzi kuglu K (x,r), za neko
r > 0.

U skupu R? okolina tacke z = (z1,z5) € R? je
svaki skup O (x) koji sadrzi neku kruZnu oblast
sa centrom u tacki (x1,x2).

Skup G C R" je otvoren ako je okolina svake
svoje tacCke.

Otvorena kugla K(xz,r) C R" je otvoren skup
u R", zato 3to za proizvoljno y € K(xz,r) i s =
r—d(z,y) iz d(y, z) < s sledi

d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) +s=r,
odnosno za svako y € K (z,r) je K (y,s) C

(z,71).

Tacka a € X C R"™ je unutrasSnja tacka skupa
X ako postoji neka kugla K (a,r) takva da je
K (a,r) C X.



Zatvoreni skupovi u
n - dimenzionom Euklidskom prostoru.

Skup F C R™ je zatvoren ako je njegov kom-
plement R™\ F' otvoren.

Zatvorena kugla K[z,r] C R" je zatvoren skup
u R™, zato 5to za proizvoljno y € R™ takvo da
jeyg K(x,r) i s=d(x,y)—riz d(y,z) < s sledi

d(xaz> Z |d($,y) o d(y,2)| —
— d(ajay) o d(y7 Z) > d(CB,y) — S =T,

odnosno za svako y € K [x,r] je
K (y,s) N K [z,r] =0,
to jest

K (y,s) C R"\K [z,7].



Realne funkcije
dve realne nezavisne promenljive.

Razmatracemo funkcije dveju realnih nezav-
isno promenljivinh z = f (xz,y), gde je f pravilo
koje taCkama (z,y) (uredenim parovima realnih
brojeva z i y) dodeljuje realne brojeve z. Skoro
Svi pojmovi uvedeni za funkcije dveju nezavisno
promenljivin bez veCih teSkoCa se prenose i na
funkcije vise nezavisno promenljivih.

Kada je funkcija f zadata formulom (analitic-
Kim izrazom) onda se odreduje najveci podskup
X xy-ravni u Cijim taCkama funkcija uzima
realne vrednosti. Taj podskup je njena oblast
definisanosti ili definicioni skup.

Neka je funkcija z = f (x,y) definisana na pod-
skupu X xy-ravni. Tada se svakoj tacki (x,y) €
X pridruZuje (dodeljuje) tacka (z,y, f (z,y)) u
trodimenzionom prostoru. Skup svih tacaka
(z,y, f(x,y)) kada (z,y) € X zove se grafik
funkcije z = f (x,y) .
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Granicna vrednost.

Neka je f (x,y) funkcija dveju realnih nezavisno
promenljivih, definisana na nekom podskupu
X C R?, gde X sadrZi neku kruZnu oblast sa
centrom u tacki (xg,yg), sem, mozda, tacku
(zg,yp) . Funkcija f (x,y) ima graniCnu vred-
nost b u tacki (zg, yg) ako za svako € > 0 postoji
0 = 6 (e,x0,yp) > 0 tako da je |f (x,y) —b| < ¢
kad god je 0 < \/(:c—:co)2+(y—yo)2 < 0.
Tada, kao kod funkcija jedne nezavisno promen-

ljive, pisemo lim f(x,y) =0b.
(z,y)—(x0,y0)

Za funkcije jedne nezavisno promenljive defin-
isali smo levu i desnu graniC-nu vrednost u
taCki zg, odnosno posmatrali priblizavanje tacki
xo S leve i s desne strane. U sluCaju funkcije
dveju realnih nezavisno promenljivin posmatra-
mo priblizavanje tacCki (zg,yg) PO svakoj krivoj,
pa ako graniCna vrednost postoji, ona mora
biti jedinstvena bez obzira po kojoj Krivoj se
priblizavamo tacki (xq,yg) -
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Osobine graniCne vrednosti funkcije dveju ne-
zavisno promenljivinh analogne su osobinama gra-
nicnih vrednosti funkcija jedne nezavisno pro-
menljive.

Pored granicne vrednosti lim f(x,y)
(z,y)—(z0,%0)

mogu se posmatrati i takozvani ponovljeni, to
jest uzastopni limesi. Naime, moZzemo traziti
graniCnu vrednost kad nezavisno promenljive
uzastopno teze granicama, to jest

Jm (;ggof (azy)) i (xgngof (z, y)) :
U prvom sluCaju se pretpostavlja da je x kon-
stanta razliCita od xg a u drugom da je y kon-

stanta razliCita od yp.

GraniCna vrednost funkcije dveju nezavisno pro-
menljivin ne mora biti jednaka ponovljenim li-
mesima te funkcije.

12



Neprekidnost.

Neka je taCka (xqg,yg) unutrasSnja tacka oblasti
definisanosti X C R? funkcije f (z,y) dveju ne-
zavisno promenljivih. Funkcija f (x,y) je nepre-
Kidna u tacki (g, yg) ako za svako € > 0 postoji
0 (e,x0,y0) > 0 tako je (z,y) € X vazi

|f (z,y) — f(z0,90)| <€

kad god je

(z,y) € X i (z —20)2 + (y — y0)2 < 6.

Prema tome funkcija f (z,y) neprekidna u tacki
(zo,yo) € X ako i samo ako je

lim JY) = : :
(:U,y)—>(a:o,yo)f (z,y) = f (z0,v0)
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Funkcija f : X ¢ R?2 — R je neprekidna na
skupu Y, Y C X, ako je neprekidna u svakoj
tacCki skupa Y.

Neprekidnost funkcije f (x,y) po svakoj od neza-
visno promenljivih z i y razlikuje se od neprekid-
nosti funkcije f (xz,y) kao funkcije dveju neza-
visno promenljivih. Naime, funkcija f (z,y) je
neprekidna po x za fiksirano y = yg, ako je

mll_@Of (z,y0) = f (zg,yp). Analogno za neprekid-

nost po promenljivoj y.

Ako su funkcije f (x,y) i g(x,y) neprekidne u
tacCki (zg,yp), tada su u toj tacki neprekidne

| funkcije f(z,y) £g(z,y), f(z,y) g9(z,y), ai

ggizg pod uslovom da je g (zo,yg) # O.
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Slicno kao kod funkcija jedne nezavisno pro-
menljive, neprekidnost funkcije z = f (x,y) u
tacki (xg,yg) Njenog domena moze se izraziti i
u terminima prirastaja funkcije f (z,y). Naime,
razlika A z = f(xo+ A z,y0+ 2 y) — f (x0,%0)
se zove prirastaj funkcije koji odgovara prirastaj-
ima A x i Ay argumenata = i y. Tada je jed-
nakost
lim f(z,y) = f (z0,y0)
(z,y)—(z0,Y0)
ekvivalentna jednakosti
lim A z=0,
Ax—0

Ay—0

kojom se opisuje uslov da je funkcija
z = f (x,y) neprekidna u tacki (xg,yp) -

Ako je funkcija z = f (z,y) neprekidna u ograni-
cenoj i zatvorenoj oblasti X C R2, tada ona na
X dostiZze najmanju i najveCu vrednost.
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Parcijalni izvodi i diferencijal.

Neka je (xp,yo) unutrasnja tacka oblasi defin-

isanosti X C R? funkcije f(z,y) dveju neza-

visno promenljivin. Prvi parcijalni izvod po

a: funkcije f(x,y) u tacki (zg,ypg), U Oznaci
(a:o,yo) definiSe se kao

f(zot+ 2oz yo) — f (wo,yo).

lim
Ax—0
Prvi parcijalni izvod po Jy funkcije f(xz,y) u
tacCki (zqg,yo), U Oznaci (:I:O,yo), definisSe se

kao

im f (zo,y0+ & y) — f (z0,v0)
Ay—0 Ay .

Brojioci u razlomcima s desne strane se oznaca-
vaju sa Ag z | Ay z, respektivno, i zovu se deli-
micni prirastaji po x odnosno po y. Prema tome
je

of Ay 2

— (xq, = |lim
8(Oy0) Ar—0 A x

— (xq, = |im
Oy(OyO) Ay—0 Ay
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U oba sluCaja pretpostaviljamo postojanje grani-
cnih vrednosti.

Koriste se i oznake f; (zq,y0) 1 f; (z0,%0) -

Na sliCan nacCin se definisSu parcijalni izvodi funk-
cije od n nezavisno promenljivih, za n > 2.

Primetimo da se pri odredivanju % (zg,yo) Pro-
menljiva y smatra konstantnom, a pri odrediva-

nju g_;(x()’yo) promenljiva x smatra konstant-
nom. Potreban uslov za postojanje parcijalnog
izvoda po x je neprekidnost funkcije f (x,y) po
x za fiksirano y, dok je potreban uslov za pos-
tojanje parcijalnog izvoda po y neprekidnost
funkcije f (x,y) po y za fiksirano x. Medutim,
parcijalni izvod po, na primer, promenljivo] x
moze da postoji i u taCki u kojoj posmatrana
funkcija nije neprekidna kao funkcija dveju neza-
Vvisno promenljivih.
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Geometrijsko tumacenje parcijalnog izvoda.

Posmatracemo povrs S odredenu jednacinom
z = f(x,y) u trodimenzionom prostoru, gde
je f(xz,y) neprekidna funkcija koja ima parci-
jalne izvode u nekoj oblasti X. Zelimo da damo
geometrijsku interpretaciju parcijalnih izvoda
funkcije f (x,y) u tacki (zg,yp) € X, kojoj odgo-
vara tacka (zq,yo, f (xg,yg)) Nna povrsi S.

Prilikom izraCunavanja parcijalnog izvoda % u
tacki (xp,yg) funkciju z = f(x,y) tretiramo
kao funkciju jedne nezavisno promenljive xz, a
y tretiramo kao konstantu, tj. z = f(z,yg) =
f1 (x). Funkcija z = f1 (x) odreduje krivu C

dobijenu presecanjem povrsi S i ravni y = ygo.

Prema geometrijskoj interpretaciji izvoda funk-
cije jedne nezavisno promenljive, dobija se da
je fi (rg) = tan a, gde je o ugao izmedu x—o0se
i tangente krive C' u tacki (xo,v0, f (zg,y0)) -
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1z f1 (z0) = 52 (0, y0), sledi §Z (z0,y0) = tana.

Znadi, % (zg,yp) je koeficijent pravca tangente
u tacki (xo,yo, f (xo0,yo)) krive koja se dobija
presecanjem ravni y = yg i povrsi z = f (x,y).
Prilikom izraCunavanja parcijalnog izvoda gz u
tacki (xzg,yg) funkciju z = f(xz,y) tretlramo
kao funkciju jedne nezavisno promenljive y, a
x tretiramo kao konstantu, tj. z = f (xg,y) =
fo (y). Funkcija z = fi (x) odreduje krivu D
dobijenu presecanjem povrsi S i ravni x = xq.

Prema geometrijskoj interpretaciji izvoda funk-
cije jedne nezavisno promenljive, dobija se da
je f5 (yo) = tan B, gde je g ugao izmedu y—ose
i tangente krive D u tacki (zqo,y0, f (x0,y0)) -

1z f5 (y0) = §2 (20,0), Sledi §Z (w0, y0) = tan B.

Znaci, ‘9—5 (zg,yp) je koeficijent pravca tangente
u tacki (xo,vyo, f (xo0,yo)) krive koja se dobija
presecanjem ravni x = xqg i povrsi z = f(x,y).
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Diferencijabilnost funkcije.

Neka je funkcija z = f (x,y) definisana na pod-
skupu X xy-ravni i neka je (x,y) unutrasnja
taCka skupa X.

Sa A x i Ay oznaCimo priraStaje nezavisno
promenljivih z i y takve da (z+ A z,y+ A y) €
X. Kaze se da je funkcija z = f (x,y) diferen-
Cijabilna u tacki (z,y) € X ako se njen totalni
prirastaj u tacki (x,y) pri priradtajima Ax i Ay
nezavisno promenljivih x i y, tj.

AZ:f(33—|—ACB,y+Ay)—f($,y),
za svaku tacCku (z+ A z,y+ A y) neke kugle
K(xz,r) C X, moZe predstaviti u obliku
ANz=AANx+ B Ay—+
+a(rx,Ay) A+ B(Az,Ay) Ay,
gde su A i B neki brojevi nezavisni od A x i
Ay, aa(bxz,Ay) i B(Az,Ay) neke funkcije
koje teze nuli kad A xz i A y teze nuli.
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Ako je funkcija z = f (x,y) diferencijabilna u
tacki (x,y), tada se linearni (u odnosu na A x
i A y) deo njenog priradtaja zove diferencijal
funkcije z = f (z,y) u tacki (z,y). Diferencijal
funkcije z = f (x,y) se oznaCava sa dz i zapisuje

dz=AANxz+ B Ay.
TadajeAz=dz+arxz+ L Ay.

Poslednji izraz za totalni prirastaj diferencija-
bilne funkcije u tacki (x,y) moZe se napisati u
obliku A z =dz+ o(p), gde je

o(p) = ¢ (& x,Avy)p, p=\/(A )2 + (1 y)?

a funkcija ¢ (A x,Ay) tezi nuli kad A z i Ay
teze nuli.
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Neophodan uslov diferencijabilnosti funkcije.

Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u
nekoj tacki, tada f (xz,y) ima parcijalne izvode

9z j 0z toj tacki, i oni su, redom, jednaki
ox oy

brojevima Ai B, tj. %2(z,y) = A | g’—g(x,y) = B.
Dovoljan uslov diferencijabilnosti funkcije.

Neka funkcija z = f (x,y) ima parcijalne izvode
fz (x,y) 1 fy (x,y) u nekoj okolini tacke (xo,yo)
i neka su f; (z,y) i fy (x,y) neprekidni u tacki
(zo,yo) . Tada je funkcija z = f (x,y) diferenci-
jabilna u tacki (xqg,yo) -

Diferencijabilnosti funkcije
jedne realne promenljive.

Funkcija y = f (z) jedne nezavisno promenljive
Jje diferencijabilna u tacki zg ako i samo ako u
toj tacki ima izvod f/ (zg) . Medutim, za funkcije
vise nezavisno promenljivih ne moze se for-
mulisati sliCan potreban i dovoljan uslov.
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Totalni diferencijal.

Ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna,
tada je njen totalni diferencijal dat sa dz =
ANz~ B Ay Znajuci da je A= 92 | B:g—g,
mozemo dz pisati kao

dz = % A x % Ay.
ox oy
Kao u sluCaju funkcije jedne nezavisno promenljive,
izjednaCicemo diferen-cijale nezavisno promenljivih
sa njihovim prirastajima, tj. Ax=dx i Ay =

dy. Tada se totalni diferencijal zapisuje kao

dz = %da; —+ %dy.
ox oy

Pretpostavimo da je funkcija z = f (z,y) difer-
encijabilna u tacki (x,y) i da je dz = 0 u toj
tacCki. Tada se totalni prirastaj
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0z 0z
N z=—A — A
y ox w_l_@y yr

+a(Ax,Ay) Ax+B(Ax,Ay) Ay

razlikuje od linearnog dela

dz = % A x4+ % Ay
Ox oy
Samo za sumu o A x+ 8 Ay, gde suU a A x
I B Ay, kad A =z — 0 i A y — 0O, infinitezi-
male viseg reda nego sabirci u dz. Ako je dz #
0, linearni deo totalnog prirastaja diferencija-
bilne funkcije se zove glavni deo tog prirasStaja.

Aproksimacija

A z=dz

se Cesto koristi. Napomenimo da je navedena
aproksimacija to preciznija Sto su manje vred-
nosti prirastaja nezavisno promenljivih.
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Parcijalni izvodi slozene funkcije.

Neka je data funkcija z = f(x,y) definisana
u nekom podskupu X zy-ravni i neka su x i y
funkcije jedne nezavisno promenljive t takve da

je
r=g9g((t), y=h(t), to<t<ty.

Pretpostavimo da za bilo koje t € (tg,t1) odgo-
varajucCa tacka (x,y) pripada domenu X funkcije
z = f(x,y). Tada smena z = g (t), y = h(t)
svodi funkciju z = f (x,y) na slozenu funkciju
z= f(g(t),h(t)) jedne realne nezavisno prom-

enljive.
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AKkO u tacCki t postoje izvodi

dx / . dy /
— = t I — =h (1),
=9 o (2)

i ako je funkcija z = f (x,y) diferencijabilna u
tacki (z,y) = (g (t),h (t)), tada slozena funkcija
2= f(g(t),h(t)) ima izvod % u tacki t i vazi
formula

dz  Ozdr  Ozdy

dt ~ Oxdt  dydt’

Teorema o parcijalnim izvodima
slozene funkcije

Neka je funkcija z = f(x1,2o, ... ,zn) diferen-
Cijabilna u tacki (z1g9,x20, ... ,x,0) | Neka su
funkcije
r1 — @1(t17t27 s 7tm)7
L2 — 902(t17t27 cee 7tm)7
Ln — Spn(t17t27 <. 7tm)
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diferencijabilne u tacki (t1g,t20, ... ,tmo), Pri
cemu je

©1(t10,t20, --- »tmo) = 10,
©2(t10,t20, --- stmo) = 20,
en(t10,t20, - -- stmo) = ZTno-
Tada je i slozena funkcija
z = f(p1(t1,to, ... ,tm),p2(t1,t2, ... ,tm),...
QOn(t]_,tQ, c .. 7tm)> — F(t17t27 S 7tm)
diferencijabilna u tacki (t10,t20, ... ,t;0) i Vazi
OF (110,120, - - -»tmo) _
6tj
_ 0f(x10,220,---,Tno) Ov1(t10,t20,- - > tmo)
= +
(95131 8t]
0f(x10,220,---,Tno) Ov2(t10,t20,- - - tmo)
0xo 8tj
0f(x10,220;-- -5 Tno) Oen(t10,t20:- - - tmo)
+ ,
za g =1,2,...,m.
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Diferencijal slozene funkcije.

Ako je z = f (z,y) diferencijabilna funkcija neza-
visno promenljivin = i y, tada je njen totalni
diferencijal dz jednak

0z 0z
dz = —d —d *
P a:-l-ay Y, (*)

gde jedxr =Ax i dy =A y.

Pretpostavimo sada da je z = f(z,y) slozena
funkcija, na primer, da je x = g(u,v) i y =
h (u,v) . Za funkcije x = g (u,v) i y = h (u,v) jOS
pretpostavimo da imaju neprekidne parcijalne
izvode u tacCki (u,v). Kako je z = z(u,v) =
f (g (u,v),h(u,v)), to je

0z
dz = —d —dwv. K
ou u+8v ! (%)
Zamenjujuci u formuli (**) | gj Sa

0z  0z0x 4 92 828y i % _ 0z0x n 0z 0y
Ou  Ordu Oy Ou ov  Oxdv  Oydv’
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uz korisCenje jednakosti

ox . Oy

%du + %dv = dx | a—du -+ —dv = dy,
dobijamo formulu (*). Odatle zakIJuquemo da
je totalni diferencijal funkcije z = f (x,y) dat
formulama istog oblika kada su promenljive x |
y hezavisne i kada promenljive x | y zavise od
drugih promenljivinh. Dakle, totalni diferencijal
funkcije dveju i vise nezavisno promenljivih os-

taje isti (invarijantan je) pri smeni promenljivih.

Napomena. Na osnovu prethodnih rezultata
lako je proveriti sledeCa pravila diferenciranja:

d(xty) =dr=*dy, d(zxy)= xdy+ ydx,
d (f) VAT =W (y % 0).
Yy y
Ona ostaju taCna i kada su x i y diferencija-
bilne funkcije od proizvoljnog konaCnog broja
nezavisno promenljivih, tj. za * = g (u,v,w,...)
iy =h(u,v,w,...).

29



Izvodi viSih redova.

Neka funkcija z = f (z,y) ima parcijalne izvode
u svakoj tacCki oblasti G. Tada su %(m,y) i

% (z,y) nove funkcije dveju nezavisno promen-
ljivih definisane na G. Ako i one imaju svoje par-
cijalne izvode u taCkama oblasti G, dolazimo
do drugih parcijalnih izvoda funkcije f (x,y) i
oznaCavamo ih redom sa

9 (Of\ o, 0°f
e = 5 (gn) = 227" = 52
9 [of\ o, 0%f
= 5 (o0) = oy = 5
o /0f 5, 02 f

Tey = a_(a_):a_f“”:aa’
y \ox Yy Y

9 (of\ o, 0O°f
Tye = %(a—y>—%fy—ayax°

Poslednja dva parcijalna izvoda se zovu mesoviti
parcijalni izvodi drugog reda funkcije z = f (z,y) .
Na isti naCin moZe se govoriti o parcijalnim
izvodima treCeg, Cetvrtog, ... reda funkcije
dveju ili viSe nezavisno promenljivih.
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U vezi sa parcijalnim izvodima, od interesa je
da se raspravi pitanje kada e mesSoviti parci-
jalni izvodi k-tog reda funkcije od n nezavisno
promenljivih biti nezavisni od redosleda diferen-
ciranja. O tome govore naredne dve teoreme,
prva u sluCaju k = n = 2, a druga u opstem
sluCaju.

Teorema 1. Neka je data funkcija z = f (z,vy)
definisana na oblasti G C R? i neka je (zg, yg)

2
neka taCka oblasti G. Ako postoje gi, ‘g?];, a(?cafy'
92 f 0°f  O°f

Dydz u svakoj tacki oblasti G, i 920y Jydz su
neprekidni u tacki (xg,yp), tada vazi jednakost

02 92
ax—afy (z0,%0) = Wé; (z0,Y0)-

Teorema 2. AKo u nekoj oblasti G C R"
funkcija z = f(z1,x2, ... ,zn) iMa neprekidne
sve parcijalne izvode k-tog reda, i neprekidne
mesovite parcijalne izvode k4 1-vog reda, tada
je svaki od tih mesSovitih parcijalnih izvoda neza-
visan od redosleda diferenciranja.
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Diferencijal drugog reda.

Ako funkcija z = f (x,y) dveju nezavisno pro-
menljivin x 1 y ima neprekidne druge parcijalne
izvode u tacki (xqg,yp), onda je diferencijal od
dz, odnosno diferencijal drugog reda funkcije
z = f(x,y), d%z = d(dz), u tacki (zg,yg) Pri
priraStajima dx i dy, jednak

2, — an(iUO,yo) (dgc)Q

28902 2
0 f(xo,yo0) 0< f(x0,yo) 2
2 dxd d )
+ ooy 7 y + 12 (dy)

Izraz na desnoj strani ove jednakosti moze se
simboliCki predstaviti u obliku

a o \?
d°z = | —dz+ —dy| f(z0,y0),
ox oy

2
pri Cemu operator (%dm + %dy) deluje na funkciju
z = f (x,y) na sledeci nacin:
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&-dz4-£-dy treba kvadrirati po binomnom obras-

: o . 0O oy :
Ccu, a zatim stepene od 55 | oy zameniti parci-

jalnim izvodima odgovarajucih redova.

Diferencijali viSih redova.

Ako funkcija z = f(x,y) ima u tacki (zg,y0)
neprekidne sve parcijalne izvode k-tog reda,
tada postoji k-ti diferencijal d*f(zq, yo; dz, dy)
funkcije f u tacki (xg,yg) pri prirastajima dx i
dy nezavisno promenljivih, i jednak je

0 0

k
dkf($07 y01 dx) dy> — (8—d$ _I_ _dy> f (x07 yO) ‘
x oy
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Tejlorova teorema o aproksimaciji

Neka je funkcija z = f (z,y) definisana i nepre-
kidna zajedno sa svim svojim parcijalnim izvodima
do n + 1-vog reda u nekoj otvorenoj okolini V
tacke (xq,vyo), takvoj da iz (x,y) € V sledi da

i duz koja spaja tacke (zg,yg) i (z,y) lezi u
V. Tada za svaku tacku (x,y) € V postoji broj

6 € (0,1) takav da vazi

f(fvy)Zf(ﬂUo,yo)-l- i
o0
+ Zkl <—A$+—yﬁy> f (zo,y0) +

-I-Rn(f,-%‘o,yo;a?,y), (1)

gde je
R (f: 0, 40; 2) = ————
(n+1)!

5 9 n—+1
(%Ax—l_—yAy) f(xzog+02x,y0+0 A 1yg),

| Ax =x — xg, Ay =y — yp.
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Relacija (1) je Tejlorova formula za funkciju
dveju nezavisno promenljivinh. Polinom

i f (x0,y0) +

110 o
kglg %(ﬂf—wo)-l-a—y(y—yo) f (zo,y0) =:
=:Tn (f; 20,90, %, y)

je Tejlorov polinom n-tog stepena oko tacke
(zo,yo) funkcije z = f (x,y).

Ako je (zg,yo) = (0,0), tada se Tejlorova teo-
rema naziva Maklorenovom teoremom a Tejlorov
polinom Maklorenovim polinomom, kao kod
funkcija jedne nezavisno promenljive.
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