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7.3 Kineticka energija robotskog sistema

Razmatramo robotski sistem sa n segmenata (¥;),(V3),....(¥,) koji oblik

otvorenog kinematickog lanca bez grananja. Diferencijal kineticke energije
robotskog segmenta (¥;), mase m;, iznosi (vidi sl. 7.6)

ml
(Vi) _
z A
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ol
/ g
X
Slika 7.6
dE,; = %dmvfﬁ , (7.92)

gde je brzina unutrasnje tatke M, elementarne zapremine dV;, kojoj odgovara
elementarna masa dm, , jednaka ( C,-centar inercije segmenta(V;), @,-ugaona
brzina segmenta (7;)):
Vi =V; =V + @ X p; - (7.93)
Kinetic¢ka energija segmenta iznosi
.
E, = E J'(VCi +o; X pi)' (vCi +w; X p; )dmi . (7.94)
")
Poslednji izraz moze da se dovede na oblik
1. . 1o ~y= =
E, = _Vé’ jdmi Ve X O; J.pidmi +— J.(a)l X P )(wi X P )dmi ) (7.95)
2 Vi) i) Vi)
koji se, prema (7.5) 1 (7.7) (u izrazu (7.7) : A= C) dalje transformise na sledeci
nacin:
E, - %mivé + L [(@, % B, )@, % Y, (7.96)
(@)
Kako je
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(@i x :51) (@i x /31‘): (@i X 0; ) {@i X 0 }: _(a)i)[pid]z{a)i}’ (7.97)
sledi da se (7.96) moze napisati u formi:
By =ymi 4@ Jo ), (7.98)

gde je [J Ci] tenzor inercije segmenta (V;).Uzimajuéi u obzir poznate relacije
(vidi(4.27) i (4.63)):

Vo = Z (l)q , (4.27)
& =Y Qupd” (4.63)
a=
izraz (7.98) dobija oblik (7.99)
1 T s - 7 &= - 2~ .
E,;= Em,[Zl a()? j (ﬂZT (z)‘} J [ZlQa(i)‘} )'[JCi]'[ﬂleﬁ(i)qﬂJ
ili
E, = 1 > Y a,p04%q” (7.100)
2 a=1p=1
gde je
apiy =Ty Ty + (Qaml‘]a ]{Qﬁm } (7.101)
Kinetic¢ka energija robotskog sistema iznosi
E =2 Ey, (7.102)
i1
ili
QA o
E ==Y aupnd®d” - (7.103)
2 oo i

Ocigledno, kineticka energija razmatranog sistema ( a to je slu¢aj za mehanicke
sisteme koji su podvrgnuti skleronomnim vezama) predstavlja homogenu

kvadratnu formu generalisanih brzina ¢',4?,...,¢" . Prema (7.92) i (7.94) sledi

E (z( F£0)>0,
Ek(g(q")z=0>=o,

odakle proistic¢e da je (7.103) pozitivno definitna kvadratna forma generalisanih
brzina. Izraz (7.103) moze da se napiSe i u obliku

(7.104)
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=—ZZaaﬂq q’ (7.105)
a 18=1
gde je (vidi (7.103) 1 (7.105)
o =, mi(fa(i)){fﬁm }+ (éa(i) lJcl']{éﬁm}, (7.106)

i=1 i=1
pri ¢emu je ocigledno
aaﬂ(qlaqza‘“’qn) = aﬂa(ql’qza‘”’qn)a (7107)

Izraz (7.106) moze da se napiSe i u obliku

4,y =3 m Ja -aiﬂwz [ b -a”’ dm, (7.108)
i1 0q” Oq i=1 (Vi) oq” aq

pri ¢emu su uzete u obzir poznate relacije

o, - 0p; = -
Lo =T, 'Da =Q, %Py [ ]=- f[pid]zdmi (7.109)
oq“ oq Vi)

Koeficijenti a,; kvadratne forme (7.105) po generalisanim brzinama nazivaju

se kovarijantnim® koordinatama osnovnog matrickog tenzora a matrica
[aaﬂ]e R™", naziva se osnovni metric¢ki tenzor. Primetimo da izraz (7.107)

moze da se napise i u obliku (vidi (4.11) i (4.21))

dop = Z (a(l)){TB(t)} Z B Ep(6ur) 1 s (7.110)

i=af i=aff

8. Diferencijalne jednacine kretanja robotskog sistema

8.1 Kovarijantni oblik diferencijalnih kretanja robotskog sistema

Razmatramo robotski sistem u obliku otvorenog kinematickog lanca bez
grananja koji je sacinjen od segemenata [Vl],[Vz],...,[l/n], jednacine veza

L4 . v T K .
Izraz preuzet iz tenzorskog racuna-vidi, na primer, ()
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kojima je sistem podvrgnut (veze su holonomne, skleronomne i idealne)
omogucavaju, kako je ranije reCeno, da se odabere sistem nezavisnih

generalisanih koordinata (¢',47,...,¢") koji omoguéava da se kineticka energija

(7.103) napise u kona¢noj formi u funkciji nezavisnih generalisanih koordinata
i njihovih izvoda po vremenu (ako je u pitanju zatvoreni kinematicki lanac,
dopunske veze u opStem slucaju ne mogu da se dovedu u konacnoj formi na
relacije koje izrazavaju eksplicitnu zavisnost zavisnih koordinata u funkciji
nezavisnih generalisanih koordinata). U tom slucaju diferencijalne jednacine
kretanja mogu biti predstavljene u obliku Langranzevih jednacina druge vrste

(izrazenih samo u funkciji nezavisnih generalisanih koordinata (¢',¢°,...,¢") i
njihovih prvih i drugih izvoda po vremenu), tj., u obliku
E E
i a_.k _a_k:Q}/’ }/:1’2""”15 (8.1)
dt\ o¢” ) 0oq”
gde je O, -generalisana sila sistema aktivnih, sila koje deluju na razmatrani

robotski sistem, koja odgovara nezavisnoj generalisanoj koordinati
q’, (y=12,...,n) . Kako je (vidi ( 7.103))

OE, ” g 1 a

et S 2
sledi (prema (7.107)):

OE, & o

aq—./;=§aa7q . (8.3)
Daljeje

4 > @ 474 8.4

7 Zaaﬂ +ZlﬁZlaﬁqq : (8:4)

Oéigledno je da poslednji izraz moze da se napiSe i u obliku

d J iawq L1 z Z (661 aaﬂ;’ ]q-aq-ﬂ, (8.5)

dt 2 mpm oq”

~

Parcijalni izvod kineti¢ke enrgije po nezavisnoj generalisanoj koordinati ¢”

iznosi
CE, 1 Ay .
O, Lg% S jagr, (8.6)
oq” 24015 16q
tako da jednacine (8.1) dobijaju oblik
Zaayq +eraﬂyq q Q . (87)

a=1p=1
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Ovakav oblik diferencijalnih jednacina kretanja naziva se kovarijantnim.U
poslednjem izrazu koeficijenti homogene kvadratne forme po generalisanim
brzinama iznose

Oa Oa Oa
Fa/i’y =l By 4 Ta _ af , (8.8)
720 g eq”  oq”

i nazivaju se Kristofelovi simboli prve vrste. Ovi simboli imaju ociglednu
osobinu

Vs =0pu,s @By =12,n ., (8.9)
Ostale osobine Kristofelovih simbola, koje se odnose na sistem u obliku

otvorenog kinematickog lanca, bi¢e navedene u kasnijem izlaganju.Prema
(7.108) dobijamo

dag, & ( Ory Oy Oy Oy J+

m;

oq° = '\ oq“oq” 09" oq” 0q“dq” (8.10)

" 2~ - 2~ ’ ’
N ( 6ap,-ﬁ_6p,- ap/,i_ 6ap, Jdm,-
islan\ 0¢“0q” 09" 0q” 09" 0q”
odakle sledi (vidi (8.8))
I 07, O, OF, T, 7, O, |
e 1 04°0q” oq7 g oq°cq”  q"0q" 0q“ |
m;

i ore  0'Fy O’y Ory  Ofy  OF

dq” 0q”0q” 0q°dq” 0q° 09% 0q”0q”

N | —

v N A )
| 0g”0q” oq” 0q” 0q“0q” oq’0q” 0q”
+> ] dm,

Man| 0P, _O'pi OB, 0pi _0pi 9
dq” 8q“0q” 0q“oq” 0q” o0q* oq”oq"

(8.11)
i
n 7 n 22 P
=Sm, aarclﬂ o, aap,.ﬂ P g (8.12)
i=1 8q oq” oq” i=1 (Vi) 0q“0q” 0oq”
Poslednja relacija prema (7.73), (7.84) i (4.35) dobija oblik
Lopo = Zl i @(é@ XT@m)Tw') +
(8.13)

T M:

[./[ ap(i) > (aﬁ(z) 'Bi)'(éy(i)xlai)dmi,
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koji se, uzimajuéi u obzir relaciiju

Q%U) % (é@m X pi Xéym X p; )= (ﬁﬁm P lé@m ' éy(i) X p; J=

- Z = , (8.14)
= (Qmi) <€, ){/’i P! ){Q@m}
dalje transformise u izraz
Ly = ;mié_gaﬁ(gaﬁ x T@m){fm) }+
., (8.15)
+2 ,[(Q@'(i) x€2 ) ,[{131 }(/31 )dmi '{Q@'(i)}
=L (vi) Vi)
Ocigledno je da vazi
é:iz S $iG
I{ﬁz }(/31 )dmi = I S 77i2 n¢;: dm;, (8.16)
" v ¢S G giz
ili
Iégizdmi Iéiﬂidmi Igigidmi
Vi) Vi) Vi)
I{ﬁz }(/31 )dmi = Ini‘fidmi Inizdmi Inié/idmi > (8.17)

i) i) i) )

Igigidmi Iginidmi Igizdmi

L (i) i) i)

Desna strana poslednje relacije predstavlja planarni tenzor inercije Il.
segmenta [Vl] Dijagonalni elementi toga tenzora predstavljaju planarne
momente inercije segmneta [V;] u odnosu na koordinatne ravni
mCi¢i» 6:.CiSis 15, Cis-
Jpee = |EldmJ . = [nidm, Joc, = [&ldm,, (8.18)
i) Vi) i)

dok vandijagonalni elementi toga tenzora predstavljaju centrifugalne momente
inercije J, . ,J..,J., segmenta [V.] sracunate u odnosu na koordinatni

1
sistem O&7,¢,. Nadalje éemo pomenuti tenzor inercije oznalavati sa [IT, ]

vodeé¢i racuna o Cinjenici da su njegovi elementi (koordinate) odredeni u
odnosuna C;&;n,;:
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JﬂiCiff in’ﬂ inﬁ
[Hi] = leitji Jg”iafi Jm'ﬁ (8.19)
J§ il J@ 7; inCi i

Uvodenjem (8.19) Kristiofelovi simboli prve vrste (8.15) mogu da se napiSu u
obliku

Zm 68ozﬁ( aﬁ’ aﬂ(z)) {Ty(i)}"'
+ ; (é@(i) x é7(1‘) Ini ]{é?ﬁ(i)}

Kako je navedeno ranije (vidi(8.9)) Kristofelovi simboli prve vrste
zadovoljavaju uslov

(8.20)

gy =Tpays By =12,n., (8.21)
Medutim, zadovoljavaju i uslov

Voperr = Vap . (8.22)
i prema (8.9)

Vapapr = Vyapap, (8.23)
odakle sledi i

Primetimo da izraz (8.20) moze da se napiSe i u formi

¢ ( Taﬂ(z)) {Tym}*

N R (1 o

Izraz (8.7) u potpunosti je odreden izrazima (8.25) i (7.110). Za potpuno
odredivanje kovarijantnog oblika diferencijalnih jednacina kretanja (8.7)
robotskog sistema potrebno je odrediti i generalisane sile O, (o =1,2,..,n) koje

=2 m
"‘" (8.25)
+ 2
i=affy

deluju na robotski sistem.



