
Универзитет у Београду

Машински факултет

Механика робота

Вежбе - осма недеља

Београд, 2023.
NR



Задатак 14 За Задатак 13 одредити Jакобиjан трансформациjе.

qa = φa
(
q1, q2, q3, ..., qn

)
⇒ q̇

a
=

∂φa

∂qα
q̇α ⇒

{
q̇
}
= [J ] {q̇}

У конкретном случаjу:
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СЛУЧАJ ПОЗИЦИОНИРАЊА
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СЛУЧАJ ОРИJЕНТАЦИJЕ
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Задатак 14: случаj позиционирања Полазимо од вектора брзине
врха хватаљке (погледати Задатак 11):

−→
V H =

n∑
β=1

−→τ β(n)
q̇β (1)

где су квазибазни вектори:

−→τ β(n)
= ξβ e⃗β ×

−→
R τβ(n)

+ ξβ e⃗β (2)

док jе
−→
R τβ(n)

вектор положаjа врха хватаљке у односу на зглоб сегмента
β:

−→
R τβ(n)

=
n∑

α=β

(ρ⃗αα + ξαe⃗αq
α) (3)
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На основу израза (1) следи:

−→
V H =

n∑
β=1

−→τ β(n)
q̇β = −→τ 1(3) q̇

1 +−→τ 2(3) q̇
2 +−→τ 3(3) q̇

3

Дакле: 
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С обзиром на то да jе: 
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
уочавамо Jакобиjан трансформациjе за случаj позиционирања:

[JI] = [D] =
[−→τ 1(3)

∣∣∣ −→τ 2(3)

∣∣∣−→τ 3(3)

]
Потребно jе обратимо пажњу и на координатни систем у односу на коjи
ћемо одредити све величине:

−→
V

(0)
H = −→τ (0)

1(3)
q̇1 +−→τ (0)

2(3)
q̇2 +−→τ (0)

3(3)
q̇3

Дакле:
[JI] = [D] =

[−→τ (0)
1(3)

∣∣∣ −→τ (0)
2(3)

∣∣∣−→τ (0)
3(3)

]
Из искуства са решавањем претходних задатака можемо да предвидимо
да ће сваки од квазибазних вектора бити одређен у односу на локални
координатни систем β, те ће се претходни израз свести на:

[JI] = [D] =
[
[A0,1]

−→τ (1)
1(3)

∣∣∣ [A0,2]
−→τ (2)

2(3)

∣∣∣ [A0,3]
−→τ (3)

3(3)

]
Ипак, до тога ћемо доћи поступно. Прво ћемо одредити квазибазни век-
тор −→τ 1(3) на основу израза (2):

−→τ 1(3) = 1 · e⃗1×
−→
R τ1(3)

+0 · e⃗1 ⇒ −→τ (1)
1(3)

= e⃗
(1)
1 ×

−→
R (1)

τ1(3)
=

[
e
d(1)
1

]{−→
R (1)

τ1(3)

}
(4)

Сада jе потребно одредити вектор
−→
R (1)

τ1(3)
на основу израза (3):

−→
R (1)

τ1(3)
= ρ⃗

(1)
11 +ρ⃗

(1)
22 +ρ⃗

(1)
33 =

{
ρ⃗
(1)
11

}
+[A1,2]

{
ρ⃗
(2)
22

}
+[A1,3]

{
ρ⃗
(3)
33

}
=


−1, 475
−1

0, 1498


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На основу израза (4) следи:

−→τ (1)
1(3)

=


0

−0, 1498
−1


Сличан поступак се понавља за наредна два квазибазна вектора (за де-
таљниjи поступак погледати Задатак 11):

−→
R (2)

τ2(3)
=

{
ρ⃗
(2)
22

}
+ [A2,3]

{
ρ⃗
(3)
33

}
=


−0, 5
−1
0


−→τ (2)

2(3)
=

[
e
d(2)
2

]{−→
R (2)

τ2(3)

}
=


0
0
0, 5


−→
R (3)

τ3(3)
= ρ⃗

(3)
33 =


−0, 5
0
0


−→τ (3)

3(3)
=

[
e
d(3)
3

]{−→
R (3)

τ3(3)

}
=


0
0
0


Пошто квазибазни вектори нису одређени у односу на непокретни коор-
динатни систем, након неопходних трансформациjа одређуjемо Jакоби-
jан трансформациjе за случаj позиционирања:

[JI] = [D] =
[
[A0,1]

−→τ (1)
1(3)

∣∣∣ [A0,2]
−→τ (2)

2(3)

∣∣∣ [A0,3]
−→τ (3)

3(3)

]

[JI] = [D] =

 0 0, 148 0
0, 054 −0, 095 0
−1, 01 0, 468 0


С обзиром на то да Декартове координате представљаjу такозвани

"базни случаj", оваj Jакобиjан трансформациjе jе све време такође обе-
лежаван као матрица [D], и биће коришћена у случаjу када у оквиру
непокретног Декартовог координатног система уводимо друге непокрет-
не координатне системе (поларно-цилиндрични и сферни).
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Позиционирање: поларно-цилиндричне коор-
динате

Jакобиjан за случаj позиционирања jе већ одређен за Дакартов ко-
ординатни систем: 
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Поларно-цилиндрични координатни систем се уводи у оквиру Декарто-
вог координатног система:

xH = ρ cosφ ρ =
√
x2
H + y2H

yH = ρ sinφ ⇒ φ = arctg
yH
xH

zH = z z = zH

Овде се може приметити да се jављаjу сингуларитети када су xH и yH
истовремено jеднаки нули, тj. ниjе дозвољено кретање по оси Oz.

Jакобиjан трансформациjе за поларно-цилиндрични координатни си-
стем jе: 
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ż
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
На основу везе између Декартовог и поларно-цилиндричног координат-
ног система, следи: 
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ẏH
żH
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∂ρ

∂yH
∂φ

∂yH
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∂zH
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∂zH
∂φ

∂zH
∂z



ρ̇
φ̇
ż


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
ẋH

ẏH
żH

 =

cosφ −ρ sinφ 0
sinφ ρ cosφ 0
0 0 1


ρ̇
φ̇
ż

 = [L]


ρ̇
φ̇
ż

 (6)

Пошто су jеднаке леве стране jедначина (5) и (6), можемо изjедна-
чити и њихове десне стране:
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
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Дакле: 
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ż

 = [L]−1 [D]
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
Тj.

[JI] = [L]−1 [D]

Позиционирање: сферне координате
Сферне координате се такође уводе у оквиру Декартовог коорди-

натног система, на следећи начин:

xH = r sin θ cosφ r =
√

x2
H + y2H + z2H

yH = r sin θ sinφ ⇒ φ = arctg
yH
xH

zH = r cos θ θ = arctg
√

x2
H + y2H
zH

Овде се може приметити да се такође jављаjу сингуларитети када су xH

и yH истовремено jеднаки нули, тj. ниjе дозвољено кретање по оси Oz.
Међутим, сингуларитет се jавља и при проласку кроз координатни по-
четак, тj. када jе xH = yH = zH = 0.

Jакобиjан трансформациjе се одређуjе на исти начин:

[JI] = [L]−1 [D]
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али матрица [L] се наравно разликуjе!

[L] =


∂xH

∂r

∂xH

∂φ

∂xH

∂θ
∂yH
∂r

∂yH
∂φ

∂yH
∂θ

∂zH
∂r

∂zH
∂φ

∂zH
∂θ

 =

sin θ cosφ −r sin θ sinφ r cos θ cosφ
sin θ sinφ r sin θ cosφ r cos θ sinφ

cos θ 0 −r sin θ



Занимљиво: матрица трансформациjе у функциjи Хамилтон-
Родригових параметара Може се формирати дуални обjекат:[

θd
]
=

2

λ0

[
λd
]

где jе: [
λd
]
=

 0 −λ3 λ2

λ3 0 −λ1

−λ2 λ1 0


и формирати матрица трансформациjе:

[A] = [I] + 2
[
λd
]2

+ 2λ0

[
λd
]
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