
Ma²inski fakultet u Beogradu Veºbe iz Elektrotehnike

Ovaj dokument sadrºi zadatke iz predmeta Elektrotehnika na Ma²inskom fakultetu u Beogradu.
Zadaci su koncipirani tako da prate tematske celine sa predavanja i omogu¢avaju veºbanje
klju£nih pojmova i metoda. Zadaci su numerisani i raspore�eni prema oblastima koje se
obra�uju na predavanjima. Preporu£uje se da poku²ate samostalno da re²ite svaki zadatak,
a zatim uporedite svoj postupak sa ponu�enim re²enjima. Posebnu paºnju obratite na analizu
vektorskih veli£ina, jedinica i �zi£kih pretpostavki. U nekim zadacima data su i potpitanja koja
podsti£u razumevanje i diskusiju. Kroz zadatke ¢ete uo£iti slede¢e oznake:

-
Za vaºne komentare i mesta gde studenti £esto gre²e.

®
Za dodatna pitanja vezano za zadatak.

�
Za one koji ºele da rade vi²e - ne dolazi na ispitu!.

�
Za ideju, komentar na izvo�enje.

ò
Za preporuku uz zadatak.

Konsultacije: Za dodatna poja²njenja i pitanja u vezi sa predmetom moºete me kontaktirati
putem:

� Email: vbecejac@mas.bg.ac.rs

� Uºivo: tokom termina konsultacija sredom u 10 £asova u Laboratoriji za elektrotehniku
i elektroniku (soba 2, pored Studentske sluºbe).
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Ma²inski fakultet u Beogradu Veºbe iz Elektrotehnike

1.

1 Elektromagnetizam

1. Kroz tri veoma duga£ka, tanka, paralelna pravolinijska provodnika, koji su u popre£nom
preseku raspore�eni kao na slici, postoje struje I1 = I3 = 1 A i I2 = 2 A. Izra£unati vektor
magnetske indukcije u ta£ki A, ako je a = 2 cm.

Re²enje:Algebarski intenzitet vektora magnetske indukcije, prema referentnim smerovima

prikazanim na slici od duga£kog provodnika je B =
µ0I

2πr
.

Primetimo da, kako vaºi I1 = I3, zbog simetrije imamo samo x-komponentu.

B1x = B3x =
µ0I1

2πa
√
2
·
√
2

2
=

µ0I1
4πa

,

dok je

B2 =
µ0I2
2πa

ix.

Kona£no,

B = 2B1xix +B2 =
µ0I1
2πa

ix +
µ0I2
2πa

ix

=
µ0

2πa
(I1 + I2) ix =

��4π · 10−7

���2π · 2 · 10−2
3ix

= 3 · 10−5ix = 30 µT ix.

2. Izra£unati magnetsku indukciju od duga£kog solenoida, kruºnog popre£nog preseka,
polupre£nika a = 1 cm i duºine b = 50π cm, smatrati da je b ≫ a. Broj zavojaka na solenoidu
je N = 500 i u njima je uspostavljena stalna struja ja£ine I = 1 A.
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Re²enje: Solenoid je nosa£ na koji je ravnomerno i gusto namotana izolovana ºica u jednom
sloju. Na ovaj na£in je dobijen spiralni namotaj. Na slici su zavojci nacrtani razmakntuo, zbog
preglednosti, ali se u praksi postavljaju toliko blizu da im se izolacije dodiruju.

Magnetska indukcija duga£kog solenoida je data formulom

B =
µ0NI

b
=

4π · 10−7 · 500 · 1
50π · 10−2

= 40 · 10−5 = 400 µT.

Ja£ina magnetskog polja duga£kog solenoida je homogena unutar njega, sve dok se ne pribliºimo
otvorima.

Na slici su prikazane linije polja vektora magnetske indukcije re�e namotane ºice oko drºa£a,
linije polja, po pravilu izlaze iz svernog pola (N) i ulaze u juºni pol (S), prave¢i u ovom slu£aju
veliku petlju izvan solenoida. Vidljivo je da dosta linija �beºi� van solenoida. Unutar solenoida
polje je i dalje prisutno, ali je manje homogeno i slabije koncentrisano. Dakle, imamo ve¢i
rasipni �uks.

Kod gusto zbijenih zavojaka, linije su veoma guste unutar solenoida i gotovo sve su paralelne.
Ukoliko je solenoid teorijski beskona£no duga£ak, magnetske indukcije van njega nema.

N

S

B

N
B

S

3. Kontura prikazana na slici se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije B, kao
na slici. U konutri je upostavljena stalna struja ja£ine I. Odrediti magnetsku silu na konturu.
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Re²enje: Magnetska sila koja deluje na jedan strujni element konture je data izrazom

dF = I dl×B.

Rezultantnu silu dobijamo vektorskim sabiranjem sila na sve strujne elemente konture, tj.

F = I ·
�
�

�
�
�>
0(˛

C

dl

)
×B = 0.

-
Rezultantna magnetska sila na strujnu konturu (zatvoren put) u homogenom
magnetskom polju je uvek nula. Me�utim, iako je ukupna sila nula, na razli£ite
delove konture mogu delovati lokalne magnetske sile, koje mogu izazvati moment
sile.

4. Tri duga£ka pravolinijska provodnika leºe u ravni crteºa, kao na slici, pri £emu je a = 25
mm i b = 30 mm. U provodnicima su uspostavljene stalne struje I1 = 10 A, I2 = 15 A i I3 = 20
A. Izra£unati vektor poduºne magnetske sile na provodnik sa strujom I3, F′

3.

Re²enje: Potrebno je odrediti izraz za vektor magnetske indukcije koji provodnici sa
strujama I1 i I2 stvaraju na mestu provodnika sa strujom I3. Dobijamo

B = B1 +B2 =
µ0I1
2πa

(−iz) +
µ0I2
2πb

iz =
µ0

2π

(
−I1

a
+

I2
b

)
iz.

Sada je

dF3 = I3 dl3 ×B = I3 dl · (−iy)×
µ0

2π

(
−I1

a
+

I2
b

)
iz

=
µ0I3
2π

dl ·
(
−I1

a
+

I2
b

)
(−ix) ,

pa je

F3 =
µ0I3
2π

l ·
(
I1
a
− I2

b

)
ix.
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Poduºna magnetska sila je

F
′

3 =
µ0I3
2π

(
I1
a
− I2

b

)
ix

=
4π · 10−7 · 20

2π

(
10

25 · 10−3
− 15

30 · 10−3

)
ix

= −400ix µN/m.

5. Na slici je prikazana kontura koja se sastoji iz jednog polukruºnog dela, polupre£nika a
i jednog pravolinijskog segmenta duºine 2a. U konturi je uspostavljena struja ja£ine I i nalazi
se u homogenom magnetskom polju, indukcije B. Odrediti magnetsku silu na polukruºni deo
konture.

Re²enje: I na£in: Kako se kontura nalazi u homogenom magnetskom polju, rezultantna
magnetska sila na nju je jednaka nuli. Dakle,

Frez = Fprav + Flu£ni = 0 =⇒ Flu£ni = −Fprav.

Sila na pravolinijski deo je

Fprav = I ·
(ˆ N

M

dl

)
×B = I

(ˆ N

M

dl · ix
)
×B · iy = I · 2a · ix ×B · iy = 2IaB · iz,

pa je
Flu£ni = −2IaB · iz.

II na£in: Strujni element dl se moºe razloºiti na komponetne
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dl = a (− sinϕix + cosϕiy) dϕ

pa je sila na jedan strujni element

dFlu£ni = Ia (− sinϕix + cosϕiy) dϕ×B · iy
= −IBa sinϕ dϕ · iz,

a ukupna sila se dobija integracijom

Flu£ni = −IBa

ˆ π

0

sinϕ dϕiz = IBa cosϕ

∣∣∣∣π
0

iz = −2IBa · iz.

6. (Za samostalni rad) Dva duga£ka pravolinijska provodnika se nalaze na udaljenosti od
2,5 cm. Sila po jedinici duºine koju svaka ºica deluje na drugu je 40 µN/m. Struja u jednoj
ºici iznosi 0,6 A. �ice se me�usobno odbijaju. a) Izra£unati struju u drugoj ºici i b) da li su
struje istog ili suprotnog smera?

Rezultat: a) I2 = 8, 33 A i b) suprotnog smera.

7. Primenom Amperovog zakona izvesti izraz za ja£inu magnetskog polja u okolini besko-
na£no duga£kog pravolinijskog provodnika u kome je uspostavljena stalna struja ja£ine I.

Re²enje: Amperov zakon moºemo koristiti u situacijama sa visokim stepenom simetrije
(cilindri£na i ravanska geometrija). U ovom slu£aju je u pitanju cilindri£na geometrija. Zbog
simetrije, linije polja vektora magnetske indukcije su koncentri£ne kruºnice centrirane na osi
provodnika.

Uzmimo jednu Amperovu konturu koja ima oblik kruºnice polupre£nika r. Usmerenje kon-
ture se poklapa sa smerom linija polja magnetske indukcije, kao na slici. Amperov zakon je

˛
C

B · dl = µ0 ·
∑
krozC

I = µ0

ˆ
S

J · dS.

Dakle, cirkulacija vektora magnetske indukcije jednaka je struji koja je pro²la kroz povr² oslo-
njenu na konturu, pomnoºena za konstantu, permeabilnost vakuuma.
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U svim ta£kama Amperove konture, vektor magnetske indukcije je konstantan i kao takav
moºe iza¢i ispred integrala, pa se dobija

B · 2πr = µ0I =⇒ B =
µ0I

2πr
.

®
Da li se primenom Amperovog zakona moºe odrediti magnetska indukcija u okolini
provodnika kona£nih dimenzija?

�
U op²tem slu£aju Amperov zakon NE vaºi. Prvi koji je dao ta£an oblik Amper-
ovog zakona bio je ²kotski �zi£ar i matemati£ar Dºejms Klerk Maksvel, koji je u
svom £uvenom delu iz 1865. godine A Dynamical Theory of the Electromagnetic

Field demonstrirao da elektri£no i magnetsko polje putuju kroz prostor kao talas
brizinom svetlosti. Uop²ten Amperov zakon koji vaºi i za slu£aj brzopromenljivih
polja glasi ˛

C

H · dl =
ˆ
S

(
J+

∂D

∂t

)
dS.

Na ovaj na£in je Maksvel predvideo i da elektri£no polje moºe da indukuje mag-
netsko. Maksvelovo predvi�anje je potvr�eno ne²to kasnije kada je 1888. godine
nema£ki �zicar Hajnrih Herc eksperimentalno dobio elektromagnetski talas.
Amperov zakon koji je ovde spominjan vaºi ekzaktno za stacionarna polja u vaku-
umu.

8. Primenom Amperovog zakona odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u proizvoljnoj
ta£ki prostora od duga£kog pravolinijskog provodnika polupre£nika a u kome je uspostavljena
stalna struja ja£ine I, ravnomerno raspore�ena po popre£nom preseku provodnika.

Re²enje: U zadatku imamo cilindri£nu geometriju. Linije polja vektora magnetske in-
dukcije su koncentri£ne kruºnice centrirane na osi provodnika. Moºe se primeniti Amperov
zakon. Razlikujemo dva slu£aja, kada odre�ujemo vektor magnetske indukcije unutar i izvan
provodnika. Posmatrajmo popre£ni presek provodnika, kao na slici.
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Za r ≤ a je

B · 2π�r = µ0
I

a2�π︸︷︷︸
J

r�2�π =⇒ B =
µ0Ir

2πa2
,

dok je vektor

B =
µ0Ir

2πa2
iϕ,

gde je sa iϕ ozna£en cirkularan ort, uperen u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na £asovniku.
Za r > a je

B · 2πr = µ0I =⇒ B =
µ0I

2πr
,

dok je vektor

B =
µ0I

2πr
iϕ.

9. (Za samostalan rad) Dat je veoma duga£ak provodnik unutra²njeg polupre£nika a
i spolja²njeg polupre£nika b. U provodniku je upostavljena stalna struja ja£ine I, kao na
slici. Skicirati linije polja vektora B i ozna£iti smer tog vektora. Odrediti intenzitet vektora
magnetske indukcije u funkciji odstojanja od ose provodnika r, za 0 < r < +∞.

Rezultat: Linije polja su koncentri£ne kruºnice, centrirane na osi provodnika, usmerene
u smeru kretanja kazaljke na £asovniku (negativan matemati£ki smer). Za r ≤ a je B = 0, za

a < r < b je B =
µ0I (r

2 − a2)

2π (b2 − a2) r
i B =

µ0I

2πr
za r ≥ b.

10. Duºina srednje linije tankog torusa od kartona je duºine l = 0, 2π m. Na jezgro je
ravnomerno i gusto namotano N = 500 zavojaka ºice i u njima je uspostavljena stalna struja
ja£ine I = 1 A. Izra£unati vektore ja£ine magnetskog polja i magetske indukcije u torusu. Da
li bi se ja£ina magnetskog polja i magnetske indukcije promenile ukoliko se umesto kartonskog
torusa upotrebi gvozdeni torus sa µr = 1000?
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Re²enje: Ukoliko je torus tanak i ukoliko se magnetsko rasipanje zanemaruje, tada je
vektor B jednak u celom jezgru. Primenom Amperovog zakona na srednju liniju torusa, dobija
se

B · l = µ0NI =⇒ B =
µ0NI

l
=

4π · 10−7 · 500 · 1
0, 2π

= 1 mT.

Iz relacije B = µ0H dobijamo da ja£ina magnetskog polja

H =
NI

l
= 795, 77

A

m
.

Ukoliko bi se umesto kartonskog jezgra upotrebilo gvozdeno jezgro, ja£ina magnetskog polja se
ne bi promenila, ali bi se promenila magnetska indukcija

B =
µ0µrNI

l
= 1 T.

ò
Dakle, gvozdeni torus vi²estruko pove¢ava magnetsku indukciju, ²to je osnova za
upotrebu feromagnetnih materijala u transformatorima, motorima i elektromag-
netima.
Torusi se u elektrotehnici koriste zbog brojnih prakti£nih prednosti koje proisti£u
iz njihovog oblika i elektromagnetskih karakteristika. Osnovna prednost torusa je
²to omogu¢ava zatvoren tok magnetnog polja. Kod torusa linije polja magnetske
indukcije ostaju zatvorene unutar jezgra, ²to drasti£no smanjuje curenje �uksa u
okolinu. Ovo je posebno vaºno kod ure�aja koji zahtevaju visoku e�kasnost i niske
elektromagnetske smetnje, kao ²to su transformatori.

11. Duºina srednje linije tankog torusa je duºine l = 0, 4 m. Na jezgro je ravnomerno i
gusto namotano N = 1000 zavojaka ºice i u njima je uspostavljena stalna struja ja£ine I = 1, 6
A. Karakteristika magnetisanja materijala od koga je jezgro na£injeno je prikazana na slici.
Izra£unati vektor magnetske indukcije u jezgru.
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Re²enje: Primenom Amperovog zakona dobijamo

H · l = NI =⇒ H =
NI

l
=

1000 · 1, 6
0, 4

= 4000
A

m
= 40

A

cm
.

Sa karakteristike magnetisanja materijala dobijamo da je B = 0, 4 T.

12. (Za samostalni rad) Primenom Amperovog zakona izvesti izraz za vektor magnetske
indukcije unutar duga£kog solenoida, kruºnog popre£nog preseka, polupre£nika a koji ima N
gusto namotanih zavojaka sa strujom ja£ine I i duºinu b (b ≫ a).

Rezultat: B =
µ0NI

b
.

®
Da li se primenom Amperovog zakona moºe odrediti i magnetska indukcija kratkog
solenoida? Da li je u ovom zadatku bitan popre£ni presek solenoida? Objasniti.

13. Kvadratna kontura, duºine stranice a, nalazi se u homogenom magnetskom polju
indkucije B, kao na slici. Odrediti izraz za magnetski �uks kroz povr²inu oslonjenu na ovu
konturu. Normalna na povr² konture i vektor magnetske indukcije zaklapaju ugao α.
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Re²enje: Magnetski �uks je dat izrazom

Φ =

ˆ
S

B · dS =

ˆ
S

B · dS · cos (∡B, dS) = B · a2 cosα.

®
Da li ¢e izraz za �uks zavisiti od oblika povr²i koja se osloni na kvadratnu konturu?

14. Povr² S ima oblik polusfere polupre£nika a = 1 cm, kao na slici. Polusfera se nalazi u
homogenom magnetskom polju B = 1iz T. Izra£unati magnetski �uks kroz povr² S u odnosu
na datu normalu n.

Re²enje: Najlak²i na£in da se re²i ovaj zadatak je da primenimo zakon o konzervaciji
magnetskog �uksa, koji govori da je �uks vektora magnetske indukcije kroz zatvorenu povr²
jednak nuli. Matemati£ki ˛

S

B · dS = 0.

Kako je u zadatku data polusferna povr² koja je otvorena, potrebno je nadodati jo² jednu
otvorenu povr², oblika kruºnog diska S1, kao na slici.
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Na ovaj na£in je dobijena zatvorena povr²
˛
S∪S1

B · dS =

ˆ
S

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ

+

ˆ
S1

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ1

= 0. (1)

Integral za Φ1 moºemo dobiti relativno jednostavno

Φ1 =

ˆ
S1

B0iz · dS · (−iz) = −B0a
2π = −1 · 10−4π = −314 µWB,

a iz relacije (1) je traºeni �uks jednak

Φ = 314 µWB.

15. Povr² S ima oblik jednakostrani£nog trougla sa temenima u ta£kama A (a, 0, 0),
B (0, a, 0) i C (0, 0, a). Povr² se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije

B = B0 (3ix + 2iy + iz) .

Odredizi izraz za magnetski �uks kroz povr² S prema normali prikazanoj na slici.

Re²enje: Nadodajmo otvorenoj povr²i iz postavke zadatke jo² tri povr²i, oblika jed-
nakokrako pravouglog trougla, katete duºine a, kao na slici. Na ovako dobijenu piramidu,
moºemo primeniti zakon o konzervaciji magnetskog �uksa.
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Dakle,
˛
S∪S1∪S2∪S3

B · dS =

ˆ
S

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ

+

ˆ
S1

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ1

+

ˆ
S2

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ2

+

ˆ
S3

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ3

= 0. (1)

Sada je

Φ1 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−iy) = −2B0
a2

2

Φ2 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−iz) = −B0
a2

2

Φ3 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−ix) = −3B0
a2

2
.

Iz realcije (1) je sada

Φ = −Φ1 − Φ2 − Φ3 = 6B0
a2

2
= 3B0a

2.
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