
7 Neodre�eni integrali - deo 1

7.1 Primitivna funkcija i osnovna pravila integracije

Neka je funkcija f(x) definisana na nekom intervalu I. Funkciju F (x) zovemo primitivnom

funkcijom funkcije f(x), ako va�i

F ′(x) = f(x) za sve x ∈ I.

Postoji beskonaqno mnogo primitivnih funkcija funkcije f(x) i sve se razlikuju do na konstantu:
(F (x) + C)′ = f(x).

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) se zove neodre�eni integral funkcije f(x):∫
f(x) dx = F (x) + C.

U gorǌoj definiciji funkcija f(x) se zove integrand, a C je proizvoǉna konstanta.

Integracija je proces suprotan diferenciraǌu, pa tablica osnovnih integrala sledi iz ta-
blice izvoda. U nastavku su dati neki osnovni integrali, pri qemu �e oni koji ne slede direktno
iz tablice izvoda biti izvedeni kasnije.

∗
∫

xa dx =
xa+1

a+ 1
+ C (a 6= −1) ∗

∫
dx

x
= ln |x|+ C

∗
∫

ex dx = ex + C ∗
∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1)

∗
∫

sinxdx = − cosx+ C ∗
∫

cosxdx = sinx+ C

∗
∫

shxdx = chx+ C ∗
∫

chxdx = shx+ C

∗
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C ∗

∫
dx

sin2 x
= −ctg x+ C

∗
∫

dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C ∗

∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C

∗
∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C ∗
∫

dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2|+ C.

Za neodre�eni integral va�e slede�e osobine:∫
af(x) dx = a

∫
f(x) dx (a = const);

∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx.

Va�no je pomenuti i integrale koji nisu elementarni, tj. koji se ne mogu predstaviti preko
elementarnih funkcija. Primeri takvih integrala su:∫ √

1− x4 dx,

∫
e−x

2

dx,

∫
e−x

x
dx,

∫
dx

lnx
,

∫
sinx2 dx,

∫
sinx

x
dx, . . .

Primer 7.1. Izraqunati integrale:

a)

∫
(2+3x2− cosx) dx = 2

∫
dx+3

∫
x2 dx−

∫
cosxdx = 2x+3 · x

3

3
− sinx+C = 2x+x3− sinx+C;

b)

∫
(x+1)2√

x
dx =

∫
x2+2x+1√

x
dx =

∫
x3/2 dx+2

∫
x1/2 dx+

∫
x−1/2 dx =

2

5
x5/2+

4

3
x3/2+2x1/2+C;

v)

∫
x2

1 + x2
dx =

∫
x2 + 1− 1

1 + x2
dx =

∫
dx−

∫
dx

1 + x2
= x− arctg x+ C

g)

∫
dx

x2(1− x2)
dx =

∫
1− x2 + x2

x2(1− x2)
dx =

∫
dx

x2
+

dx

1− x2
= − 1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+ C;

d)

∫
cos2

x

2
dx =

∫
1 + cosx

2
dx =

x

2
+

sinx

2
+ C;

�)

∫
tg 2x dx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx = tg x− x+ C;

e)

∫
2x + 5x

10x
dx =

∫ (
1

5

)x

dx+

∫ (
1

2

)x

dx =

(
1
5

)x
ln 1

5

+

(
1
2

)x
ln 1

2

+ C.
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7.2 Integracija metodom smene

Smena u integralu odgovara izvodu slo�ene funkcije.

Neka je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x),∫
f(x) dx = F (x) + C.

Ako je x = x(t) diferencijabilna funkcija, po pravilu za izvod slo�ene funkcije je
d

dt
F (x(t)) = F ′(x(t))x′(t) = f(x(t))x′(t).

Integracijom prethodne jednakosti dobijamo

F (x(t)) + C =

∫
f(x(t))x′(t) dt, tj.

∫
f(x) dx =

∫
f(x(t))x′(t) dt.

Primer 7.2. Izraqunati integrale:

a)

∫
dx

3
√
1 + 3x

=

[
1 + 3x = t

3 dx = dt

]
=

1

3

∫
t−1/3 dt =

1

3

t2/3

2
3

+ C =
1

2
3
√

(1 + 3x)2 + C;

b)

∫
x2

√
x3 + 1

=

[
x3 + 1 = t
3x2 dx = dt

]
=

1

3

∫
t−1/2 dt =

1

3

t1/2

1
2

+ C =
2

3

√
x3 + 1 + C;

v)

∫
xdx

x4 + 2x2 + 1
=

∫
xdx

(x2 + 1)2
=

[
x2 + 1 = t
2x dx = dt

]
=

1

2

∫
dt

t2
= − 1

2t
+ C = − 1

2(x2 + 1)
+ C;

g)

∫
xe−x

2

dx =

[
−x2 = t

−2x dx = dt

]
= −1

2

∫
et dt =

1

2
et + C = −1

2
e−x

2

+ C;

d)

∫
dx

ex + e−x
=

∫
ex dx

e2x + 1
=

[
ex = t

ex dx = dt

]
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg ex + C;

�)

∫ √
lnx

x
dx =

[
lnx = t

dx/x = dt

]
=

∫ √
t dt =

2

3
t3/2 + C =

2

3
(lnx)3/2 + C;

e)

∫
dx

x lnx ln lnx
=

[
lnx = t

dx/x = dt

]
=

∫
dt

t ln t
=

[
ln t = u

dt/t = du

]
=

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln | ln lnx|+ C.

Primer 7.3. Izraqunati integrale:

a)

∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

[
cosx = t

− sinx dx = dt

]
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C;

b)

∫
sinx

1− cosx
dx =

[
1− cosx = t
sinx dx = dt

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |1− cosx|+ C

v)

∫
dx

2 +
√
x
=

[√
x = t, x = t2,

dx = 2t dt

]
=

∫
2t dt

2 + t
= 2

∫
t+ 2− 2

2 + t
dt = 2

∫
dt− 4

∫
dt

2 + t

= 2t− 4 ln |2 + t|+ C = 2
√
x− 4 ln(2 +

√
x) + C;

g)

∫
x
√
x+ 1 dx =

[
x+ 1 = t2

dx = 2t dt

]
=

∫
(t2 − 1)t · 2t dt = 2

∫
(t4 − t2) dt =

2

5
t5 − 2

3
t3 + C

=
2

5

√
(x− 1)5 − 2

3

√
(x− 1)3 + C;

d)

∫ √
x dx

3
√
x− 1

=

[
x = t6,

√
x = t3, 3

√
x = t2,

dx = 6t5 dt

]
=

∫
t3

t2 − 1
· 6t5 dt = 6

∫ (
t6 + t4 + t2 + 1− 1

t2 − 1

)
dt

= 6

(
6
√
x7

7
+

6
√
x5

5
+

√
x

3
+ 6
√
x+

1

2
ln

∣∣∣∣ 6
√
x− 1

6
√
x+ 1

∣∣∣∣
)

+ C;

�)

∫
dx

x+ 3
√
x+

3
√
x5

=

[
x = t3,

dx = 3t2 dt

]
=

∫
3t2 dt

t3 + t+ t5
= 3

∫
t dt

1 + t2 + t4
=

[
t2 = u,

2t dt = du

]
=

3

2

∫
du

1 + u+ u2
=

3

2

∫
du(

u+ 1
2

)2
+ 3

4

= 2

∫
du

((2u+ 1)/
√
3)2 + 1

=

[
(2u+ 1)/

√
3 = p,

2 dt/
√
3 = dp

]

=
√
3

∫
dp

p2 + 1
=
√
3 arctg p+ C =

√
3 arctg

2
3
√
x2 + 1√
3

+ C.
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Primer 7.4. Izraqunati a) I1 =

∫
dx

x2 − 3x+ 2
, b) I2 =

∫
dx

x2 − x+ 1
, v) I3 =

∫
3x− 1

x2 − x+ 1
dx.

a) Integrand zapiximo u obliku
1

x2 − 3x+ 2
=

1

(x− 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
.

Mno�e�em leve i desne strane sa (x− 1)(x− 2) dobijamo sistem

1 = A(x− 2) +B(x− 1) = (A+B)x− 2A−B.

Izjednaqava�em koeficijenata uz x i uz 1 na levoj i desnoj strani dobijamo

A+B = 0, −2A−B = 1, pa je A = −B = −1 i

I1 = −
∫

dx

x− 1
+

∫
dx

x− 2
= − ln |x− 1|+ ln |x− 2|+ C = ln

∣∣∣∣x− 2

x− 1

∣∣∣∣+ C.

b) Polinom u imeniocu nema realnih nula, pa se transformixe u oblik potpunog kvadrata:

I2 =

∫
dx

(x− 1/2)2 + 3/4
=

4

3

∫
dx

(x−1/2)2
3/4 + 1

=
4

3

∫
dx

((2x− 1)/
√
3)2 + 1

=

[
(2x− 1)/

√
3 = t,

2dx/
√
3 = dt

]
=

4

3
·
√
3

2

∫
dt

t2 + 1
=

2√
3
arctg t+ C =

2√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

v) I3 =
3

2

∫
2x− 2/3

x2 − x+ 1
dx =

3

2

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx+

3

2

∫
1/3

x2 − x+ 1
dx

=
3

2
ln(x2 − x+ 1) +

1

2
I2 =

3

2
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

Primer 7.5. Izraqunati I =

∫
x− 1√

5− 4x− x2
dx.

I = −1

2

∫
−2x+ 2√
5− 4x− x2

dx = −1

2

(∫
−2x− 4√
5− 4x− x2

dx+ 6

∫
dx√

5− 4x− x2

)
=

[
5− 4x− x2 = t,

(−4− 2x) dx = dt

]
= −1

2

∫
dt√
t
− 3

∫
dx√

9− (x− 2)2
= −1

2
· t

1/2

1/2
−
∫

dx√
1− ((x− 2)/3)2

=

[
(x− 2)/3 = u,

dx/3 = du

]
= −

√
5− 4x− x2 − 3

∫
du√
1− u2

= −
√
5− 4x− x2 − 3 arcsinu+ C

= −
√
5− 4x− x2 − 3 arcsin

x− 2

3
+ C.

Primer 7.6. Izraqunati I =

∫
3x− 1√
x2 + x

dx.

I =
3

2

∫
2x− 2/3√
x2 + x

dx =
3

2

(∫
2x+ 1√
x2 + x

dx− 5

3

∫
dx√

x2 + x

)
=

[
x2 + x = t,

(2x+ 1) dx = dt

]
=

3

2

∫
dt√
t
− 5

2

∫
dx√

(x+ 1/2)2 − 1/4
=

[
x+ 1/2 = u,

dx = du

]
=

3

2

t1/2

1/2
− 5

2

∫
dt√

t2 − 1/4

= 3
√
x2 + x− 5

2
ln |u+

√
u2 − 1/4|+ C = 3

√
x2 + x− 5

2
ln |x+ 1/2 +

√
x2 + x|+ C

7.3 Parcijalna integracija

Parcijalna integracija direktno sledi iz pravila za izvod proizvoda.
Neka su u(x) i v(x) diferencijabilne funkcije. Na osnovu oravila za izvod proizvoda je

d(uv) = udv + v du, tj. u dv = d(uv)− v du,

odkale integracijom u odnosu na x dobijamo∫
udv = uv −

∫
v du,

xto je formula za parcijalnu integraciju. Prilikom primene ove formule, va�no je odabrati
funkcije u i v na pravi naqin.

Primera radi, za integral
∫
Pn(x)f(ax) dx, gde je f(ax) ∈ {eax, sin(ax), cos(ax)} i Pn(x) polinom

stepena n, bira se Pn(x) = u, f(ax) dx = dv.

3



Primer 7.7. Izraqunati integrale:

a)

∫
xe−x dx =

[
u = x, dv = e−x dx,

du = dx, v = −e−x
]
= uv −

∫
v du = −xe−x +

∫
e−x dx = −e−x(x+ 1) + C;

b)

∫
x3 cos 2x dx =

[
u = x3, dv = cos 2x dx,

du = 3x2 dx, v =
1

2
sin 2x

]
=

1

2
x3 sin 2x− 3

2

∫
x2 sin 2x dx

=

[
u = x2, dv = sin 2x dx,

du = 2x dx, v = −1

2
cos 2x

]
=

1

2
x3 sin 2x− 3

2

(
−1

2
x2 cos 2x+

∫
x cos 2x dx

)

=

[
u = x, dv = cos 2x dx,

du = dx, v =
1

2
sin 2x

]
=

1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

2

(
1

2
x sin 2x− 1

2

∫
sin 2x dx

)
=

1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

4
x sin 2x+

3

4

(
−1

2
cos 2x

)
+ C

=
1

2
x3 sin 2x+

3

4
x2 cos 2x− 3

4
x sin 2x− 3

8
cos 2x+ C =

2x3 − 3x

4
sin 2x+

6x2 − 3

8
cos 2x+ C;

v)

∫
x sin2 x dx =

∫
x · 1− cos 2x

2
dx =

1

2

∫
x dx− 1

2

∫
x cos 2x dx =

[
u = x, dv = cos 2x dx,

du = dx, v =
1

2
sin 2x

]

=
x2

4
− 1

2

(
1

2
x sin 2x− 1

2

∫
sin 2x dx

)
=

x2

4
− 1

4
x sin 2x− 1

8
cos 2x+ C.

Primer 7.8. Izraqunati integrale:

a)

∫
lnx dx =

[
u = lnx, dv = dx,

du = dx/x, v = x

]
= x lnx−

∫
dx = x(lnx− 1) + C;

b)

∫
ln(x2 + 1)x dx =

[
u = ln(x2 + 1), dv = dx,

du = 2x dx/(x2 + 1), v = x

]
= x ln(x2 + 1)−

∫
2x2

x2 + 1
dx

= x ln(x2 + 1)− 2

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx = x ln(x2 + 1)− 2

∫
dx+ 2

∫
dx

x2 + 1

= x ln(x2 + 1)− 2x+ 2arctg x+ C;

v)

∫
arcsinx dx =

[
u = arcsinx, dv = dx,

du = dx/
√

1− x2, v = x

]
= x arcsinx−

∫
x√

1− x2
dx

= x arcsinx+
1

2

∫
−2x√
1− x2

dx =

[
1− x2 = t,
−2x dx = dt

]
= x arcsinx+

1

2

∫
dt√
t

= x arcsinx+
1

2

t1/2

1/2
= x arcsinx+

√
1− x2 + C;

g)

∫
x2 arcsin 2x dx =

[
u = arcsin 2x, dv = x2 dx,

du = 2dx/
√
1− 4x2, v = x3/3

]
=

x3

3
arcsin 2x− 2

3

∫
x3

√
1− 4x2

dx

=
[
x3 = −x(−4x2)/4 = −x(1− 4x2 − 1)/4 = −x(1− 4x2)/4 + x/4

]
=

x3

3
arcsin 2x− 2

3

∫
−x(1− 4x2)/4 + x/4√

1− 4x2
dx

=
x3

3
arcsin 2x+

1

6

∫
x
√
1− 4x2 dx− 1

6

∫
x√

1− 4x2
dx =

[
1− 4x2 = t,
−8x dx = dt

]
=

x3

3
arcsin 2x− 1

48

∫ √
t dt+

1

48

∫
dt√
t
=

x3

3
arcsin 2x− 1

48

t3/2

3/2
+

1

48

t1/2

1/2
+ C

=
x3

3
arcsin 2x− 1

72

√
(1− 4x2)3 +

1

24

√
1− 4x2 + C

=
x3

3
arcsin 2x+

1

72

√
1− 4x2

(
−1 + 4x2 + 3

)
+ C

=
x3

3
arcsin 2x+

1

36

√
1− 4x2

(
1 + 2x2

)
+ C,

4



d)

∫
xarctg

x

x+ 1
dx =

 u = arctg
x

x+ 1
, dv = x dx,

du =
dx

2x2 + 2x+ 1
, v = x2/2

 =
x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

2

∫
x2

2x2 + 2x+ 1
dx

=
x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

4

∫
2x2 + 2x+ 1− 2x− 1

2x2 + 2x+ 1
dx=

x2

2
arctg

x

x+ 1
− 1

4

∫
dx+

1

8

∫
4x+ 2

2x2 + 2x+ 1
dx

=
x2

2
arctg

x

x+ 1
− x

4
+

1

8
ln(2x2 + 2x+ 1) + C.

Primer 7.9. Izraqunati:

I1 =

∫
eax sin bx dx =

[
u = eax, dv = sin bx dx,

du = aeax dx, v = −1

b
cos bx

]
= −1

b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bx dx

=

[
u = eax, dv = cos bx dx,

du = aeax dx, v =
1

b
sin bx

]
= −1

b
eax cos bx+

a

b

(
1

b
eax sin bx− a

b
I

)
,

⇒
(
1 +

a2

b2

)
I1 =

eax

b2
(a sin bx− b cos bx) + C, tj. I1 =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + C;

I2 =

∫ √
a2 − x2 dx =

[
u =

√
a2 − x2, dv = dx,

du = −x dx/
√
a2 − x2, v = x

]
= x

√
a2 − x2 +

∫
x2 − a2 + a2√

a2 − x2
dx

= x
√
a2 − x2 −

∫ √
a2 − x2 dx+ a2

∫
dx√

a2 − x2

⇒ 2I2 = x
√

a2 − x2 − a2 arcsin
x

a
+ C, tj. I2 =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C;

I3 =

∫ √
x2 + a2 dx =

[
u =

√
x2 + a2, dv = dx,

du = x dx/
√

x2 + a2, v = x

]
= x

√
x2 + a2 −

∫
x2 + a2 − a2√

x2 + a2
dx

= x
√
x2 + a2 −

∫ √
x2 + a2 dx+ a2

∫
dx√

x2 + a2

⇒ 2I3 = x
√

x2 + a2 + a2 ln(x+
√
x2 + a2) + C, tj. I3 =

x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln(x+

√
x2 + a2) + C.

Primer 7.10. Izraqunati

I =

∫
(2x− 1) lnx ln(x− 1) dx =

 u = lnx ln(x− 1), dv = (2x−1) dx,
du =

(
ln(x− 1)

x
+

lnx

x− 1

)
dx, v = x2 − x


= (x2 − x) lnx ln(x− 1)−

∫
(x2 − x) ln(x− 1)

x
dx−

∫
(x2 − x) lnx

x− 1
dx

= (x2 − x) lnx ln(x− 1)−
∫
(x− 1) ln(x− 1) dx−

∫
x lnx dx

Da	e je
∫
x lnx dx =

[
u = lnx, dv = x dx,

du = dx/x, v = x2/2

]
= 1

2x
2 lnx− 1

2

∫
x dx = 1

2x
2 lnx− 1

4x
2 + C. Dakle,

I = (x2 − x) lnx ln(x− 1)− 1

2
(x− 1)2 ln(x− 1) +

1

4
(x− 1)2 − 1

2
x2 lnx+

1

4
x2 + C.
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7.4 Rekurentne formule

Primer 7.11. Izraqunati In =

∫
sinn x dx (n > 2).

In =

[
u = sinn−1 x, dv = sinx dx,

du = (n− 1) sinn−2 x cosx dx, v = − cosx

]
= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 x dx

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x) dx = − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Dakle,
In =

n− 1

n
In−2 −

1

n
cosx sinn−1 x, I1 = − cosx+ C, I0 = x+ C.

Primer 7.12. Izraqunati In =

∫
dx

(x2 + a2)n
(n > 2).

In =
1

a2

∫
a2+x2−x2

(x2+a2)n
dx =

1

a2
In−1 −

1

a2

∫
x2

(x2+a2)n
dx =

[
u = x, dv = x dx/(x2+a2)n,

du = dx, v = −1/(2(n−1)(x2+a2)n−1)

]
=

1

a2
In−1 −

1

a2

(
− x

2(n− 1)(x2 + a2)n−1
+

1

2(n− 1)
In−1

)
.

Dakle,

In =
2n− 3

2n− 2
· 1
a2

In−1 +
1

2a2(n− 1)
· x

(x2 + a2)n−1
, I1 =

1

a
arctg

x

a
+ C, I0 = x+ C.

Rada Mutav
i� �uki�
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