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OPIAHA ™

IIpogh. Op. Muxauno Jlazapesuh

YBOJA Y TEH30PCKHU PAYYH

OcHosHU nojmosu

Oszie he OMTH H3IIOKEHW OCHOBHH TIOJMOBH TEH30PCKOT padyyHa. Y "
GM3ULIE OZHOCHO MEXAHUIM Pa3lHKYjeMO CKajapHe, BEKTOPCKE W
Ta3B. meHsopcke genuyure. Hamme, OCHM CKaJapHUX M BEKTOPCKHUX A, )
(dyHKIMja, HEKE I0jaBe CE OMKCYjy M CIOXEHHJUM T'€OMAaTpPHjCKUM ya
objextnma, T3B. TeHzopuma. CkamapHa (yHKIMja KOOpAWHATa IIpH okt a,
mpesia3y ca jemHOT Ha JIpYyrd KOOPAWHATHH CHCTEM OOHWYHO Mema
O0JIUK, any ECHE BPENHOCTH Yy TaykaMa IPOCTOpa HE 3aBHCE O i
KOOPAWHATHOT CHCTEMa Yy KOjiUMa ce MpHKasyje, Ha MpHUMep MOJbe
TeMmIlepatype TMpH Mperaly Ha JOPYyrd KOOPOHHATHH —CHCTEM
npomenunhe ce obnmk QyHknuje anu ce Hehe MpoMeHUTH Bpe THOCT x
TeMIIepaType y OojeIMHIM TaukaMa MIOMEHYTOT 110Jba. 3aTO Ce OBAaKBE Cruxa 3.1
(GyHILKHje 30By CKalapu, CKalapHE BEIMYHHE WM TEH30PH HYITOT

pena (panra). CxanapHe BenuuuHe AeQUHHCAHE CY jeOHum Opojem

(ckanapom), a TakBe BEIIMYMHE Cy Ha MPHMEpP: Maca m , 3allpeMHUHA

V , TyctuHa p, cnenu(uvHa YHYTpallkha eHepruja u , UTA. AHAJIOTHO

ce mpoyyaBajy (HU3MYKa M TEOMaTpPHjCKa CBOjCTBAa BEKTOP aKpo3

3aKOHE TpaHc(hOpManrja KOOPAWHATA, KAO MeH30pa Npeoe pawed.

Bekropcke BenmumHEe Cy oapeheHe cmepoMm, WHTEH3UTETOM U

OpHjeHTallljoM, OJHOCHO Tmomohy mpu xomnonenme (HUp. TpU

MPOjeKIije Ha OCH KOOPAMHATHOI CHCTEMa), a TaKBE BEIMUHHE CYy

A\

ay

Op3uHa v, yop3ame a, cuna [, BekTop npoBoljema TOIIoTe ¢ WTH.

Bektopcke BeIMYMHE Ce€ jOII Yy JIUTEpaTypH O03HAYaBajy U
OonaupanuM cioBuMma (68, a, @, ¢q). Bekropcke QyHKIMje y Hamem
OMaXajHOM MPOCTOPY MOXKEMO YYMHUTH OYMIIICAHUM. Jlpyru HauuH
MPUKa3MBamka BEKTOpA je aHAIUTHYKH IMyTeM IPOjeKlndja W OH HaM
omoryhyje na onroapajyhumM anredapckuM oneparnujama cabupamo,
MHOXXHMO BeKTope, oapehyjyhu onrosapajyhe npojexiuje, Ha OCHOBY
KOJUX MOXEMO JIa CyJIMMO O J0OUjeHOM 30upy min npou3Boay.OBUM
je WU3BpIIEHa 3aMEHa OYUIJICIHOT TEOMETPHjCKOT IPHUKa3UBamba
AQHATUTHYIKUM, ITyTeM KoopawHata. O Qu3uykoj uiu 2eomempujckoj
npupoou 8ekmopa cyou ce Ha OCHOBY 00IuUKA u3paza Kojum ce
npesode KoOpouHame 6eKMOpa U3 jeOHoz y Opyeu KOOPOUHAMHU
cucmem.3a ONIMCHUBATLE CIIOKEHUJUX (PH3UUKHX I10jaBa TEOMATPH]jCKUM
IMyTeM MOpPOLIMPEH je mmojaM mpocrtopa. MHore (U3MYKe BEIHYHHE
OIICYyjy Ce ca BHUIIE IapaMeTapa, Iia je 3a IHXOBO I'€OMETPH)CKO
MOCMATPamkhEe U ONICUBAKE OMIIO HEOIXOIHO yBOheme T3B. M-MepHHUX
mpocropa. I'eoMeTpujcke MpeacTaBe O TaKBOM IIPOCTOPY HEMaMmo,
HUTH je Moryhe oumWrienHo MpUKa3MBamke OATOBapajyhnx BelMUYMHA.
Hcro Ttako mocroje BenuuuHe, oapeljeHe y HaIIeM OIaxajHOM
MIPOCTOPY Y OAHOCY Ha MO3HATE KOOPJAMHATHE CHCTEME, KOje HE MOTY
yuuHUTH ouurienHuM.OHe cy OOMYHO [are y ONHOCY Ha HEKH
KOOpIMHATHH CHCTEM M IIOCMATpajy ce€ aHaJUTHYKH, OJHOCHO O
BUXOBO] MPUPOJAM C€ CyOM HAa OCHOBY IIOHAIIama npema
MAaTEMAaTHYKUM IIPOLECHMA. OBHM aHAJMTUYKUM OIMHCHBAKEM
reoMaTpHjCKHUX BEIIMYMHA, MEeToJlamMa alredpe U aHaiuse, 1o0ujajy ce
oapeleHe 3aKOHUTOCTH, TOMONY KOjHX CE UMa CTaJIaH YBUA Y



Ciuka 3.2

TEOMETPHjCKY WM (U3NYKY CAAPKUHY BEIMYMHE, I10jaBe WIIN
mpoieca, koju onucyje. Kao ocnoea 3a pasiuxosarbe npupooe
nojeOuHUX Genuyuna, ONUCAHUX Cca euule napamemapa (Koopounama)
unu pyHKyuja, Y3UMamo mwuxo80 NOHAUArE NPU CMEHU NPOMEH/LUBUX
(mpancopmayuju xoopounama).Victi mpuiias je U ca CIOKEHUjUM
TEOMETPHjCKHM BETMYMHAMA, Ka0 TEH30pHUMa BUILIET PaHTa.

3amo men3opcku payyn npeocmasa MamemMamuixy OUCYUNTUHY,
O00HOCHO anapam aualumuuxke u ougepenyujanne 2eomempuje 3a
npoyuasarbe UIUUKUX U 2eOMAMPUJCKUX BEAUYUHA HA OCHOBY 3AKOHA
mpancopmayije Koopourma Kojuma ce npuxazyyjy.

TeH30pckH padyH je YCKO MOBE3aH ca MPHUKIAJIHOM CHUMOOJIHMKOM,
KOjOM C€ TIOCTHXKE BeJHMKa MperjefHocT  (QU3HYKUX WU
TCOMETPHjCKAX BEIIMYMHA W DAlMOHATHOCT pavyyHama.TeH3opcku
padyH je yBeo Puum moueTkoMm JBajeceTor BeKa W Hallao je MPUMEHY
y TEOpHUjU PENaTUBHOCTH, U Y CBUM 00JlacTUMa MeXaHHUKe(MEXaHUKe
KOHTHHYYMa, MEXaHWIW (Iynna, aHAINTHIKO] MEXaHUIH, TEOPHjH
CTaOMJIHOCTH) U NOCEOHO y CBUM IpaHaMa MaTeMaTuuke (usuke.
OCHOBHM TIPUHIIMI Ha KOME IMOYKMBA TEH30PCKH padyyH -IIpuHIWT
WHBapHjaHTHOCTU- HajOOJbe je mckazao pycku Qusmuap E. Buraep:
«Ipunyun uH8aApPUjaHMHOCIYU CAYHCU KAO NPOOHU KAMEH y Nposepu
UCMUHUMOCMU  3AKOHA Npupode U OMKPUBAILY HOBUX 3AKOHA
npupooey.

YobuuajeHo je a ce TeH30puMa Ha3uBajy BEIMYUHE KOje Cy Opyeoe,
mpehez unu guwiee peda, a aKo ce HUWMA NOCeOHO He HA2Lacu OHOA
ce meH3opu Opy2oz peda HA3ueajy y aumepamypu ckpaheno camo
menszopu. Tenzopu npyror pena neduHucaHu cy ca 9 KOMIIOHEHTH,
TeHzopu Tpeher pena ca 27 KOMIIOHEHTH, OJHOCHO YOIIITEHO, Opoj
TeHsopa n-tor peaa je 3”. Tako ce W CKagapuw MOTy CMaTpaTu
TEH30pHMa HYJITOT pefia, a BEKTOPU Cy TeH30pU IPBOT pena. TunnaHn
TEH30pH JAPYror pena y MexaHuuu ¢uyuna cy: TEH30p HHepuuje
J ,ren3op Hampe3awma T, TeHzop Op3uHe nedopmauuje D, TeH30D
BpTIOKHOCTH B wutn. KommoHeHTe TeH30pa ce Memajy ce TpHu
poTalMju KOOPIUHATHOT CHCTEMa IO 3aKOHy TpaHcdopmanmje
TEH30pa.

Pen Hazus | IloTpeban [Ipumepn
Tensopa Bpoj mogaraka ITpumene
v v
paBHU | IPOCTOPY
Hyntu Cramap | 70 _ 30 -1 Maca,ny>xuHa,BpeMe, TeMneparypa
IIpBu Bekrop | 51 _»o 3l =3 Curna,0p3una,yop3ame
Hpyru Temsop | 52 _4 | 32-9 Hamnpesame,nedopmarmja
Tpehu Tensop | 23 _g 3B —927 Crnoxena
3 pena Harnpesama,aedopmanmje
Yerepru | Tensop | 24 _14 | 3% =81 TeH30p €1aCTHUYHOCTH, TEH30P
4 pena KPYTOCTH

Tub6c-08 Uy cUMOOIUYKYU 3aNUC 8EKMOPA

lope HaBemeHH mpUMEp O3HAYaBarhba BEKTOPCKHX U TEH30PCKHX
BEJIMYMHA C€ Ha3WBa CUMOOIMYKU WU FI/I66C-OB, a TakKaB 3aIliuC HE
3aBUCH of u300opa koopauHata. Tako Ou apyru IbyTHOB 3akoH

OPUMEE,CH HA TEJI0 Mace m, Ha KOjU JeNyje pe3yinTaHtHa cwia [,

rmacuo: ma=1F.



W3 HaBeneHor 3ammca ce MOXeE 3aKJbY4YHUTH J1a Cy BEKTOp d y6p3aH>a

TeJda W BEKTOp cuie I KoJIMHeapHH BEKTOPH H Jia je BEKTOp CHIIe
cpasMepaH IpoH3BOAY Mace U yop3ama. Takohe, MOXe ce 3aKIbYUUTH
Jla ako Ha UCTO Teyo Jenyje nBa myta Beha cuia ga he m yOp3ame
outu 1Ba myta Behe. Y MexaHunu, mMehyTuMm, OBaKkBH pelaTUBHH
onHocHu Mmel)y BenmnurHaMa HUCY 3310BOJbaBajyhu, Beh je motpebHo na
ce cBaka BenuuMHa OpojuaHo neduHumie. bpojuaHo w3paxaBame
BEKTOPCKE (DM3WUKE BEIWYMHE IOJpazyMeBa H300p KOOPAMHATHOT
cucTeMa, Kao W TIIPHKa3 BeKTopa TmoMolly KOMIIOHEHTH Koje
NPE/ICTaBIbajy IPOjeKHIHje TOr BEKTOpa Ha OCH H3abpaHor
KOOPJMHATHOT cucTeMa. Taja je cBaka KOMIIOHEHTa jelHa CKalapHa
BEIMYMHA YWjU C€ CcajpXaj HCKa3yje MEpHHM OpojeM U MepHOM
jemuaunoMm. Cnuka 3.1 npukasyje JekapToB KOOPAMHATHH CHUCTEM

Oxyzy koM ¢y I, j u k jeMMHUYHU BEKTOPH Y CMEPY OCa X, V U Z.
Ckyn 3 jemuHWYHA BEKTOpa y CMEpOBHMa KOOPIHMHATHUX OCa
IPEeACTaBIba OA3Y GEKMOPCKO2 NPOCMOPA, & CBU BEKTOPU Y IIPOCTOPY
ce MOTY IIpUKa3aTH Kao JIMHeapHa KOMOWHAIMja THX 0a3HUX BEKTOpa.
Koedunujentn te nuHeapHe KOMOWHAIMje Cy KOMITOHEHTE BEKTODA,
OJIHOCHO TIPOjeKIije BeKTopa Ha cMmep Tpu oce. [Ipojekuunje BekTopa
a Ha cMep TOjeAMHHX OCHU J00HWjajy C€ MEroBUM CKaJApHUM
MHOXEHEM Ca jeJHHHIHUM BeKTopuMa i, j u k . Tako ce BekTop a

MOXe mpukasard y ciepchem obmuky: a=ai+a,j+ak. Cuna

F takohe moxke ma ce mpukake mnomMohy — KOMIOHEHTH:
F=Fi+F,j+F.k.

OJTHOCHO TIIOCJIC 3aMeHe y IpyTrH HbyTHOB 3aKOH W IpOjeKIHje Ha JaTH
KOOPIWHATHU cUCTeM 100Hjajy ce 3 cKalapHe jeTHauYuHe:

ma,=F,  ma,=F, ma,=F,

Onepayuje ca éekmopuma

Cabuparve gekmopa

30up nBa BEKTOpa je BEKTOp. AKO je 30up BEeKTOpa awu b jemHak
BEKTOPY E, npeBeneHo y ['m60c-0B 3amuc riaacuio ou:

2=Zz+l;; BEKTOPCKAa jeJHAYMHA MOXE C€ IMPHUKA3aTh IMPEKO TPH

CKalapHe jefHaunue: ¢, =a, +b, ¢, =a,+b, ¢, =a, +b,

W3pa3 mpencraBpa IMO3HATO IPABIIIO 32 aHAJIHTHYKO CabHpame
BEKTOpa, MO KOME Ce BEKTOpH cabupajy Tako Ja UM ce cabupajy
KOMITOHEHTE KOj€ UM IPUTIAAa]jy.

Mhuooicerve sexmopa cxanapom IIpou3BOI cKamapa W BEKTOpPa je BEKTOP.

AKO je BEKTOp C jeJHaK MpOM3BOLYy CKamapa A ca BEKTOpoM da,
MOXe Ce IHCATH:
c=Aa.
JenHaumHa ce MOXKe Pa3NIOKUATH Ha TPH CKaJIapHE jeTHAUNHE:
¢y =4a, ¢,=2a, c,=Aa,
b b

Cranapnu npousgod 0sa gexmopa CKaJlapHU WIN YHYTPAIIHHI TPOU3BOJ
JIBA BEKTOpa j€ cKaiap KOju je TO BEIMYUHHM jeTHAK IPOU3BOIY
WHTEH3uTeTa 00a BEKTOpa M KOCHHYyca yria m3mehy mux. CxanapHu

nponssoy ce osnauasa (.)o(.) Cimka 3.3 npukasyje BeKTOpe @ W C,

Koju MeljycoOHO mpaBe yrao «. Ako ce ca A 03HaYd HUXOB
CKanapHu IpOU3BO/I, MOXKe ce MUCATH:

A=a-c=accosa=ac,=ac. Y TOopmeM wu3pasy a H ¢

3

Cnuka 3.3



A\

Cnuka 3.4

=%

NPE/ICTaBIbajy MHTEH3UTETE BEKTOpa @ U C, a C, U @, HPOjeKUujy

BEKTOpa C Ha BEKTOP @ , OJHOCHO IIPOjeKIMjy BEKTOpa @ Ha BEKTOP

c.CxajapHH TIpOM3BOJ BEKTOpa caMor ca coOoM Jaje KBajapar
BEroBOr  MHTeH3uTeTa.CKamapHH  TIPOM3BOA  HM3PaXXEH  IPEKO
KOMITOHEHTH BEKTOpa Ne(UHHCAH je U3pa3oM:

A=ac tac, +a.c,

Bexmopcku npoussod osa éexmopa

BekTopcku niu criojbalilby IPOU3BOA B BEKTOPA je BEKTOP, KOjH je
HOpMaJlaH Ha 00a BEKTOpa KOja YMHE IPOM3BOJ, a IO BEIUYHHHU je
jeIHaK MPOM3BOJY MHTEH3UTETa TUX BEKTOPA U CHHYCA yriioBa u3mely
BekTopa. OpwujeHTanuja BEKTOpa KOjU je pe3ylTaT BEKTOPCKOT
Ipou3BoJa [IBa BEKTOopa onapelhyje ce mNpaBWIoM JecHe pyKe.

WureH3uTeT BEKTOpa V je mpemMa OBOM MPaBUILy: V = dcSin « .
'eomeTpujcKM  INI€JaHO  WMHTEH3UTET  BEKOPCKOI  MPOHU3BOJA

IpeAcTaBjba MOBPIIKMHY MapaieiorpaMa 4rje cy CTpaHULEe BEKTOpU d

U c. AKO ce BEKTOpH y BEKTOPCKOM IIPOU3BOAY V = aXC IPUKAXKY
HOMohy KOMIIOHEHTH, CIEIH:

v=axc= (a,c )z+(a v acc.)j+(ace, —ayc k.

Croorcenu np0u380<) gekmopa-

BekTopcku mpousBOJ ABa BEKTOPA jeé BEKTOP KOI' MOXKEMO Takole
CKaJIapHO MJIM BEKTOPCKU MHOXKUTU Ca JPYTUM BEKTOpUMA TaKo Ja ce
J100Hjajy BEKTOPCKO-BEKTOPCKM M BEKTOPCKO-CKallapHHM IPOHM3BOAU
BEKTODA. CKa.HapHO BEKTOPCKH  [IPOH3BOL (MeLoBUTH NPOU3BO)

BEKTOpa a,buc je ckamap A=a- (bxc) ['eoMeTpHjcKHU TIeIaHO
MENIOBUTH MPOU3BOJA je 3alpeMHHa IapalelioNuiea KoMme Cy

cTpaHuile BeKTopu d, b u c¢. Bekropcku mpousBox Bekropa b u ¢,
[0 WHTEH3WTETY OArOBapa IIOBPUIIMHM 0a3e Iapajenonunena, a
CKaJIJapHH IIPOW3BOJ] OATrOBapa MpojeKiuju Tpeher Ha HOpMaly Ha Ty
0a3y, OHOCHO IIPOM3BOJY BHUCHHE MapaleJIONHIEa U T€ HOBPILIHHE
0aze. OBaj mpom3BOA MOXKE c€ IPHKA3aTH IIPEKO AETEPMHHAHTE
Tpeher pema y Kojoj Ccy BpCT€ KOMIIOHEHTE BEKTOpa KOjH YHHE
HPOU3BOJ M TO TI0 PEAOCIIENY Y KOME Ce 10jaBIbyjy Y IPOU3BOAY:

a, a, a,
A=a«(bxc)=|b, b, b |=abyc. +ab.c +abye,—abc —ab.c,
¢ €

uma speanoct: a - (bxc) =c-(axb) =b-(cxa)
a-(I;xE):—ZZ-(Ex[;).

YBoaHa pasmMaTpamba TeH30PCKOI payyHa,cCyMHpambe
Pasmatpa ce cyma

S=ax +ax,+tax +..+ax, (tl.1)

nim

S=)>ax, (t1.2)
i=1

nIIn

S= Zn:ajxj =Zn:akxk : (t1.3)

Wnpnekcu i, j u k y jennaunnama (t1.2) u (t1.3) ce HazuBajy nemu
unoexcu. IlpemMa ToMe, ako ce MHACKC MMOHABJbA YHYTAp jEITHOT WiaHa,

4



OHJIa TIpeJCTaBba HeMuU UHOeKC KOjU Yyka3yje Ha cymy. Ilo
KOHBEHI[UjH, CBaKH OBaKaB WHJCKC UMa BpeaHocT 1, 2, 3. Ha npumep,

3

S = Za,x, (cyma 3 mapamerpa)
i=1

u (r1.4)
3 3

S= ZZ a,xx, (cyma 3% mapamerapa).

=l j=1

Panu nakmier cabupama KOPHUCTH ce T3B. AjHuimajnosa Koneenuyuja
o cabuparvy. Vi = Qi Xy

S=ax
i (tl.5)
S=axx

XX
Cno60oonu unoexcu — Buwmecmpyke jeonauune

Pasmatpa ce

yl = allxl + a12x2 + a13x3

Y, =a,X + a,x, + Ay Xy (T1.6)

y,=aq,x +a,x,+a,x

31771 32772 33773 .
Kopucrehn neme nnaexce, jenHaunne (T1.6) Mory OWTH pemykoBaHe
Ha

Y =q,x,
yz = aznxn (T17)
Y, =a,X,.

Jennaunne (t1.7) cy ucror obnuka, a pasiuKyjy ce caMO y WHAEKCHMa
1, 2, 3. Tlpema Tome, yBoachu konuenm cnoboonoz undexca, (11.7)
ce MO)KE HaIHCaTH Kao

Vi = A Xy 5 (T18)
rae je I cnoGonaH UHJEKC, a 1 je Hemu unHpekc. CnoboaHN MHIIEKCH
Cce T0jaBJbYjy CaMoO jeTHOM y CBAaKOM WIaHy jelHadyuHe, ykazyjyhu Ha
BULIECTPYKe jeaHaunHe. OOMYHO Cy UM BpeaHOCTH 1, 2, 3.

Ha npumep, Vi = %mXm npencrasiba 3 jelHauMHe, CBaKy ca TPU 4jlaHa
Ha JecHOj crpaHd. Cro0omaH WHAEKC KOjH Ce MOjaBJbyje y CBaKOM
4yaHy Mopa OWUTH HCTH. AKO Yy jelNHaYMHU HMMa JBa CI00OAHA
MHJEKCa, OHIA Taj U3pa3 MpeACTaBIba IeBeT jenHaunna. Ha nmpumep,
Ty = A Ay, (r1.9)
nmpeAcTaBjba 9 jenHaunHa, cBaka ca TPH 4YiaHa Ha JIECHO] CTpaHH.
V3umajyhu f1a cy cniobonuu uaaexcu | =1 uj =2, nobuja ce

Tlvz = AHAz] +A|2Azz +1413A23 . (Tll())

Ocranux 8 jeqHaunHa 100ujajy ce kKoMOunyjyhu i uj.

Kponexepoe cumoon
Kponekepos cumbout je nepmHnCaH Kao

5..:{1 r=J (r1.11)
Y0 e :
Ha npuwmep, 0, =6,, =0, =1y 6,=05,=0, =...=0_ Marpuua
o, O, O, 1 00

o0, o0, 0,|=/0 10 Oy = 4, (t1.12)

6‘31 6‘32 533 0 0 1

MpecTaBba UACHTUUHY MaTpuLy. Kao npumepn Mory ce HaBecTu:



2. §a =0,a,+9,a, +5a—a

Im™"m

0,,a,=a, (t1.14)
J,a,=a,
)50)07%0
o,a,=a,. (11.15)
3. YoaneHO
wl, =T, (1.16)

Tpeb6a 3anamtutyu Aa (T1.16) npencrasmpa 9 jennaunna. Takole, Tpeda
3anazutu aa cy y (rl.15) 4 komoHeHTe BekTopa (HIp. OMEpambe,
BeKTOp HaroHa), a y (11.16) T, cy xomMmnoneHTe TeH30pa (HIp. HAIOH,
Mepa redopmanyje).

4. KponekepoB cumM0O0I1 O, Moxe ce KOPHUCTUTH

By = 5
5 5,”]5,,, =5, (11.17)

5. Axo cy el , €, € y3ajaMHO YyNpaBHU jeAMHUYHHH

—_ —

Bektopu € €, = 5,, (t1.18)
WIIH, g g—g e, —e e—l
nee=ee=¢e=.=0
Onepanuje
1. Cyncmumyuuja. [ara cy nBa u3paza
Uzmbm (Tl 1 9)
u
by =ViCp . (11.20)

Ja 6u ce (11.20) 3amenuna y (11.19), Tpeba 3ameHuTH HHOEKC ! y
jennauymnu (t1.20) ca M

by =VunCy . (r1.21)
3amenom (t1.21) y (11.19) nobwuja ce
Ulm ancn (Tl 22)

I/I3pa3 (1.22) mpencrasiba 3 jenHaunHe (jemaH cnoOonaH MHICKC) ca
JIEBET YWIaHOBa Ha CBAaKOj JECHO] CTpaHH (Ba HEMa MHJIEKCa).
2. Mmuooicemwe. Axo je p=a,b, n q=c,d, , OH1a TIPOMEHOM HEMOT

WHIEKCA m Y n 'y u3pasy 3a g je
pq = ambmcndn (T123)
3. Crkanapuu npouseoo eexmopa. Jlata cy nBa BeKTopa a =a.e, U
b=be crean a-b=(ae)-(be)=ab (e e).
Tana je u3 (11.18) @b = a,bb,-é‘,.,. =ab,  Taxko je
a-b=ab, (t1.24)

Kopucrehu ckamapuu mnpousBoj Takohe ce Moxe neduHUcCATH
HWHTEH3UTET BEKTOPa

la| = Ja-a=Jaq, (11.25)



Ckanapnu npousBoj; 4 u b takobe je nart kao 4 b= ‘aHb‘ cosO | rpe
je € yrao msmeljy Ta mBa BekTOpa. 3a CKaJapHH MOPH3BOJ BakKe
3aKOHH KOMYTAIlfje U JUCTPUOYIHje, Tako Ja je

a-b=b-a ya-(b+c)=ab+a-c pecnexrusHo.

4. Daxmopucarwe. Axo je

7:'/”,/ o ﬂ’n,/ =0 > (r1.26)
onja xopumthemem (t1.15), 7, = 5,}-,-”},- . Tako (T1.26) mocTaje

Tn =Adn, =(T, = A5 )n, =0 (t1.27)
TEH3OPH 2 pena

JHedunuyuja menzopa”

Tensop npencraBiba nuHeapHy TpaHcdopmanujy, o3Haueny ca T.
Tpancdopmumie OGMI0 KOjH BEKTOp y IPyTH BeKTOp. TeH30p Apyror
pena mpeAcTaBiba 9 CKaJapHUX BEMUMHA TaKo Ja

Ta=b, (12.1)
T uma cnenehe ocodbune
T(a+b)=Ta+Th,
T(aa)=aTa (122)
IJIe je a cKamap.
Komnonenme menzopa

Hexacy €, €, u €, jeqMHUYHH BEKTOPHU Y IpaBOyiIroM JlexaproBom

KOOPAWHATHOM cucTeMy. JlekapToBe KOOpauHaTe BekTopa ¢ naTe cy

Caal=a-el’al=a-elHa3=a-e3’ymn
a=a-e (12.3)
ExBuBaneHTHO TOME

a=ae +ae +ae =ae,. (12.4)

Caga ce pasmarpa tenzop T. 3a Ouno koju Bektop 9, b=Ta je
BEKTOP JIaT ca

b=Ta=T(ae)=aTe, (12.5)
Ha npumep, b =aTe +a,Te, + a,Te, | Tpe6a npumerntn na Te,
Hucy mehycoOHo ynpaBHu jenuHuaHN BekTopu. Kopucrehu (12.1) m
(12.3), KOMITOHEHTE b cy

b=e-b=e-(aTe)=ae -Te =ae -Te +a,e -Te, +a,e, - Te,

Ha CIIMYaH HauuH je ’

b =ae, Te

b3 = aig; : TE; 9

NN

bz = Cl/_ e[ ' Te/ . (T26)

b=Ta y marpuunom popmary je

* . .
OBJIE Ce J1aje Mame PUropo3Ha AeUHHUILN]a TeH30pa



bl Z-l'l 7’;2 ]-1'3 al
bz = T;l Tzz 7—;3 a, (T26a)
b3 7;1 7—;2 ]—;3 a}
OJIaKJIe ce BUAU
b=Ta,. (12.7)
[openehn jemnauune (12.6) u (12.7), BUIM ce na cy kommnoHente T
I =e- Te,. (12.8)
Ipumep 1. IIra je BekTOp Tg; ?
Pememe. Tg; =T, 67. (12.9)

Ja 6u ce oBo paszymeno, pasmarpa ce Te, kao npumep.

T, T, T,][0] [T

1 12 13 12

Te,=|T, T, T,|1|=|T, | (12.10)

2 21 22 23

T, T, T.,||0 T,

31 32 33 32
I[lpema Tome, j y Te, o3nauaBa kooHy, Ha UCTH HA4YMH HA KOjU j

03Ha4aBa KoNoHy y uspasy T;;. [lo nedunnumju

12

T,|=T,e+T,e,+T,e =T, e . (12.11)

22 1271 2272 3273 k2 "k

T,

32

IMopenehin (12.10) u (12.11), BUaHU ce Teﬁ2 =T.e . ITpema (12.6) ca

w2 €
i=3 3uj=2,u3(12.8) u nedpuHULHje CKATapHOT IPOU3BOAA

0
T,=e Te,=|0 [T, T, T,]=(O)T,)+OXT,)+(XT,)=T,

1

(12.12)

IIpema Tome, i y (2 y (T2.6) 03Ha4YaBa BPCTY, HA MICTH HAUYUH Ha KOjU
[ o3Ha4aBa BPCTy y u3pasy 3a I, .

Cyme u npouseoou men3opa
Hekacy T u S nBa tenzopa. OHja je

(T+S)a=Ta+Sa. (12.13)
Hcnuryjyhn komroneHTe 301pa BUIH ce

(T+S), =T, +S,, (12.14)
Wnwn, o3nauasajyhu marpudno

[T+S]=[T]+[S]. (12.15)
rIe je [T] MaTpuaHH mpuka3 terzopa T. [Ipoussox aBa TeH30pa
(Ts)ZzzT(sa), (12.16)
(TS)l.j =TS » (t2.17)
[TS] = [T][S] MaTpH9Ha HOTalHuja (12.18)
Hanomena: Yommreno, TS # ST . (12.19)



Jeounuunu men3zop

Tenzop wuaeHTHyHOCTH (jemaHMYHM) [ TpeAcCTaBjba JIMHEAPHY
Tpancopmanujy koja Tpancopmuiie OHIO KOjU BEKTOp y Hbera
camor. [Ipema Tome je,

la=a , (12.20)
OJaKJIe CE€ BUAU 1a CE [ Moxe npeaCTaBUTU Kao
1=6,. (12.21)

Tpancnonognu men3op
Tpancnonosanu Tenzop T je nedunmcan xao Temsop T’ xoju
3a/10B0JbaBa

a-(Th)=b-(T"a). (12.22)
Y3umajyhu y 003up jennHu4HE BEKTOpE, 3a Koje (T2.22) Mopa Takole
na oyne E; . (Tej) = ej. (T g‘) , TAKO J1a CJIEIH

T =(T"),. (12.23)
Hanomena: TpaHCIIOHOBaHHM MPOHM3BOJ JBa TEH30pa j€ MPOU3BOJ JBa
TPaHCIIOHOBaHA TEH30pa Y OOPHYTOM PEIOCIeny.

(TS) =S'T" . (12.24)

OpToroHanHu TE€H30pU

Optoronanau TeH30p Q IpenCcTaBiba JuHeapHy mpanchopmayujy Koo
KOje mpancgopmucany 6eKmopu 4ysajy ceoje 0yxcume u yenoee.

‘QZI‘ - ‘5‘ . (12.25)

Hanomena: Yommre Qa #a. Camo cy HBHXOBE AyXHHE jeAHAKE.
Haibe je

cos(Zz, l;) = cos(Qa, Ql;) , (12.26)
ojatie clieau
(Qa)-(Qb)=a-b Se, =e, . (12.27)

Hanomena: Yommre, TT 2T T=zI, amm QQ =Q'Q=1I.
Ob6jammemne cnenu u3 (12.22)

(Qa)-(Qb)=b-(Q"(Qa)). (12.28)
3amenom (12.27) y (12.28) ce nobuja

a-b=b-(Q"(Qa))

b-a-b-Q"(Qa)=0 (12.282)
h-(I-Q'Q)a=0.
Opnatiie, 32 MPOU3BOJEHE BEKTOPE ;t " l;
I=Q'Q=QQ". (12.29)
Oryna, 3a oproronanau TeH3op Q , Takohe je Tauno
Q=Q". (12.30)
QinQ jm = Qi Quj = - (12.31)
Hanomena: JlerepMuHaHTa OpTOrOHAITHOT TeH30pa je 1, rue je
+1 govori o rotaciji

det(Q) = . . (12.32)

-1 govori o refleksiji

Cumempulmn Mmen3op, 2jiaeHe epednocmu U 21a6Hu npasyu

vazemputmu 6C. Acumempudru meH3opu



T, ¥¥

Cnuka 3.5

Tenzop T" je neduHHCaH KAaO0 CHMETPHUYAH aKO W CaMO aKo je
T = (T9™) | Opo je mpyraumje o1 OPTOrOHAIHHX TEH30PA.

CuMeTpudHa TEH30p HE OdyBaBa 00aBE3HO MyXXWHE U YIJIOBE.
KoMmnoHeHTe CUMEeTpUYHOT TeH30pa 3310B0JbaBajy

T — Tsymm + Tasymm
7;3 = _T;z
o _T=T
2
T=T. (13.1)

ij Ji

T,

To 3Hauu ga je 1, =T,

L= T,=T, n T, =T,. Takohe, nujaronansu

13

enementu tezopa T u (T”™)" wmopajy Outu jemmaku. TeHsop

T*“"™ je auTucumMeTpuyaH ako u camo ako je T =—(T“")".

KoMIoHeHTe aHTHCUMETPHYHOT TEH30pa 33710BOJhABAjY

r=-T,. (13.2)
T;] =-TI, n ]—;3 =-T

13 32°

To 3waum ga je T,=-T, Takobe,

12 2172
QUjaroHanHd  eneMeHtd  T™"™  Mopajy OWUTH jemHakd HyJIH.
AHTHCUMETPUYHH TEH30pU Cy Takolhe IMO3HATH Kao acHMETPUYHU
Ten3opu. buno koju tersop T yBek Moke OUTH pacTaBibeH Ha 30Hp
CHMETPHYHUX ¥ aHTUCHMETPUYIHUX TEH30pa.

T =T"" +T™ , (T33)
e je
o — T+T ’
2
Ta.\'ymm — T_2T . (T34)

Tenzopcku npouseoo 0ea éekmopa-oujaoa

TeH30pcky MPOM3BOA 1BA BEKTOPA j€ TEH30p JIpyror pexa. Ako Mehy
BEKTOpPHUMAa HEMa O3HAKE HU 3a CKAJApPHHU HU 33 BEKTOPCKH MPOU3BO/I,
MoJpa3yMeBa ce Jia je y MUTalky TeH30PCKH MPOU3BOJ. AKO je TEH30p

T pe3ynTaT MHOXCHa BEKTOPa @ U C, MOXKE CE IHCATH:
T=ac= (axi +a, j+ azk)(cxi +c j+ czk).

TeH3opu ce Kao W BEKTOPU IpHKa3yjy I[OMOhYy KOMIIOHEHTH.
[Tpukazom BekTOpa y TOPHEM H3pa3y y3 MOMOh KOMIIOHEHTH CICIH:

acc, a,c, ac,
Ty =acc;=|a,c, ac, apc,
a.c, a.c, a.c,
Tensop apyror peaa uMa JjBa Cl00OJHA WHICKCA H 3 =9

KOMIIOHEHTH. [lujaroHana koja ce HpPOTeXe Of JIEBOI T'OPHEr 10
JNECHOT JOFmEr WIaHa Yy TOpHOj INIeMH Ha3WBa Cce TJIAaBHOM
JIUjaroHanIoM TEH30pa.

baza menzopckoe npocmopa

i ij ik |
i3
ki kj Kk |

10



T

O3HauaBame TCH30pa /N
MOBpIIMHA CMep

T =T ii + Ty i + T ik
+ Ty i + T J + T jk
+ T, ki +T, 0 +T_kk

HIIN
Tl.T TJ.:\ r’C’ Fx
1N p
TS 1.0, T b

I 1__—_}' T, =

Mmuooicerne menzopa ckanapom:

By =Ady
By =4y,
B=.A B, =AB;

13001
Cabuparve menzopa
Cyy = Ayy + Bxx
Cyy = 4yy +Byy

C=A+B C::=:A::+B::

umu

Yuympawreu npouszeoo eexmopa u mensopa

Kao mTo je peueHO BEKTOpH, Ka0 M TCH30pPH MPBOI pela, MOTy ce
MHOXHTH CKAJIAPHO, BEKTOPCKH HJIM TEH30PCKH, a PE3yJITaT MHOXKCHa
je ckajap, BEKTOp WJHM TeH30p. Takohe je moka3aHo nga ce oOf
TEH30PCKOT TIPOM3BOZA BEKTOpa JMOJA3H JO FHHXOBOT CKAJTAPHOT
NPOM3BOJA jE€AHOCTABHHM W3jeIHAYABAEM HHJICKCA y TEH30PCKOM
npousBony. Kom TteHsopa Bumer pema neduHHMIy ce camo
VHYMpawireu npou3eoou u meH3opcku npousgoo. Ilpn yHyTpanmmem
MPOU3BOIY pell TeH30pa IPOU3BOJA CE CMamyje, a MPU TCH30PCKOM
npou3Boay ce noeehapa. Tako je YHYTpalllbd IPOWU3BOJ BEKTOpa U
TEH30pa JPYror peAa BEKTOp, MPOHM3BOJ CE O3HAYABA TAYKUIIOM Ma

MOXKe CUMOOMMYKK ja ce 3amumie y obonuky a =b® T. Tlpukazom
caJip)kaja BEKTOpa U TeH30pa IPEKO KOMIOHEHTH CIIEN:

a=n®T
=(nT,, +nyTyx +nszx);+(nxTxy +nyTW +nzTZy)}+(nxsz +nyT}z +nszz)l€

Txx TYJ :T_'L':
=(M1 n, }r:) I, I, I,
T, T, T.

(npema npasunuma mrodiceroa mampuya). Hanomena:

n®T#TQn!

Tunnuan npuMep NpUMeEHe CKaIapHOT IIPOM3BOJA Y MEXaHMIH
KOHTHHYyMa je opapehuBame BeKTOpa HaloOHa Ha E€JIEMCHTapHO]
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NOBPIIMHY OPjeHTUCAHO] jEMHUYHUM BEKTOpoM Hopmaie n. Kao
IITO je Mpe CIIOMEHYTO TEH30p HAaloHA Je(QHHUIIE CTame HAllOHA Y
Ta4Ky IPOCTOPA, a CBaKa BPCTa TOT TEH30pa CaAPKU TPU KOMIIOHEHTE
BEKTOpa HallOHA Ha MOBPLIMHAMa OPjeHTUCAHUM BEKTOpPUMa HOpMale
y cMepy oca X, y U z, Kao IITO je TpuKa3zaHo Ha ciuid 3.5. Bekrop
HallOoHa Ha TMOBPUIMHU OPUjEHTHUCAHO] jEOIUHUYHUM BEKTOPOM

HoOpMane # (O3HAa4eH ca O, OJHOCHO y MHIECKCHOM 3allMCy ca O,)

JIe(UHUCAH je U3pa3oM:

oc=n®T.

TpchnonoeaHu meH3op TT , =3dMeHa epcmu Kojionama
T, T, T. T, T, T,

T=71, 1, T.|. T'=r1, T, T,
I, T, T T. T, T.

zx ok xz ¥z zz

Tpaz menzopa npedcmasma 30up 4ianoea Ha 21aeHoj oujaconanu (1
uHeapujanma meH3opa)

Cumempuunu mensop S =S r mj.

3 2 -4
Swehx gl o1 6
Syz =Szy B
4 6 5
mp.
Anmucumempuyny menzop A=—A" iy Axx =4y =4z =0
A =—d_ 0 4 -1
‘4_1': = _A:x A=l-4 0 -5
A =—A_ np 1 5 0
A=A:B

080CTPYKU CKAAPHU NPOU3BO0 MEH30pPA

A:-.‘}' Ay B}Q. B.\':—|

A=A:B={4, 4, A4.|!|B, B, B

Ay Fz wo Pw Py

| AZJ.' A_-'l' “i: ‘B_")C B" ! B-"' J

) zz

A=4.B.+4,B, +A4.8, +4,B, +4 B +4 B +4,.B +4,B +4.B8,

XX v

Tenzop nanona

TunmaHE TEH30p JPYror peaa KOjU ce I0jaBJbyje Yy MEXaHHIH
KOHTHHYYyMa je TeH30p HamoHa. Ko TeH30pa HalmoHa KOMIIOHEHTE Ha
TJIaBHO] JAWjaroHajM O3HAuaBajy HOpPMAJHE HAIllOHE, a KOMIIOHEHTE
W3BaH T[JIaBHE [HjaroHaylie TaHTreHIWjanHe HamoHe. Cnuka 3.5
WIYCTpyje caapliaj KOMIIOHGHTH TEH30pa HalloHa Ha IPHUMEpy
€JIEMEHTApHOT IapaJiefIoNueia TUMeH3Mja ox, dy U dz. Ha Tom
napaesonuIeny Cy MPUCYTHE TPH KapaKTePUCTUYHE MTOBPILIMHE, YHjH
BEKTOPHU CHOJhALIE HOpMane (BEKTOPH HOPMANHHU Ha MOBPLIMHY H
rJieAajy oJ mapasesionuiena) cy y MO3UTHBHUM cMepoBuMa oca. Ha
CBaKkoj TO] TOBPIIMHU Jellyje BEKTOp HAallOHa KOjU C€ MOXe
Pa3NOKATH HA TPU KOMIIOHEHTE, jeAHY HOPMAJHY Ha IOBPIIMHY U
nBe TanreHnujanHe. Ctame HAallOHA Y TaYKH MPOCTOpa Ae(HUHUCAHO je
mensopom nanoua. KommoneHTe TeH30pa HamoHa AepHHHCAHE CY

12



(8]

KOMITOHEHTaMa TPU BEKTOpa HAIOHA KOjH JAEeNyjy Ha IOBpIIMHAMa
OpjeHTUCAaHUM HOpMajaMa y CMepy Oca KOOPI-MHATHOT CHCTEMa, Kao
Ha cnuny. CBaky BEKTOp HallOHA MMa jeJHY HOPMAaJHY KOMIIOHEHTY
(HopManHy Ha TIOBPIIMHY) ¥ JBE TAHTCHI[MjaJHE KOMIIOHCHTE.
Tabnu4Hu 3anMC KOMIIOHEHTH TEH30pa HaIllOHA

Oy Oxy Ox
Gij=|%nx Oy Oy

F Y
Ox O-zy O

IIpBu WHIEKC O3Ha4YaBa BPCTY, a JpPYTH
KonoHy. Tew3op Hanowa je cumempuuan
0,=0, (ocMM aKo I10CTOje MaceHu H

MOBPIIMHCKY MOMEHTH).
Besza uzmely sexmopa u menzopa nanona
(BeKTOp HamoHa je TpojeKIuja TeH30pa

HaroHa Ha cMep HopMaie)

Cnuka 3.6 O'(n) =nQT= (nxaxx + 1,0 + nzo-zx)i +

(I’lXO'xy +n,0,, +n.o )j+ (.o, + n,o,. +n.0,

z¥zy

Hozosopu o npedsnayuma nanoua

[lo3uTMBHM  HAamOHM Ha  MOBpPUIMHAMA
OpjeHTUCaHUM HOpMajJaMa y MO3UTHBHOM CMEPY KOOpAWHATHUX OCa
Cy y MO3UTUBHUM CMEPOBHMA THX OCH U OOPHYTO, TO3UTUBHH HATIOHU
Ha TIOBpIIMHAMA OpjEHTHCAaHWM HOpMallama Kojeé Cy Y HEraTUBHOM

CMCPY KOOPAWMHATHUX OCa, CY Y HCTAaTUBHUM CMEPOBHUMA TUX OCH.

Eyknuocku mpooume3uoHaInu KOOpOuHamuu cucmemu,
KOoHmpasapujanme u Kogapujanmme KOopouHame mauxe
[IpoyuyaBameM elleMEHTapHE TI€OMETpHjeé MpeAcTaBe O IMPOCTOPY
CTeKJie cy ce mpeko JlexapToBor kopauHaTHOT cuctema Oxy z (CIuKa
3.9), caocama Ox, Oy u Oz xoje cy mel)ycoOHO opToroHainHe. 3a oce
ce KaKe Jla YMHE OPMO2OHATHY Mpujedap uiu OpmoSOHAIHU CUCEM
pedepenyuje. Y mbeMy ce BEKTOP TM0JI0Kaja TauKe MpuKaszyje 30upom

F=O0OM =xi +yj +zk , (el)
rae cy z_',f,lg JEIMHUYHHU BEKTOPU Ooca. Y KOCOYIJIOM KOOPIMHATHOM
cucreMy (cmuka 3.10) jeauHH4HUM BekTopuMa oca e, €, =e,(u =1,
2, 3), BEKTOp TOJI0XkKaja TayKe ToKazyje ce 30upom

F=r=xe +ye, +ze, (e2)
TZe Cy X, ¥, Zz TPH CKallapa, KOju ce y3UMajy 3a KOCcOoyriie KoOpInHare.
VY onmrem ciydajy Eykimackor TpoauMeH3HOHAIHOT mpocTopa Ej
KaJa ce TOJ0Xaj Tauke oJpehyje MpaBOIMHUJCKMM KOOpIMHATaMa,
MOTY C€ Y3eTH TPH HEKOMIUIEeMeHTapHa BekTopa e, (u = 1, 2, 3) ca
3ajeqHYKM TodetkoM O. OHU 00pazyjy mpujedap eexmopa unu
OCHOBHU 0A3UC KOOPOUHAMHOZ CUCMEMd U 308y ce KOOPOUHATHU
sexmopu moe mpujedpa. Y TOM CIIy4ajy BEKTOp TOJIokaja (e2) Moxke
ce HamMcaTH y 00JIHMKY

r=x'e,+x’e,+x'e,, (e3)
KOjUM C€ pas3iaxxe Ha MpaBle KOOpAUHATHUX oca. [Ipu Tome ce yBone
Tpu ckamapa x‘ (u = 1, 2, 3), KOju ce 30By Kommpasapujanme
Koopouname mauxke M y onHocy Ha natu Tpujenap. Kanma cy 6asHu
BEKTOPH e, jCAWHUYHH, KOHmMpdeapujanme Koopounama x" cy
anzebapcke 8peOHOCHU KOMNOHEHAMA 6eKMopa I pACmAG/beH02 HA
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npasye oca. Axo je nat Bektop 7 y obmuky (e€3), ckamapHUM
MHOXemeM penom ca (e, xe,), (e,xe) u (e xe,) ompehyjemo
KOHTpaBapHjaHTHE KOOPAMHATE y OOJIHKY

1 2

1 1 1
x'=—r-(e,xe), x =—r-(exe),x’ =—r-(exe, 4
A (exe) Aexa) Aexe) (¢4

raeje A=e (e xe,). (e5)
OBzxe cum007 ,,-“ O3HaYaBa CKajapHH, a CUMOOIN ,,X BEKTOPCKHU
npousBon. [lpermocraBibajyim ma cy y TpOAMMEH3MOHAITHOM
EyxnmackoM mpoctopy narta TpW JHHEapHO HE3aBHCHA BEKTOpa e,
(ocuoBHHU 6a3uc), yBOIH ce HOBU 0asuc, HOBU TpHjenap Bekropa e (u

=1, 2, 3) penanujama
1 1 1

e =—(exe), e =—(exe), € =—(¢xe,). e6
L (exe) A (exea) A exe) (6)

Bexkropu " (u =1, 2, 3) cy KOmbyroBanu (CIIperHyTH) ca BEKTOPUMA ¢,
(u = 1, 2, 3) ocHoBHOr 6asuca. YmpaBo BekTopu e dopmupajy
KOIbYrOBaHM KOOpJMHATHU cucteMm. IIpema penamujama (e6)
ounriienHo je na miMmely BekTOopa OCHOBHOI 0a3mca e, W BEKTOpa
KOBYTOBaHOr 6a3uca ¢ mocroje Bese
. 1 za i=j

e-e/=0"= , (e7)

' ' 0 za i#]J
rae je 0’ Kponekepos cumGoin. Oxasze je moryhe 1o6uTtn auHeapHy

HE3aBUCHOCT OBUX BEKTOpa, A jeé CaMHM THM OIpaBJaH Ha3WB
,0asuc”. Nmennon A je paszamumt o Hyise, jep Meljy BekroprMma
OCHOBHOT 0a3mca HeMa KOMIUIAaHApHUX HJIM Hyna Bekrtopa. Oryna
clenu jequHCTBEHOCT ojapehuBamba KOmYroBaHUX BekTopa. OBaj
mojaMm 3aJI0BOJbaBa C60jCME0 y3ajamuocmu, Tj. 0a3uC KOWBYTOBaH
KOEBYTOBaHOM mocTaje monasuu. [Ipema (e6) momohy Bekropa e (1 =
1, 2, 3) kourpaBapujanTHe Koopauuare x* (u = 1, 2, 3) tauke M mory
ce MMPHUKAa3aTH y OOJIUKY
xX=re (u=1,2,3), (e8)
KOjU yKa3dyje Ja ce KOHTpaBapHjaHTHE KOOpJMHATE W3PaXKaBajy
CKaJIapHUM TPOU3BOAMMA BEKTOPA MOJIOXKaja Tauke U KOOPIMHATHHX
BEKTOpa KOmyroBaHor tpujenpa. Ca apyre cTpaHe, ako y3MeMO
BEKTOpE € U BEKTOP MOJI0XKaja IPEICTABUMO BEKTOPCKUM 30HpPOM

_ 1 2 3
r=xe +xe +xe, (€9)
yBomuMo BemmumHe X, (u = 1, 2, 3) Koje ce 30By Kosapujanmmue
Koopouname mayxke M y onHOCy Ha mona3Hu (OCHOBHH) TpHjenap,
oznpeheH BEKTOpUMa €, CKaJIJapHUM MHOXKEHEM
X =r-e u=1,2,3). (el10)
AKO Cy BEKTOPH €, OpmoO2OHANHU, KOWY208aHU GeKmopu e ¢y
makohe opmoeonarnu. 3aTO 'y OBOM CIy4ajy KOBapHjaHTHE
KOOpAMHATE WMajy BPEIHOCTU OJroBapajyhux KOHTpaBapHjaHTHUX
KoopanHata. Y CTBapH, HeMa pa3nuke Mel)y muma, ma ce Mory
MPUKa3UBaTH WIA TOPHUM WIH AOHBHM HHIEKCMMa. HasuBu xo- u
KoHmpa- eapujanmue Koopouname Cy y BE3H ca 3aKOHHMa
TpaHchOpMalLje KOOpAWHATa, Tj. ca 3aKOHMMa I[pena3a Ha
onpehuBame mMmonokaja Tauke y ONHOCY Ha OPYTH KOOPAMHATHH
cucreM. IlpermoctaBnMo na je mata Be3a m3Mel)y KOOpAMHATHHX
BEKTOpa HOBOT 0a3syca €, 1 KOOpAMHATHHUX BEKTOpa cTapor Oasuca e,

y o0nuKy
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el‘ = 141“61 +A1'ZeZ + 141'363 >

e,=4'e+A4’e+A4’e, (ell)
e, = dle+ e+ A e,

NJIn

e.=A’e (i,j=1,2,3). (ella)

Oge je uckopumiheHa T3B.AjHuimajuoea Konsenyuja o cadupary
nO nOHO8BeHUM unoekcuma. Y oBoMm ciydajy je j =1, 2, 3 u
IIPETXOHU H3Pa3 MOXKE CE HAIMCATH PA3BHjEHO 3a IPOM3BOILHO U :
Ale,=A'e+A’e, +Ae,.

AKO CMO TIPHUCHJBEHU JIa Y HEKOM W3pa3y HAIMIIeMO HCTH TOPHHU U
JOBH MHICKC, a 10 HBHMa ce He cabupa, 3ameHumheMo Maia cioBa
JIATHHUIIEC BEITMKUM CIIOBHMA.

Takohe, Heka Cy KoBapHjaHTHE KOOpJMHATE BEKTOpa r Yy CTapoM
Oasucy x, u y HOBOM X,. [Ipema (el0) 3a mHX Cy HaM MO3HATH
obpaciu

x=r-e, x.=r-e x=Ax(,i=12,3). (el2)
3ameHoM wuspasa (ell) y (el2), ma npumep 3a KoopaUHATY X,
HaJIa31MO

x,=r-e=A'r-e+A4'r-e,+A4°r-e, (el2a)

=A'x +A'x,+A’x,.
Amnarnorso oapehyjemo u npyre koopauHaTe, ma je

xl' = A'\'le + A1'2x2 + A1’3x3 >

X, =A4,'x +A4x,+ A4’ x,, (el3)
X, =A'x +A4'x, +A’x,,

WM

x.=A'x. (el3a)

Ynopehusawem jennakoctu (ell) u (el3) yBubajy ce uctu 3aKoHM
TpaHchopmMalja GasHUX BEKTOpa M TpaHchopMmairja KOOpAWHATA.
O6e ce Bpuile uctoM memoM Koepuumjenata A.'. Yupaso osa
CarjlaCHOCT NPUMEHE HCTe IIeMe Ha JIATHHCKOM je3HKy ce M3pakaBa
npepukcom ,k0“ 3a onpehuBame HOBUX KOHBApHjaHTHHX
KoOpaMHATa X ucKopucTuhe ce jeHaKkocT

r=x'e,+x’e,+x'e,=x"e, +x’e, +x’e,

3amenoMm wm3pasa (ell) y pmecHy cTpaHy OBE jEAHAaKOCTH W
ynopehuBameM KoeduLUjeHaTa y3 HCTe 6a3He BEKTOPE €, , NOJIa3H Cce

JI0 JEZTHAKOCTH

xl :A1v]xl'+A2le2'+A3.lx3"

X =AX+ A X"+ A4, x, (el4)
x3 =A|,3x]'+AZ,3x2'+143,3x3',

WU

X' =A4'x".

VYnopehuBamem u3paza (el3) u (el4) ogMax je yousbHMBa pasiHKa.
[IpBo, y m3pazy (14) cy u3paxene crape KOOpANHATE MPEKO HOBUX, a
y uzpazuma (13) je oOpuyto. Ipyro, cam pacnopen kKoeduuujeHata
A je oBIe M3MemeH, 3aMeHEHE Cy KOJIOHE BpCTama. 3aTto ce OBO
CBOJCTBO CYIIPOTHOCTH M3pa)kaBa JIATUHCKUM MPEeHUKCOM ,, KOHmpa*.
Agpunu npocmop
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VYBozmHa pasMarpama nmocsehena cy CYKITHACKOM
TPOAUMEH3MOHATHOM npocTopy, ca 3aJIpKaBamkHEM Ha
MPaBOJIMHHJCKUM M y OIIITEM CIIy4ajy KOCOYIJIMM KOOPIMHATHUM
cucreMuMa. Y ToceOHOM cilydajy, kKaga cy oce wmelhycoOHo
opToroHanHe uMamo JIekapToB KOOPAMHATHH CHCTEM.

Mebhytum, u Eykaudcku npocmop je noceban ciyuaj m3e. agpuroz
sexmopckoe npocmopa. OBIe ce pagu O HEOMXOAHO] TeHepaIU3aLUjH
npoctopa. OBakBe TeHepalIH3alMje ce II0CeOHO KOPHCTE IIpH
npoy4aBamy (U3UYKHUX CUCTEMA, OTMCAHUX aHATUTHYKUM H3pa3uMa,
KaJla ce OMKCHBAIE BPIIM IEOMETPUjCKUM MyTeM. Ta ce mpouIupemna
WIM TeHepalu3alfje IMojMa MpocTopa BplIe HA TakaB HAaduH Ja
HOCMAaTPaHU IIPOCTOP O TP JUMEH3H]jE, CA CBUM CBOJUM CBOjCTBHMA,
Oyze crenujajgaH cioyd4aj TeHEepallMCaHor MpocTopa. Paznmuuuti
(bM3MYKH TIPOLIECH Ce OIMHUCY]y PasIMYUTUM OpojeM mapaMerapa, na u
TeHEepalTCaHy MPOCTOPH Tpeda Aa nMajy BHIIE KOOPIAMHATA, OJHOCHO
KoopIuHaTHUX oca. CaMu mapaMeTpy cTama WiH (GU3NYKOT Mpolieca
Mory OWTH pasnuuute (HU3MYKe BEMMYMHE. 10 3Ha4YM Ja CBaka oca
cucTeMa TpuKaszyje Apyry ¢u3muky BenmuuunHy. CaMuM THM U
jenuHHIE Mepa MOjeINHHUX 0Ca MPUKA3yjy Ce Pa3IHYUTUM TyKHHAMA.
Ha mpumep, u3 TepMoAMHAMUKE je MMO3HAT IUjarpaM CTama, KOjH ce
OMHKCYyje  TMPHUTUCKOM,  TEMIIEPaTypoM W  3alpeMHHOM
TPOIMMEH3HOHAIHOM TIpocTopy. Ilpy ToMe je cBaka oI HaBEeZEHHX
BEIMYMHA TIPUKa3aHa jEJHOM KOOPJMHATHOM OCOM. Y TaKBOM
KOOpAMHATHOM CHCTEMy HeMa CMHClIa onpehuBame pacrojama
u3Mel)y nBe tauke. Mepeme JyxuHE je Moryhe u3 OWIo Koje Tauke
mpocTopa, anu camo y oxapeheHoM mpaBiy. Y ApYroM MpaBLy KOjU
IpHUKa3yje Apyry GU3HUKY BEIHYHHY U HEeMy HapajeHNuM MpaBIuMa,
Mepu ce APYroM jeAuHUIoM Mepe. OBO 3HAa4YM Ja MPOCTOP HUje
U30TpOMaH. A, MoeyfiHOCI ROCMAB/bARa KOOPOUHAMHOZ NOYEMKA
y 0uno Kojy mauxy npocmopa 3Hauu 0d je Hpocmop XOMOZeH.
l'enepanuzanmja  oOMYHOr  TpoAUMEH3MOHANHOr  Eyxmuackor
IPOCTOpA JIOBOJIU 00 M36. AUHedapHoe U agunoz npocmopa. EnemenTn
JMHEAPHOT MPOCTOpa Cy BEKTOPH Kao 00jEKTH JIMHEApHUX Olepaluja.
Ynopeno ca mojMOM JIMHEApPHOT IPOCTOpPa YBOIHU Ce IMojaM aHHOT
IPOCTOpA, YHjU Cy €JIEMEHTH Tauke. Tauke adMHOT mpocTopa Cy Ha
onpeheHn HauMH mMOBE3aHE ca BEKTOPUMA JIMHEAPHOT IIPOCTOpa
(ananorHo reomeTpuju oOuW4HOT mMpocrtopa).Kao mro cmo Bupenu y
MOMEHYTOM MpuMepy adUHOT TPOAMMEH3MOHAIHOT  IPOCTOpa
NPUTHCKA, TEMIlepaType M 3alpeMuHe, 3a pas3iuKy oI Halle
IpEeICTaBe O MPOCTOpY, CTEUEHE W3yYaHABAEM eJIeMEHTapHe
reoMeTpuje, y agunom nNpocmopy HUcCy Oe@UHUCAHU MemPUYKU
nojmosu: pacmojarbe usmehy mauaxa u OysHCUHA TUHUJA, NOBPUIUHE U
sanpemune ueypa, yenosu u opmoconarHocm. lIpu HCIUTHBABY
¢urype y apuHOM mpocTOpy HM3ydaBajy ce caMO OHA IeOMETpPHjCcKa
CBOjCTBa, KOja HE 3aBUCE O]l METPUUYKHUX MOjMOBA. THMe HCITUTHBAKE
HUje U3ryOmIIO CBOj 3HA4aj U JI03BOJbaBa PEIlIaBamke MHOTHX 3ajaTaKa.

[IpeamocraBuMo j1a je cTame HEKOr (DU3UYKOT Mpoleca Y CBaKOM
TPeHyTKy Moryhe omucaTd cucTeMOM BpemHoCTH a', d’,.., a

eaIHUX NPOMEHJBMBUX X', X ,..., x". JlaTh cucrem BpenHocTu a' (u
> 2 b
=1, 2,..,N) 30Be ce Tauka, a CKyll CBUX Tauaka 3a CBe Moryhe

BPEIHOCTH NpoMeHsbuBUX X (u = 1, 2,..,N) 30Be ce adunu
BeKTOpCcKH npoctop ox H numensuja. [lox BekTopom mpocropa og N

JMMeH3Mja TofipasyMeBajy ce aBe ypehene tauke A (a',a’,...,a") u
B (b',b’,...,b"), c TMM 11a ce 3Ha KoOja je TpBa (IIO0YETaK BEKTOpA) U

Koja je mpyra (xpaj Bextopa). Ako je Tauka A(d') mpBa Tauka, a
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B(b') npyra, Tama je ompehen Bektop AB U 30Be ce BEKTOp
moMepama Tauke A 1o Tauke b. Moke &ma ce yBede M O3HaKa

C=AB , T1a ce Tako OpojeBn
c¢=b-a w=12,.,N) (el5)

30By koopaunare Bektopa C = AB y mpocropy on N aumensuja. Y
MHOTHM clly4yajeBUMa BEKTOp ce oapehyje camo xoopauHaTama (el5),
nonpa3dymeBajyhu na moderak Moxke OWUTH y OWIO KO0joj Tadkd
MIPOCTOPA, 1A Ce TaKaB BEKTOp cMaTpa ciaoboganM. [lonoxkaj Tauke B
je TOo3HAT, ako Cy IO3HaTe KOOpIUHATe Tauke A M KOOpAUHATE
Bektopa (el5). AmHamorHo, m3 Tauke A Kao MOYETKAa MPOMEHOM
koopauHara (el5) moke ce qOOMTH TMOJIOXKaA] OMIIO KOje Tauke
npocropa. OBH BEKTOPH C€ 30BY BEKTOPH I10JI0XKaja TadaKa y OJHOCY
Ha jatu mod (Tauky A). OBaKo yommTeme ojMa BEKTOpa JA03B0JbaBa
IneuHHCame omepanyja Hajl HbHMa, aHAIOTHO MO3HATOM BEKTOPCKOM
uspadyHapamy. Ako cy a(a) u b(b) nBa BekTOpa, MM JBE Tauke,
Taja je
- 30up BekTOpA: c=a+b={ai+bi} w=1,2,.,N),

- pasnuka Bektopa: ¢ =a+(—b)= {a' —bi} , W=1,2,.,N),

- TIpOU3BOJ BEKTOpa ca CKaNapoM:
ka = {ka‘} = {ka‘,kaz,...,ka“’} ,
- KOOpIHMHATHH ITOYETAaK U HyJIa BEKTOP: 0= {0, 0,..., O} )

Ha oBaj Haunn Tauke npoctopa ojapeheHe Bekropuma a u 6, oapehyjy
u Tauky @+ b ucror nmpocropa. Mcro Tako, Kajia je y mpocTopy Tauka
oJpel)eHa BEKTOPOM IOJIOXKAja @ M CBE Tauke y meMy Ouhe onpeleHe
BEKTOpHMa Kda 3a pa3He BPeAHOCTH mapamerpa K. OBUM ce HCTHYE J1a
je aduHUM npocTop NuHeapaH. Bextop, unje cy KoopauHaTe

e ={ll,0,...,0},
e, ={0,lz,...,0},

e, = {O,O,...,IN}

30By C€ OCHOBHM KOOPJWHATHH BEKTOpH N -MepHOr aduHOT
npocropa. MHaekcu y3 jeAUHHLE YIO30paBajy Ja IPaBUU €, HMajy
pa3MuuTe jeIWHUIe Mepa. 3a BEKTOp momepama r , onpeheHor ca
N xoopauuara X', Kakemo ja je N -tor pena. CBaku oBaKaB BEKTOP
ce MOJKE MPHKa3aTH Kao JMHeapHa KOMOHMHAIMja OCHOBHHX BEKTOPA
e,Tj.

r=x'e+x'e,+..+x"e, =x'e.

Axko je moryhe nahu M Gpojesa @' (u = 1, 2,...,M), KOju HUCY CBH
jemaHKW HyJH, TAKBHX Ja je JTHHeapHa KOMOHMHAIH]ja BEKTOpa

a'a =0 a (u=1,2,..M), (el6)
(MMaMo y BHIly KOHBEHIIM]y O cabupamy) jeqHaKa HyJH, Kaxe ce I
Cy BEKTOPU d, JIMHEAPHO 3aBHCHU. Y IPOTHBHOM, aKO j€ jeJHAKOCT
(e16) 3amoBosbeHa camo Kama cy cBu Opojesun &' (u = 1, 2....M)
jeIHaKu HyJHM, BEKTOPH ¢, cy MehycoOHo muHeapHO 3aBuCcHU. OBakaB
MPOCTOP, Y KOME CY OCHOGHU NOJMOSU MAYKA U 6eKMOp, U Y KOME Cy
neuHECaHe caMo OIepalMje cabuparba U MHOdCelbd BEKTOpa

CKaJlapoOM 30BE C€ aghuuu npocmop unu apuHiu 8eKMopCKi NpoCcmop.
[Toceban ciyuaj cyxeHor adMHOT IPOCTOpa, KOJ Kora ce y MpaBLHUMa

17



CBUX 0OCa MOXXC MEPUTH HCTOM jEJMHHIIOM MEpE W3 CBAaKE HEroBe
Tauke, Kao y OOMYHOM TpocTopy, jecte N -mepHun Eyknmuaos
npocTop. EyKIuIcku mpocTop je METPUUYKH MPOCTOp, jep ce ey,
MOpea CBUX OIepandja y apuHOM HPOCTOpY, MOXe NedUHHCATH H
pacrojame u3mely nBe Tauke npuMeHoM [lutaropuHe WM KOCHHYCHE
Teopeme. Jpyrum pednma, Moryhe je ompeauTH Ay>KUHY KOHAYHOT
BEKTOpa IoMepama, 1a je Moryhe neuHNUCAaTH U CKalapHU IPOU3BOX

BEKTOpa. AKO Cy 7 U 7, BEKTOPHU JIOBEJCHU HA 3ajeHUYKU [104eTaK U
usmely mux je yrao €, Taja je \UXOB CKaJapHHU MPOU3BOJ
lq-r2=|iq||r2|c0549. (el7)
ITomro je Beh pasmaTtpaH E€yKIHICKH TPOANMEH3HMOHAIHU IIPOCTOP
(E,), Tpeba noHoBuTH cBe obpacle Boaehu padyHa Ja caja IpocTop
uma N gumensuja. Kao mro je mosnaro y EykiamuckoMm MeTpudkom
IPOCTOPY Ce MOXKE TOBOPUTH O JIeKapTOBOM IPaBOYTIIOM CHCTEMY
pedepernuje. Y meMy BekTopu e, (1 =1, 2,..., N') dopmupajy cuctem
jenuHYHUX MehycoOHO ympaBHMX BekTOpa (jeHAKUX jEeIUHHUIIA
Mepa). 3a TakaB 0a3mc ce Kaxe Ja ra Qopmupa opmoHomMupaHu

cucmem 8ekmopa. YCJIOB OpPTOTOHATHOCTM M HOPMHUPAHOCTH
IPHUKa3yje ce CKATAPHUM IIPOH3BOIOM

1 za i=j .
el.-ejzé‘l.jz T, wj=1,2,.,N) (e18)

0 za i#]j
Axo cy Bexropu 7.(x') u r,(y") oapehenn npojexumjama x', y' (u,j
=1, 2,.,N) y ogHocy Ha [lekapTOB NpaBOyIJH CHCTEM, Taja je
BUXOB CKaJapHU IPOUBOJL

N
rl~r2=x'y‘+x2y2+...+x‘”y”=Zx"y“. (e19)
i=1
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