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OCHOBHM NOJMOBM

, TEH30pCKa aHanu3a, Wiu Jj€ MaTeMaTH4KO
MPOIIMPEHE BEKTOPCKOI padyHa Ha TEH30pcKa mosba. OTkpuo ra je I'peropuo
Puun-KypbOactpo, a pa3Buo mmeroB yudeHuk Tymuo JleBu-LluButa u apyru.
Ynorpebuo ra je AnbepT AJHIITAJH Y YyCHOCTaBJbakby CBOjE OIIIITE TEOpH]je
PEJIATUBHOCTH.

OcuM cKaJapHUX UM BEKTOPCKUX (DYHKIIM]a, HEKE MOJaBE CE OMUCY]Y U
CJII0’KEHH]UM T€OMETPH]CKUM 00]€KTHMA, T3B. TEH30pUMA.

CkallapHe BEJMYMHE WIM TEH30pW HYNTOr peda (paHra). AeUHUCAHE CY jeOHUM
Opojem (ckanapom), a TAKBE BEJIUYMHE Cy Ha IPUMEP: Maca m , 3allpeMHUHa

V', ryctuHa p, crneurpuyHa YHyTpalllkhba €Hepruja u , HUTHA. AHAJIOTHO C€
poy4yaBajy (u3nuyka M TeOMETpPHJCKa CBOJCTBA BEKTOpa KpoO3 3aKOHE
TpaHcdopmalidja KoopJauHaTa, Kao meH3opa npeoe paHaa.



BekTopcke BEJIMYMHE cy onpehene
IpaBIEM,CMEPOM, H  HMHTE3UTETOM, OJHOCHO
noMohy mpu komnonenme (HIP. TPU MPOjEKIH]e HA
OCH KOOPAWHATHOT CHUCTEMa), a TAKBE BEIIMUYHHE CY

—_ —y — . ﬂ\’ >
Op3uHa V , yOp3ame ¢ , cuina [F . Bekropcke /0 ] e
BEIMYMHE C€ JOII Yy JUTepaTypyd O3Ha4YaBajy U /
oongupanuM ciopuma (8, a, @, ¢q). Bexkropcke 4

(yHKIM]€ y HAIIEM OMNa)ajHOM IMPOCTOPY MOKEMO
YYUHUTH OYUTJICTHUM.

Jlpyry HaYuH NpUKa3UBakha BEKTOPA j€ AaHAUTUTUYKH ITyTEM MPOJEKIIHja.

O ¢uszuukoj unu 2ceomempujcxkoj npupoou 6exmopa cyou ce Ha OCHO8Y 0OIUKA
U3pa3a Kojum ce npesooe KoopouHame 6eKmopa u3 jeoHoz y opyau
KOOPOUHAMHU CUCTIEM.

3a omnucuBame CIOKEHUJUX (PU3UYKUX T[I0jaBa TIE€OMATPUJCKUM MYTEM
IPOIIKMPEH je mojaM Ipoctopa. MHore (u3MUKe BEIMYHMHE OMHUCY]y CE ca
BUILIC TIapaMeTapa, Ma J€ 3a IHXOBO T'E€OMETPUJCKO IOCMaTpame U
ONMMCHBamk€ OWJIO HEONMXOAHO YyBOhewe T3B. M-mepHux npocmopa.
['eomeTpujcke mpencTaBe O TAKBOM IMPOCTOPY HEMamMo, HUTH je moryhe
OUYHUIJICTHO TIPUKa3UBamkE 0JIroBapajyhux BeJrynuHa.



HcTo Tako mocToje BenuuuHe, ojpeheHe y HaieM omnaxajHoM IPOoCTopy y
OJIHOCY Ha IT03HaTe KOOPJUHATHE CUCTEME, KOJ€ HE MOT'Y YUMHUTH OUMITICTHUM,

Kao ocnosa 3a paznukosarse npupooe nojeduHux euvuHd, ONUCAHUX Cad GULLE
napamemapa (KoopouHama) uiu QyHKyuja, y3umamo ruxo80 NOHAUAre Npu
CMEHU NPOMEH/bUBUX (MPaHchopmayuju KOOpoOuHama,.

3amo men30pcKu pauyH npeocmasba Mamemamudxy OUCYUnIuHy, 0OHOCHO
anapam avaiumuyuke u ougepenyujaire ceomempuje 3a npoyyasarbe Qu3UYKux
U 2eOMAMPUJCKUX 8ETUHUUHA HA OCHOBY 3AKOHA MpaHchopmayuje Koopounma
Kojuma ce npuxkasyyjy.

Tenzopcku paduyH je yBeo Puum modeTkoM JIBaJ€CETOr BEKa W HaIllao J€
NPUMEHY Y TEOPUjU PEIATUBHOCTH, U Y CBUM 00JIaCTUMA MEXaHUKE(MEXaHUKE
KOHTUHYYMa, MEXaHUIIX (Iyua, aHATUTUYKO] MEXaHUIU, TEOPU]U
CTaOMJIHOCTH) U TTIOCEOHO y CBUM I'paHamMa MaTeMaTu4ke (Pu3uke.



OCHOBHM NPUHUMI HAa KOME TIOYMBAa TEH30pCKUM padyH —llpunHiun
MHBApHUjaHTHOCTHU- Ha]0OJbE j€ hcKazao pycku pusnuap E. Buruep:

«l Ipunyun uneapujanmuocmu CIyHcu Kao npooHU KaMeH y npogepu UCIMUHUMOCMU
3aKOHA NpUpooe U OMKPUBATLY HOBUX 3AKOHA NPUPOOey.

YobOuyajeHo je da ce TeH30pHMMa Has3WBajy BEJIUYMHE KOJ€ CYy Opyeoe,mpehee unu
guwiez peoa, a ako ce HUWMa NOCeOHO He HA2ACU OHOA ce MeH30pU Opy202 peoa
Hazueajy y aumepamypu ckpaheno camo meH30pu.

Tenzopu apyror pena nedhuHUCaHU Cy ca 9 KOMIIOHEHTH, TEH30pH Tpeher peaa
ca 27 KOMIIOHEHTH, OJJTHOCHO YOMIITEHO, Op0j TeH30pa 7 -Tor peaa je 3x. Tako
C€ M CKaJlapyd MOT'y CMaTpaTyu TEH30pHMMa HYJITOT peAa, a BEKTOPHU CY TEH30pHU
npBor peaa. TUMMYHNA TEH30pH APYTOT pea y MeXaHUIM (Ppiyua cy: TEH30p
uHepuuje J ,TeH30p Hanpe3ama T,uT/.

Pen Hasus | Ilorpeban [Ipumepu
Tenzopa bpoj nonataka [Ipumene
b k)
PaBHH | IPOCTOPY
Hymmu | Cramap | 20 _ 30 1 Maca,1y:xuHa,BpeMe, TeMIiepaTypa

IIpBu Bekrop | 51 _» 3l 3 Cuna,0p3una,yOp3ame

Hpyru Tensop | 52 _4 | 32_9 Hanpesame,nedopmanmja
2

Tpehu Tensop | 73 _g 7 Coxkena

3 pena Harpesama,1ehopMarimje

Herspru | Tensop | >4 _16 | 3% =3] Tensop emacTHUHOCTH, TEH30p
4 pena KPYTOCTH




YBoaHaA pazMaTpamkba TEH30PCKOI pauyHa,CyMHpambe

Pasmarpacecyma  S=qgx +ax,+ax,+..+ax,
WIIH §=2.ax.

n n
=Y ax=Yax
J=1 k=1

WHACKCH [ , j U K Y IPETXOJHUM H3pa3uMa Ce Ha3uBa]y Hemu UHOEKCU.
AKO ce MHJIEKC MOHABJba YHYTAP JEIHOT YJaHa, OHJa MPEACTaBIba HeMU UHOEKC

KOJH YKa3yje Ha cyMy. [1o KoHBEHIM]1, CBAKK OBaKaB MHJIEKC MMa BPEJIHOCT 1, 2,
3.

3
= Zajxi (cyma 3 mapamerpa)
i=1

3 3
3= Z Z a,xx, (cyma 3* napamerapa).

i=1 j=1

Panu nakuier cabupamwa KOPUCTHU CE T3B. AjHuimajnoea koneenuuja

0 cabuparsy S=>ax, = S=gx

3.3
S=Zzla’3xixj ‘ S=a{~"lf“\j'



Cno600nu unoekcu — Buwmecmpyke jeonauune

Pa3matpa ce Yy, =a,x +a,x, +a,x,

Y, =@, % ., X, T, %,

2157

J}E! =d : + 032;“2 + a33'x3 .

31771

Kopucrehu Heme nHaekce, NpeTxoAHe jeHaYMHEe MOTy OMTH peayKOBaHE Ha

V. =d X
<1 1n n
.)/2 g a?_n'\u
-}13 - aSn'ln .

OBe jeqHaYMHE Cy UCTOT 00JIMKA, a pa3JIMKY]y c€ caMo y uHJaekcuma 1, 2, 3.
[Ipema Tome, yBosiehu KoHuenm c10600H02 unoeKkca, jeTHAYUHE CE MOTY
HaIlKCaTH Kao . = A X

Vi = dinXy

e je i cio0oaaH UHJIEKC, a 1 je HeMH uHJeKc. CITI000IHU UHJIEKCH CE M0jaBJbY]y
caMo J€IHOM y CBaKOM WIaHy jeJHaUYMHE, yKa3yjyhu Ha BUILIECTPYKE JeTHAUYUHE.
OOHYHO cy UM BpeaHocTH 1, 2, 3.



Cn000/1aH MHEKC KOjU CE M0JaBJbyj€ Y CBAKOM WiIaHy MOpa OUTH HUCTH.
AKO y JeTHaYMHU MMa JiBa CJI000/1HA UHJIEKCa, OHJIa Ta] U3pa3
npejcTaBsba JIeBeT jenHaunna. Ha mpumep,

im<*jm
npeAcTaBsba 9 jeIHAYMHA, CBAaKa ca TPU YjaHa Ha JICCHO] CTpaHHU.
VY3umajyhu na cy cnobonuu nnaekcu i = 1 uj =2, nobuja ce

]—1'2 = A]1A2l + A12A22 + /4]3A‘_'3 .

Ocranux 8 jenHaunHa 100Mjajy ce KoMOunyjyhu i u j.

Kponexepoe cumoon ] j[ 1 i=j
KponekepoB cuM0011 je neuHucaH Kao 0, = 0 ez §°
s, 6, 8,11 0 o0
Martpuria 5. 6 6.l=l0o 1 0 5 a4 —a j€ JeMMHUYHA MaTpuIla

. O, © 0 0 1

Cranapnu npouseoo éekmopa. Jlata cy 1sa BEKTOpa g — a_(; .

a-b=(ae) (be)=ap (€ e). B =il
ab=ab =dadp.

imJ g i1

e-e =0.
i ] j



TEH30PH 2 pena

Tenzop npencrapsba JIMHEapHy TpaHchopMallijy, o3HadeHy ca T.
Tpancdopmuiiie OMIIO KOJU BEKTOP Y APYry BeKTOp. TeH30p Apyror
pesia npejcTapba 9 cKkajapHUX BEJIMYMHA TaKo Ja

Ta=h
Jla ou ¢pyHkuuja T Ouma xoMoreHa Mopa Jia moceayje OCOOUHY:
T(ad)=aTdi=ab
dyukiyja T je TMHeapHa ako UCIymaBa clienehu ycios:
T(a+b) =Ta+T5 ,

Komnonenme meHnzopa

— -

y MmatpuuHoM popmary je b =Ta

3 1

21 22 23 a7 :> bj B ];a} l

N
~ N
~ N

o™
e
P

b L, I, I, ]la] ij=12,3



Cyme u npouzeoou meH3opa
Hexka cy T u § nBa teHzopa. Onja je

(T+S)a=Ta+Sa.
Wcnutyjyhu koMnoHeHTe 30upa BUIU ce
(L 48] =L &5,
Wnu, o3HayaBajyhu MaTpuyHoO
T+S|=[T|[+]|S], B .
(re8)=T40S) -
IIpon3Boa nBa TEH30pa
(TS). =T, S

i m*="mj >

Hamomena: Yommreno, TS #ST. [TS] = [T][S] '

Jeounuunu men3op

Tenzop unpeHTHYHOCTH (JeUJHUYHHU) [ TIpe/icTaBsba JJUHEAPHY TpaHChOpMaIU]y
Koja TpaHc@opmuille OMIIO KOjU BEKTOP y Wera camor. IIpema Tome je,

Ia =a
Od4aKJIC CC BUJIU Od CC ] MOQOIKCE HpCI[CTaBI/ITI/I Kao

I=0

T



1pancnonosHu men3op
Tpaucnonosauu Teu3op T je nedunrcan kao Tenzop TT koju 3a10BoJbaBa

B e R e e

a-(Th)=b-(T"a). = (7"
Hanomena: TpaHCTIOHOBaHU MPOU3BO/ IBA TEH30PA € IPOU3BO/
JIBa TPAHCIIOHOBAaHA TEH30pa Y OOPHYTOM pPEIOCIIEY.

(TS)" =S'T”
OpTOroHaJIHU TEH30PHU

Oproronannu TeH3op Q npeacTaBiba uHeapHy mpanchopmayujy Koo
KOje mpanchopmucanu 6eKmopu 4yeajy ceoje 0yxHcune u yenose.

Qd| =|d] QQ =QQ=I.
HanomeHna: JletTepMuHaHTa OPTOrOHAIHOT TEH30PA € +1

IJie je

A ATIAA NS ATA AL

H- - -r&‘&ld&l“il L ‘—’r - A ALY ALA
+1 govori o rotaciji
det(Q) = :
-1 govori o refleksiji



waempulmu 6C. AdcumempudHu meHsopu

Temsop T°™ je neduHHCAaH Kao CHMETPHUYAH AaKO U CaMO aKO je ’ ..
N mm a
symm _ cpsyinm~T : , ; — 5 -I- .
T =(T7"") . OBo je apyraudje o7 OPTOTOHAIHHX TEH30pA. l l l
CumeTpUyHa TEH30p HE ouyBaBa 00aBe3HO [Iy’KHHE M YIJIOBE. T-T°
KoMmnoHeHTe cHMeTpHYHOT TEH30pa 3a10BOJbaBa]y T — T
2 e
i Ji

Takohe, nujaronanuu eaemenTu tezopa Tsymm u (Tsymm )T
MOpajy OUTH JeTHAKH.

. . asymm __ asymm T
Tenzop Tasymm je antucumerpuuan axo u camo akoje L1 =—(T™"™)
KOoMIIOHEHTe aHTHCUMETPHYHOT TEH30pa 3a10BoJbaBajy [ = —71
U Ji

AHTHUCUMETPUYHU TEH30pH Cy Takolhe Mo3HAaTH Ka0 aCUMETPUYHU
TeH30pu. buio koju TeHzop T yBek MoXke OMTHU pacTaBJbeH Ha 30Up
CUMCTPUYHUX W aHTHCUMCTPUYHUX TCH30pa. T =T 4 T*™

TIe je
T+T
Tsymm == ,
s
T-T
Tasymm -

2



Tenzopcku npouseo0 oea eekmopa-oujaoa

Tenzopcku Npou3BOJ IBA BEKTOPA J€ TEH30p APYror peaa. Ako Melyy Bektoprma
HEMa O3HAaKe HU 3a CKaJapHU HU 3a BEKTOPCKHU MPOU3BO/I, MOJpPA3yMeEBa CE 1a €
y IIUTakby TEH30PCKU IPpou3Boj1. AKo je TeH30p T pe3yiaraT MHOKEHa BEKTOpa d
U C , MOXE C€ MUCATH:

T=ac= (axf + a] + a__l;)(cl_f + c] + cl€)
Ten3zopu ce ka0 U BEKTOpHU MpUKa3yjy MoMohy KOMIIOHEHTH.

[Iprka3zom BEKTOpa y TOPHEM U3pa3y y3 MOMOh KOMIIOHEHTH CIIC/IU:
\

;
a.C, a.C, a.C.
Ij=acc;=|ac, ay, ac,
|a.c, a.c, a.c.)
basza menzopckoe npocmopa T ——
i ij ik 1
Ji Jjj Jk




1(;[0T peOHO je MoCceOHO QOpATUTH TMaXKKbY HA KAPAKTEPUCTHYAH TPOMU3BOI
a3HUX BeKTopa KOJH C€ JaBJBa y U3pasy 3a TEH30p, Sl Haq HHCHUILY /1A CY

OHU JEOHOCTABHO, IPUCIOWBEHN JedaH”y3 apyru. OBakBa opma Da3zHUX
BEKTOpA YWHU AUjaxy-

eiej

Y nurepaTtypu ce dyecTo jaBJhba eKBUBAJIETHA O3HAKA, Koja

IpeicTaB/ba IUJaIHN IIPOU3BOJI:

— —

e; e j v

IIOBpIIMHA cCMcEp

23 vz
T Y (. — Ty
O3HauaBame TEH30pa / \ 7F~ T L
Ty i
T, _

WIH :
T =T ii+ T, +Ty.ik - 1 -
i i —_— rn' r\_T Tx: Ix
Ty Ji + T, + T, jk -\ =
= T= Ijn‘ 1?1:\' T_\': Iy
+ T ki +Tkj +T..kk g 7 e | &
zZX Zy ::_




Vuympawirou npouseoo eekmopa u men3zopa

[Ipu yHyTpalnmeM NPOU3BOIY PEI TEH30pa MPOU3BOJIa CE CMamwyje, a IpU
TEH30PCKOM MPOoU3BoaY ce noBehana. Tako je yHyTpallmbu MPOU3BOJT BEKTOPA

1 T€H30pa APYTOr pejia BEKTOP, MOKE CUMOOJIMYKH Jia CE 3aIlUIle Y OOIUKY

C_hRT. - a=n®T

+n,1, e (n I, +nd, +nl_ )k

=n 1y +nd, +n 1 Yi+(n 1, +n 1,

r\x T.\'_r xz

-(Irx.ipJ_.ir:) In I, 1.



Tensop nanona

TunuyHM TEH30p APYTror peaa KOju ce MojaBJbyje y MEXaHUIIU
KOHTHHYYMa j€ TeH30p HanoHa. KoJl TeH30pa HalloHa KOMIIOHEHTE Ha
IJJaBHO] AWjaroHaj Iy O3Ha4yaBajy HOpMajHE HAOHE, a KOMIIOHECHTE
W3BaH INIaBHE JMjaroHaJie TaHTeHIUjaTHe HanoHe. Ciuka 3.5
WIYCTpYje cajipliia] KOMIIOHEHTH TeH30pa HAllOHA Ha IPUMEPY
€JIEMEHTAPHOT Mapayiesionuineaa TMMeH3uja ox, 0y u 0 z . Ha tom
napaseonuIeny cy MpUcyTHE TPU KapaKTEPUCTUUHE TOBPIIWHE, YA]U
BEKTOPHU CIOJbAIIIKHE HOpMaJe (BEKTOPY HOPMaTHU HA MOBPIIUHY U
rjieaajy oJl mapajiesionurneaa) cy y o3uTUBHUM cMepoBuMa oca. Ha
CBAaKO] TOJ MOBPIINHU JIETTyj€ BEKTOP HAIlIOHA KOJU CE MOXKE
Pa3JIOKUTH HA TPU KOMIIOHEHTE, J€/THYy HOPMAJIHY Ha MOBPIIUHY U
ABe TaHreHujaiaHe. CTame HalloHa y TaYKHU IpocTopa JiIehUHUCAHO j€
men3zopom Hanona. KoOMIoHeHTe TeH30pa HarnoHa Ae(uHucane cy

KOMITOHEHTaMa TPH BEKTOpaA HAIlOHA KOJU JIeTy]y Ha MOBpIIMHAMA
OpjE€HTHCAaHWM HOpMaJlaMa y CMepy 0Ca KOOPA-UHATHOT CUCTEMa, Kao
Ha ciauiy. CBaku BEKTOp HAllOHA MMa jeHy HOpMaJHy KOMIIOHEHTY
(HOpMaJIHY Ha IOBPIIMHY) Y JIB€ TAHTC€HIIN]aJIHE KOMIIOHEHTE.
TabnuuHM 3aruc KOMIOHEHTH TEH30pa HArlOHa



xx Xy

ij Y hd

\“=x %z Yz

Besza uzmely sekmopa u men3opa Hanoua
(BEKTOp HAIOHA j€ MPOjeKIMja TEH30pa HAIlOHA HAa CMEP

HOpMAr ™'  — - - E
P c(n)=n®@T=0n,0, +n,0,,+n.0..)i+

(1,0, + 0,0, + 1,6, )f + (8,0, + 1,6, +0,0,, )k



