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10. O razli¢itim metodama za formiranje difere-
ncijalnih jednacina kretanja sistema krutih tela

U literaturi ( vidi, na primer [12]) prikazane su razli¢ite metode za
formiranje diferencijalnih jednacina kretanja i diskutovana je efikasnost tih
metoda u pogledu primenjivosti u postupcima za automatsko formiranje tih
jednacina. Cilj naSeg izlaganja u ovom poglavlju sastoji se u pruzanju dokaza
da u pogledu automatskog formiranja diferencijalnih jednacina kretanja sistema
krutih tela metode prikazane u literature s obzirom na Cinjenicu da se moze
pokazati da kao konacan rezultat daju diferencijalne jednacine kretanja u formi
(8.7), mogu da se razlikuju samo u postupcima formiranja programa za
automatsko formiranje koordinata osnovnog metrickog tenzora, Kristofelovih
simbola i generalisanih sila. Primena razli¢itih zakona i principa mehanike za
dobijanje analitickog oblika diferencijalnih jednacina (8.7) predstavlja problem
koji je u mehanici reSen u pocetnoj fazi razvoja te nauke i ne igra nikakvu
ulogu u procesu automatskog formiranja diferencijalnih jednacina kretanja, ako
se navodi u brojnim radovima iz oblasti mehanike robota.
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10.1  Opsti zakoni mehanike i diferencijalne jednacine kretanja

Ako iz sistema krutih tela u obliku otvorenog kinematickog lanca izdvojimo
telo (V;) na osnovu zakona o promeni koli¢ine kretanja toga tela sledi (vidi
(7.47))

=m, (ZlTa(l)q + eraﬁ y(l)q “q J FR(z) RGiy> L= 1,2,...,n,

a=1 =1
(10.1)
gde jeF (> - glavni vektor sistema aktivnih sila (7.36), a RR(:‘) glavni moment

sistema reakcije veza (7.38). Takode, na osnovu zakona o promeni kinetickog
momenta tela (V) sraCunatog u odnosu na centar inercije C; toga segmenta,
sledi (vidi 7.85)

Zba(,)q +szaﬂ7(1)q q" =M, MéiR(i>’i:1’2’~"=”

a=1 f=1

(10.2)
gde je M gi r@ glavni moment sistema aktivnih sila (7.36) , sraCunat u odnosu

na C;,a M 2 RG) " glavni moment sistema reakcije veza (7.38), sraunat u

odnosuna C,.

Skalarnim mnozenjem (10.1) sa fy(,.) i skalarnim mnozenjem (10.2) sa

f)}, (i) 1sabiranjem tako dobijenih izraza po indeksu i dolazi se do relacije

Z(Z Ml - y(z)jq +ZZ(Z ML 0 y(z)}ia‘?ﬂ +

a=1 =1
i Z:l(z o a””jq - Zl;(z Dapir ayqu q" =
- Z}:(Fm Lo+ MZR(,) ﬁym)"’ Z(Rm) T+ M R() Qy(,-)), y=12,..,n.
(10.3)
Uzimajuéi u obzir da vaze relacije ( vidi (10.3),(7.49) 1 (7.89))
Z m L0 T = Z;, m,E@ (5@ xT@){fm)}, (10.4)
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‘iaﬂm ﬁy(i) = (a?aﬂm){ﬁy(i)}: (Qaﬂ(i))[ni][ﬁ%]{ﬁy(i)}’

dOblja se (vidi 8.20)

n

Z(mzraﬂ #(0) Ty(z) + daﬁ(t) Qy(i)) =L,

i=1

Takode, prema, (vidi (10.3), (7.90))

Zba(l) I{O (aﬂ(l)){ﬁy(l)} (ﬁaﬂ(l))[‘]@]{ 7(1)}

sledi (vidi (7.107))

n

Z(’"zTa(:) Ty(zﬁba(:) Qy(z‘)):aay'

i=1

Prema (10.6) 1 (10.8) izraz (10.3) dobija oblik

zaayq +eraﬁyq q - y’ '\{—12, N

a=1p=1

posto je prema (8.38) i principu idealnosti veza

n

a M) p—
Z(FRU) Ty(z) "'MCR(z) Qy(i))_Qw
i=1

n

Z(RR(I) Tm)+MCR<z) Qm))zo'

d=il

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(10.9)

(10.10)

Primetimo da se (10.9) u potpunosti poklapa sa ve¢ dobijenim diferencijalnim

jednacinama kretanja.

10.2 Dalamberov princip i diferencijalne jednacine kretanja

Za elemenat zapremine dV;, mase dm,izdvojen iz segmenta (V))

oslobodenog veza (vidi s1.9.1) vazi drugi Njutnov zakon u obliku (9.2). Takode,

vazi i (vidi (9.3))
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Mika o.f

dF,+dR, +dF" +dF" =0, (10.11)

§to predstavlja izraz za Dalamberov princip u kome je inercijalna sila odredena
izrazom (9.4). Prema (10.11) sledi da razmatrani element segmenta (V) vazi

(dF.dR,.dF* . dF" )~0, (10.12)
tj. da sile dﬁ;,dﬁi,d :“,dlj"i"" predstavljaju uravnotezen sistem suceljnih sila

(M, je napadna tacka ovih sila). Iz tog razloga sledi da i sistem sila (7.36),

(7.38) unutra$njih sila i inercijalnih sila predstavlja uravnotezen sistem sila.
Uslov uravnotezenosti toga sistema ima poznati oblik (centar inercije C,

segmenta uzet je za redukcionu tacku):

Fam=0 M, =0, (10.13)

R()
gde su glavni vektor F',;;’l";l glavni moment M ¢'ry Sistema sila odredeni
relacijama ( vidi sl. 9.1)

Fyv= [ dF, + [ dR,+ [ dF'+ [ dF", (10.14)

") ) ) ()
M = [BxdF,+ [p,xdR,+ [ p,xdF'+ [p,xdF".  (10.15)
() () () )

Kako je ve¢ receno, zbog ekvivalencije (7.36) odnosno (7.38) sa kontinualnim
podeljenim sistemom sila ((K) : dF})i ((K) : dl_él.), glavni vektor i glavni
moment aktivnih sila i sila reakcija veza iznose

ﬁR(f) = J.dﬁl = Zﬁjw (10.16)

lL
) Jj=1
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l‘ — —
M piy = Iﬁi xdF, =Y M (F,,), (10.17)

() J=1

Ry = j dR, = ZRM ) s (10.18)

")
MC RG) T th XdR ZM (Rk(z)) (10.19)

V)
Glavni vektor i glavni moment inercijalnih sila glase

Ep = j dE"™", (10.20)

")
My = [P xdE", (10.21)

()

Uzimajuéi u obzir svojstvo unutrasnjih sila sledi (pri tome treba imati u vidu da
se segment (V) razmatra kao sistem):

Froy = [ dF' = (10.22)
)
M = [ BixdE" =0, (10.23)

()

Glavni vektor i glavni moment inercijalnih sila odredeni su izrazima (9.22) i
(9.23) . 1z (9.22) sledi

ﬁRir(li) z_d(mi”c:')z_ﬁ (10.24)

dt dr -’

gde je 1% - koli¢ina kretanja segementa (V). Na osnovu izloZzenog Dalamberov
pr1nc1p (10.13) dObl_]a oblik:

Z JG) +2Rk(,) =0, (10.25)

ZM (jm)+ZM (k(t)) djt‘=0, (10.26)

Sto se u potpunosti poklapa sa osnovnim zakonima mehanike (izraz (10.25)
predstavlja zakon o promeni koli¢ine kretanja segmenta (V;)a (10.26) zakon o

promeni kinetickog momenta segmenta (V). Dalji postupak formiranja
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diferencijalnih jednacina kretanja tece kao u prethodnom paragrafu jer se na
osnovu (7.43), (7.44) 1 (7.48 ) izraz (10.25) svodi se na (10.1), a na osnovu
(7.73), (7.74), (7.76) 1 (7.85) izraz (10.26) svodi se na (10.2).

% va | NON . a of”

>+ Typ.i% =0 +M£ il (10.40)
a=1

% b
a=1p=1
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