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Задатак 15 За робот са 3 степена слободе приказан на слици у рефе-
рентноj конфигурациjи, израчунати кинетички момент трећег сегмента
L(3)
c3

за његов центар маса, изражен у односу на локални координатни
систем трећег сегмента.
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Дато jе: qi = 0, 1 · i [rad, m] , q̇i = 0, 2 · i
[
rad
s

,
m
s

]
, i = 1, 2, 3. Познат

jе и тензор инерциjе трећег сегмента:

J (3)
c3

=

10 0 0
0 1 0
0 0 10


Кинетички момент трећег сегмента jе:{

L(3)
c3

}
=

[
J (3)
c3

] {
ω⃗
(3)
3

}
Дакле, потребно jе одредити апсолутну угаону брзину трећег сегмента,

изражену у односу на локални координатни систем трећег сегмента!

Угаону брзину можемо одредити на основу израза (погледати Задатак
10):

ω⃗i =
i∑

α=1

ξαe⃗αq̇
α

ω⃗3 = ξ1e⃗1q̇
1 + ξ2e⃗2q̇

2 + ξ3e⃗3q̇
3

1



С обзиром на то да jе ξ3 = 0, следи:

{ω⃗3} =
{
e⃗
(1)
1

}
q̇1 +

{
e⃗
(2)
2

}
q̇2

Пошто jе потребно да одредимо угаону брзину у односу на локални ко-
ординатни систем трећег сегмента, извршићемо неопходне трансформа-
циjе: {

ω⃗
(3)
3

}
= [A1,3]

T
{
e⃗
(1)
1

}
q̇1 + [A2,3]

T
{
e⃗
(2)
2

}
q̇2

Прво jе потребно да се одреде jединични вектори оса ротациjе и неоп-
ходне матрице трансформациjе:

e⃗
(1)
1 =


0
0
1

 , e⃗
(2)
2 =


1
0
0

 , e⃗
(3)
3 =


0
1
0


Ротациjа првог сегмента у односу на непокретни координати систем, за
q1 око осе Oz:

[A0,1] =

cos q1 − sin q1 0
sin q1 cos q1 0
0 0 1

 =

 0, 995 −0, 0998 0
0, 0998 0, 995 0

0 0 1


Ротациjа за q2 око осе одређене ортом e⃗

(2)
2 :

[A1,2] =

1 0 0
0 cos q2 − sin q2

0 sin q2 cos q2

 =

1 0 0
0 0, 9801 −0, 1987
0 0, 1987 0, 9801


Трећи сегмент врши релативну транслациjу у односу на други сегмент,
тако да важи:

[A2,3] = [I]

Потребну матрицу трансформациjе [A1,3] ћемо одредити на следећи на-
чин:

[A1,3] = [A0,1] [A1,2] =

 0, 995 −0, 0978 0, 0198
0, 0998 0, 9752 −0, 1977

0 0, 1987 0, 9801


Сада можемо одредити угаону брзину:{

ω⃗
(3)
3

}
= [A1,3]

T
{
e⃗
(1)
1

}
q̇1 + [A2,3]

T
{
e⃗
(2)
2

}
q̇2 =


0, 4

0, 0397
0, 196


[
rad
s

]
као и тражени кинетички момент:

{
L(3)
c3

}
=

[
J (3)
c3

] {
ω⃗
(3)
3

}
=


4

0, 0397
1, 9601


[
kgm2

s

]

2



Како бисмо одредили
{
L(0)
c3

}
? Кинетички момент трећег сегмента у

односу на непокретни координатни систем може се одредити на основу
израза: {

L(0)
c3

}
=

[
J (0)
c3

] {
ω⃗
(0)
3

}
Дакле, потребно jе да се одреди угаона брзина трећег сегмента у односу
на непокретни координатни систем (погледати Задатак 10), као и транс-
формациjа тензора инерциjе:[

J (0)
c3

]
= [A0,3]

[
J (3)
c3

]
[A0,3]

T

Задатак 16 За робот приказан на слици у референтноj конфигурациjи,
за следеће вредности генералисаних координата и генералисаних брзина

qi = 0, 1 · i [rad, m] , q̇i = 0, 2 · i
[
rad
s

,
m
s

]
, i = 1, 2, 3, одредити следеће

величине:

• кинетичку енергиjу трећег сегмента Ek3 ,

• коефициjенте метричког тензора a11 и a12, и

• Кристофелове симболе прве врсте Γ12,1 и Γ22,1.
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Дати су тензори инерциjе одговараjућих сегмената:

J (1)
c1

=

10 0 0
0 10 0
0 0 1

 , J (2)
c2

=

10 0 0
0 1 0
0 0 10

 , J (3)
c3

=

10 0 0
0 1 0
0 0 10


3



Дати су и карактеристични вектори сегмената:

ρ⃗
(1)
11 =


0
0
0, 8

 , ρ⃗
(2)
22 =


0
0, 6
0

 , ρ⃗
(3)
33 =


0
0, 4
0


ρ⃗
(1)
1 =


0
0

−0, 4

 , ρ⃗
(2)
2 =


0

−0, 3
0

 , ρ⃗
(3)
3 =


0

−0, 2
0


Можемо приметити да важи:

ξ1 = ξ2 = 1, ξ3 = 0

Jединични вектори оса ротациjе и транслациjе су:

e⃗
(1)
1 =


0
0
1

 , e⃗
(2)
2 =


1
0
0

 , e⃗
(3)
3 =


0
1
0


Матрице трансформациjе можемо одредити коришћењем Родриговог об-
расца:

[A0,1] = [I] + ξ1

{
(1− cos q1)

[
ed1
]2

+ sin q1
[
ed1
]}

{
e⃗1
}
=


0
0
1

 ⇒
[
ed1
]
=

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ⇒
[
ed1
]2

=

−1 0 0
0 −1 0
0 0 0


[A0,1] =

 0, 995 −0, 0998 0
0, 0998 0, 995 0

0 0 1


[A1,2] = [I] + ξ2

{
(1− cos q2)

[
ed2
]2

+ sin q2
[
ed2
]}

{
e⃗2
}
=


1
0
0

 ⇒
[
ed2
]
=

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ⇒
[
ed2
]2

=

0 0 0
0 −1 0
0 0 −1


[A1,2] =

1 0 0
0 0, 9801 −0, 1987
0 0, 1987 0, 9801


Матрица трансформациjе [A2,3] jе jединична jер jе ξ3 = 0.

[A2,3] = [I] + ξ3

{
(1− cos q3)

[
ed3
]2

+ sin q3
[
ed3
]}

= [I]
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Сложена матрица трансформациjе [A0,2] jе:

[A0,2] = [A0,1] [A1,2] =

 0, 995 −0, 0978 0, 0198
0, 0988 0, 9752 −0, 1977

0 0, 1987 0, 9801


Преостале матрице трансформациjе су већ одређене jер jе [A2,3] jединич-
на матрица:

[A0,3] = [A0,1] [A1,2] [A2,3]

= [A0,1] [A1,2] [I]

= [A0,2]

[A1,3] = [A1,2] [A2,3]

= [A1,2] [I]

= [A1,2]
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