
10 Diferencijalne jednaqine prvog reda

Jendaqina oblika
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

u kojoj figurixe bar jedan od izvoda nepoznate funkcije y = y(x) je diferencijalna jednaqina.

Red diferencijalne jednaqine je red najve�eg izvoda koji u ǌoj figurixe.

Normalni oblik diferencijalne jednaqine je

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)).

Ovde radimo samo diferencijalne jednaqine prvog reda, tj. oblika F (x, y, y′) = 0.

10.1 Diferencijalne jednaqine sa razdvojenim promen	ivim

Ako se diferencijalna jednaqina mo�e napisati u obliku

f(x) dx = g(y) dy,

tada je ona jedniqina sa razdvojenim promenǉivim i ǌeno opxte rexeǌe dobijamo integra-
ǉeǌem (kvadraturom): ∫

f(x) dx =

∫
g(y) dy + C.

Primer 10.1. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (1 + ex)yy′ = ex.

Kako je y′ = dy
dx , datu diferencijalnu jednaqinu mo�emo zapisati u obliku

y dy =
ex dx

1 + ex
,

pa je �eno opxte rexe�e ∫
y dy =

∫
ex dx

1 + ex
, tj.

y2

2
+ C = ln(1 + ex),

xto se mo�e zapisati i u obliku

C1e
y2/2 = 1 + ex (C1 = eC).

Primer 10.2. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine y′( ctg2 x− 3) = 1.

Data jednaqina se mo�e zapisati u obliku dy = dx
ctg 2x−3 , pa je �eno opxte rexe�e

y =

∫
dx

ctg2 x− 3
=

[
ctg x = t
dx = − dt/(1 + t2)

]
= −

∫
dt

(t2 − 3)(t2 + 1)
=

1

8
√
3
ln

∣∣∣∣∣ ctg x+
√
3

ctg x−
√
3

∣∣∣∣∣− 1

4
x+ C.

10.2 Homogena diferencijalna jednaqina

Homogena diferencijalna jednaqina je jednaqina koja se mo�e napisati u obliku

y′ = f
(y
x

)
(10.1)

i ona se smenom
z =

y

x
, y = zx, y′ = z′x+ z

svodi na diferencijalnu jednaqinu sa razdvojenim promenǉivim (po nepoznatoj funkciji z):

dz

f(z)− z
=

dx

x
.

Postoji test da je data diferencijalna jednaqina homogena: ubaci se tx umesto x i ty umesto
y, pa ako je mogu�e eliminisati t, jednaqina jeste homogena.

1



Jednaqina oblika
y′ =

a1x+ a2y + a3
b1x+ b2y + b3

se u sluqaju da je δ =

∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ̸= 0 svodi na homogenu smenom x = X+A, y = Y +B podexavaǌem

parametara A i B.
Sluqaj δ = 0 znaqi da su izrazi a1x + a2y i b1x + b2y proporcionalni, pa se polazna

jednaqina smenom z = a1x+ a2y, z = z(x), svodi na jednaqinu sa razdvojenim promenǉivim.

Primer 10.3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x2 dy + y(
√

x2 − y2 − x) dx = 0, x > y > 0.

De	e�em date jednaqinu sa x2dx dobijamo jednaqinu

y′ = −y

x

(√
1−

(y
x

)2
− 1

)
,

koja ima oblik (10.1), pa je homogena. Uvodimo smenu z = y
x , y

′ = z′x+ z, pa se data jednaqina svodi
na jednaqinu

z′x+ z = −z(
√
1− z2 − 1), tj.

dz

z
√
1− z2

= − dx

x
,

xto je jednaqina sa razdvojenim promen	ivim. Integral na levoj strani prethodne jednakosti je∫
dz

z
√
1− z2

=

∫
z dz

z2
√
1− z2

=

[
1− z2 = u2, z =

√
1− u2,

z dz = −u du

]
=

∫
du

u2 − 1
=

1

2
ln

1− u

1 + u
+ C =

1

2
ln

1−
√
1− z2

1 +
√
1− z2

+ C =
1

2
ln

2− z2 − 2
√
1− z2

z2
+ C.

Sledi da je opxte rexe�e date jednaqine (nakon vra�a�a funkcije y i mno�e�a jednaqine sa 2)

ln
2x2 − y2 − 2x

√
x2 − y2

y2
= −2 lnx+ lnC, tj. 2x4 − x2y2 − 2x3

√
x2 − y2 − Cy2 = 0.

Primer 10.4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (4x+ 3y + 1) dx+ (x+ y + 1) dy = 0.

Napiximo datu jednaqinu u obliku y′ = −4x+ 3y + 1

x+ y + 1
. Smenama x = X + A, y = Y + B za

odgovaraju�e A i B, ova jednaqina se svodi na homogenu. U jednaqini

Y ′ = −4X + 4A+ 3Y + 3B + 1

X +A+ Y +B + 1

biramo A i B tako da va�i

4A+ 3B + 1 = 0 i A+B + 1 = 0.

Rexe�e gor�eg sistema je A = 2 i B = −3, pa polazna jednaqina postaje

Y ′ = −4X + 3Y

X + Y
, tj. Y ′ = −

4 + 3 Y
X

1 + Y
X

. Smenom z = Y
X , odakle je Y ′ = z′X + z, dobijamo

z′X + z = −4 + 3z

1 + z
, odnosno − 1 + z

(2 + z)2
dz =

dX

X
, odakle je

−
∫

2 + z − 1

(2 + z)2
dz =

∫
dX

X
, odnosno − ln |2 + z| − 1

2 + z
+ C = ln |X|.

Dakle, opxte rexe�e homogene jedanqine je

− 1

2 + Y
X

+ C = ln

∣∣∣∣X (2 + Y

X

)∣∣∣∣ , tj. C1e
− X

2X+Y = 2X + Y,

a opxte rexe�e polazne jednaqine je

C1e
2−x

2x+y−1 = 2x+ y − 1.
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10.3 Linearna diferencijalna jednaqina

Linearna diferencijalna jednaqina je jednaqina oblika

y′ + p(x)y = q(x). (10.2)

Opxte rexeǌe ove jednaqine se dobija po formuli

y = e−
∫
p(x)dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
.

Primer 10.5. Na�i rexe�e diferencijalne jednaqine (sin y+ x tg y)y′ = 1 koje zadovo	ava uslov
y(1) = 0.

Koristimo da je y′ = dy
dx = 1

x′ , pa je data jednaqina ekvivalentna linearnoj jednaqini po x:

x′ − x tg y = sin y.

Opxte rexe�e je

x(y) = e−
∫
p(y) dy

(
C +

∫
q(y)e

∫
p(y) dy dy

)
, gde je p(y) = − tg y i q(y) = sin y.

Kako je

∫
p(y) dy = −

∫
tg y dy = ln | cos y|+ C, dobijamo

x(y) =
1

cos y

(
C +

∫
sin y| cos y| dy

)
=

1

cos y

(
C −

∫
cos y d(cos y)

)
=

C

cos y
− cos y

2
.

Partikularno rexe�e nalazimo iz uslova 1 = C
cos 0 − cos 0

2 , pa je C = 3
2 i tra�eno rexe�e je

x =
3

2 cos y
− cos y

2
.

10.4 Bernulijeva diferencijalna jednaqina

Jendaqina oblika
y′ + p(x)y = q(x)yα

predstavǉa Bernulijuvu diferencijalnu jednaqinu. Deǉeǌem ove jednaqine sa yα i uvo�e-
ǌem smene y1−α = z, z = z(x), svodimo je na linearnu diferencijalnu jednaqinu po z:

z′

1− α
+ p(x)z = q(x).

Primer 10.6. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine y′ =
x

x2 + y2
.

Data jednaqina je ekvivalentna jednaqini x′ = x2+y2

x , tj. x′ − x = y2

x , xto je Bernulijeva
jednaqina, x = x(y). Mno�e�em te jednaqine sa x i uvo�e�em smene x2 = z, 2xx′ = z′ svodimo je na
linearnu jednaqinu z′ − 2z = 2y2. Opxte rexe�e je

z = e
∫
2 dy

(
C +

∫
2y2e−

∫
2 dy dy

)
= e2y

(
C +

∫
2y2e−2y dy

)
,

∫
2y2e−2y dy =

[
u = 2y2, dv = e−2y dy,

du = 4y dy, v = −e−2y/2

]
= −y2e−2y +

∫
2ye−2y dy

=

[
u = 2y, dv = e−2y dy,

du = 2 dy, v = −e−2y/2

]
= −y2e−2y − ye−2y − e−2y/2 + C.

Dakle, opxte rexe�e je
x2 = Ce2y − 1

2

(
2y2 + 2y + 1

)
.
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