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11.2 Kinematicki lanac sa grananjem*

Da bi se proces formiranja diferencijalnih jednacina kretanja robotskog
sistema automatizovao potrebno je, posle “otvaranja” zatvorenih delova
kinematickog lanca i formiranja strukture topoloskog drveta, da se izvrsi
numeracija segmenata kinematickog lanca na slede¢i nacin. Najpre se ustanovi,
polazeéi od segmenta koji vrsi pravolinijsku translaciju ili rotaciju u odnosu na
nepomicno postolje, niz segmenata koji ¢e formirati “stablo” topoloskog drveta.
Posle toga se formiraju “prve grane” topoloskog drveta, polazeéi od segmenata
koji su zglobom vezani za segmente stabla. Zatim se formiraju “druge grane”,
polaze¢i od segmenata vezanih za “prve grane” stabla. Postupak se nastavlja
dalje, u zavisnosti od sloZenosti robotskog sistema formiranjem “tre¢ih grana”,
itd. Numeracija segmenata poCinje od segmenta (V]) zglobom vezanim za
postolje i to na takav nacin da je indeks kojim je numerisan bilo koji segment,
na putu od (/]) prema vrhu “stabla” ili “grane”, ve¢i od indeksa segmenta koji
mu prethodi na tom putu.

Razmotrimo deo otvorenog kinematic¢kog lanca sa strukturom topoloskog
drveta (vidi sl. 11.3). Kao §to je ve¢ receno, kruto telo koje se nalazi u podnozju
stabla i vezano je cilindri¢nim (prizmati¢énim) zglobom za nepomicno postolje

oznaceno je sa (V1) i njemu pripada koordinatni poéetak O inercijalnog
koordinatnog sistema Oxyz. Ustanovimo direktan put (/;) izmedju tela (V) i
tela (V). Taj put prolazi samo jednom kroz tela koja se na njemu nalaze.
Kako je reCeno, indeksi tela na tom putu su u rastuéem poretku:
D), V)seees V),V ), (V, 11)5e, (V) . Dalje, ustanovimo direktan put (/)
izmedju tela (V1) itela (qu). Taj put, takode, prolazi samo jednom kroz tela
koja se na njemu nalaze. Indeksi tela na tom putu su, takode, u rastucem
poretku: (V),(V,),.... V), (V,,),(V, ..)5--.,(V, ). Ponavljajuci taj postupak
dolazimo do direktnog puta (/;) izmedju tela (V}) i tela (V) - Indeksi tela na
tom putu su u rastu¢em poretku: (V)),(V,),....(V,),(V, ),(V, .,),...,(V, ). Na
telu (V;), na kome se vrSi grananje kinematiCkog lanca (to jest, to telo je
zglobovima vezano za vise od dva tela) definisani su vektori polozaja

Py, =0,0,, r=12,.,s (11.101)

koji odreduju vektor poloZaja o, na slede¢i nacin (0, - vektor polozaja koji

figuriSe u izrazu za vektor poloZzaja centra inercije segmenta (V;)):

Preuzeto iz [35], iz dela monografije koji je napisao V. Covié.
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By =Py, ako )e(),
By =Py, ako (V) e(b),
.................................... (11.102)

ﬁjj = ﬁjps ako (Vl) € (ls‘ )7

pri ¢emu je numeracija izvedena tako da vazi

J<P1<q1<py<qy<..<ps;<g;. (11.103)
Indeks i koji figuride u (11.77) odnosi se na telo (V) (tj. na put od (V;) do
7).

Slika 11.3

IzloZzeni postupak ilustrujmo slede¢im primerom. Neka je (RS) dat u obliku
zatvorenog kinematickog lanca koji sacinjava skup od 22 segemenata, slika
11.4. Pretvorimo posmatrani lanac prekidanjem na mestima a-a ,b-b i c-c, u
lanac sa strukturom topoloskog drveta (vidi sl. 11.5). Uvedimo matrice

{;7(,.)} eR™, i=1,2,.,22 (11.104)

na slede¢i nacin. Element matrice 7;; jednak je jedinici ako se na direktnom
putu od segmenta (V) do segmenta (V]) nalazi segement (V,). Ukoliko se

(V) ne nalazi na tom putu pomenuti element bice jednak nuli. Sve pomenute

matrice su Sematski prikazane u tabeli 11.1.
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Slika 11.4

Vektor polozaja centra inercije C, proizvoljnog segmenta dat je izrazom

i

oC; =1, =Z’7k(i)(/3kk +§k§qu)+/3i- (11.105)
k=1

odakle je

i
= = _ - = N = = ]
106) = MaG)eats X[Z k(i) (Pkk + kg )+Pi 1060 VS,

k=a
(11.106)
Takodje, u slu¢aju vektora 7,, ¢iji su pocetak i kraj vezani za segment (Vl),
vazice
07, = . .
3 ; =77a(i)§aea x7; Va<i,
a‘{ (11.107)
o9 Yoa>i
oq”

Sledi da su koeficijenti metrickog tenzora odredeni izrazom (vidi (7.106))

aaﬂ(i) = Zmi ( Ta(l)){Tﬁ(l)} + Z(Ua(i) Qa(i) ) |:Jq :|{77ﬂ(,) Qﬂ(z) }, (11108)
i=1 i=1

a Kristofelovi simboli prve vrste (vidi (4.61) 1 (8.15)):
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n
— £ (3 7( 7(c)
Fapr = 2 milana (87 <G N+
=l (11.109)
n
0D O O
+ Zﬂa(i)ﬂy(i)ﬂb(i) ( Qi) x le(i)) [ { Qal(i)} :
i=1
Matrica transformacije koordinata iz koordinatnog sistema C,&77.{., vezanog

za segment (V) , u inercijalni koordinatni sistem Oxyz ima oblik:

(40, 1=TT[4]: (11.110)
=1
gde je
[A;]=[I]+77k(i)§_k ([e,f](l—cosqk)+[e,f]sinqk) ) (11.111)

Koordinate kovarijantnog metrickog tenzora a,g, (vidi (7.110)), nalaze se

standardnim postupkom, a u slu¢aju da se segment (V,;) ne nalazi na putu od

(Va—ﬂ) do (V})pokazuje se da vaZi a,; =0. Sli¢no, za Kristofelove simbole

prve vrste I' 5, u slucaju da se na putu od segmenta sa indeksom ofy do

segmenta (¥]) ne nalazi bar jedan od dva segmenta sa preostalim indeksima,

pokazuje se davazi T, , =0.

af.y

Ako je u pitanju kinematic¢ki lanac sa strukturom topoloskog drveta, nastao
,otvaranjem* zatvorenog kinemarickog lanca, koeficijenti metrickog tenzora i
Kristofelovi simboli formiraju se postupkom koji je ovde prikazan. Medutim,
diferencijalne jednacine formiraju se u obliku (11.100), kako je ve¢ receno u
prethodnom paragrafu.

127



Mehanika robota-predavanja-prof.Lazarevi¢-Handout 11

M/
i
P
£

 vueIs eaxd N

Slika 11.5

128



14 |15 (16 |17 (18 |19 (20 |21 |22

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

9 |10 |11 |12 |13

o [0 0 [0

0O 0 0 [0 [0 [0

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

O 0 [0 [0 [0 [0

3(4(51(61|7 |8

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
h

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

n4)
n3)
n?)
nd)

n(22)
n(21)
n(20)
n(19)
n(18)
n(17)
n(16)
n(15)
n(14)
n(13)
n(12)
n(l1)
n(10)
n(9)
n(8)
n(7)
n(6)
n(5)

Tabela 11.1

Primetimo da formiranje diferencijalnih jednacina kretanja robotskih sistema u
simbolic¢koj formi danas predstavlja gotovo rutinski posao zahvaljuji¢i velikom
broju poznatih programa iz oblasti matematike kao 1 izvanrednim
performansama personalnih racunara. Uzimajuéi u obzir Cinjenicu da na
robotske sisteme deluju uglavnom sile pogona i sile zemljine teze, u sluc¢aju da
je mehanic¢ki model robotskog sistema dat u obliku otvorenog kinematickog
lanca, ocigledno je da je za iznalazenje pomenutih jednacina dovoljno da se
odredi metricki tenzor toga robotskog sistema,[36-43].
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