Mehanika robota-predavanja-prof.Lazarevi¢-Handout 12

11.1 Zatvoreni kinematicki lanac

Razmotrimo zatvoreni kinematic¢ki lanac (sl.11.1) sa r krutih segmenata,
[29-34]. Relativno kretanje segmenta (V,) u odnosu na segment (V)

odredeno je koordinatom ¢ c¢ija je pozitivna orijentacija definisana vektorom

é, (vidi [41]). Izuzetak od ovog pravila u redosledu odnosi se na segment (V)

- taj segment vrsi relativno kretanje i u odnosu na segment (V). Osa u odnosu

na koju segment (¥;) vrsi translatorno (obrtno) kretanje u odnosu na (V)

orijentisana je vektorom ¢, ,,. Deo mehanickog sistema koji se nalazi povezan u

r+l e
zatvoreni kinematicki lanac orijentisan je kruznom strelicom (vidi sl.11.1) koja
oznacava u odnosu na koje kruto telo posmatrano telo vrsi relativno kretanje: U
tom delu mehanickog sistema prenosno kretanje vrsi prvo telo na koje se nailazi
pri kretanju od posmatranog tela u smeru suprotnom od smera pomenute kruzne
strelice.

Slika. 11.1

Neka se posmatrani kinematicki lanac nalazi u referentnoj konfiguraciji.
Uocimo na telu (V,) tri tatke My, M, i M; anatelu (V) takode tri tacke

M/, M, i M}, pri Semu vaZi (oznaka (0) odnosi se na referentnu

konfiguraciju)
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Ma(o) :M(/Z(O)’ (24 :1,2,3,

i osim toga (vidisl. 11.2)

‘E; (0) (Zr )= (1 "” Im')
0

Or‘l(l))

—

er+]((l)

Slika. 11.2

M1(0) = Yr+1(0)»
Ml(o)’ M2(0) € (lr+l )(()) > (11.1)

M'1(0)a M'z(O) € (l;+1 )(0):

gde je (/,,,) osa zgloba koji povezuje (V) i (V,), pri ¢emu je ocigledno da

vazi
(lr+1 )(0) E( ;+1)(0) : (11.2)
Neka, osim toga, vazi i

Za ,,otvoren” lanac (konfiguracija u odsustvu zgloba 7 +1) uvodimo vektore

Mle =D, Ml'M'z =[_5/,

e (11.4)
MMy =gq, M '3=q',

pri ¢emu je
|pl=lal=|p|=la]=1 P=ér- (11.5)

U toj konfiguraciji bi¢e oc¢igledno ispunjeni uslovi (u prvoj fazi razmatranja
pretpostavicemo da segmenti (V)i (V,)mogu da zauzmu poloZaj kao da

zgloba r+1 nema, pa se, u drugoj fazi, postavljaju uslovi kojima prakti¢no
ponovo “zatvaramo” lanac — ovi uslovi bi¢e iskazani jednac¢inama veza):
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pLlg, p'Lq (11.6)
Takode vazi (7, =OM, 7, =OM,, a=1,2,3):
P=7(q"ng’), a=1,2,3, (11.7)

P,=F,(q" g, @ =123, (11.8)

11.1.1 Slu¢aj kada segmente (V,) i (V) povezuje prizmaticni zglob

Razmotrimo slu¢aj kada segmente (V,) i (V) povezuje prizmati¢ni zglob.
Iz uslova koje namece pravolinijsko translatorno kretanje segmenta (V) u

odnosu na segment (V) (dakle, lanac se ponovo “zatvara”)

Foveag ™ =, a=1,2,3, (11.9)
sledi
Hh-li=h-i=>p=p, (11.10)
B-R=R-F={=q . (11.11)
Imajuéi u vidu da je
Ferrds Y Butbad (1112)
k=j+1

ili, prema prvoj relaciji u (11.9),
r
d+ér+1qr+l+ Z ﬁkk +§kéqu =0, (1113)
k=j+1

umesto (11.9) moguce je napisati sledeci skup relacija

S

:ﬁ"
q's (11.14)

.
- - kT o
D Pu+&édt +d+é,q" =0,
k=j+1
koje predstavljaju jednadine veza (uslova zatvaranja kinematickog lanca) u
vektorskom obliku. Prve dve relacije u (11.14) povlace za sobom i ovu
ociglednu posledicu

Fei (11.15)
gde je
F=pxq,r'=p'xq . (11.16)
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Relacije (11.14) daju 9 skalarnih jednacina koje ne predstavljaju skup
nezavisnih jednacina. Iz prve relacije (11.14) sledi

[4,, {7} ={p""}, (11.17)
odakle, uzimajucéi u obzir da vazi

() =45} ={Pw ) (11.18)
dobijamo

L4 {Bor} ={Por} - (11.19)

Potpuno analogno, iz druge jednacine u (11.14) 1 (11.15) sledi, respektivno,
(4, Hdo} =140 -
L4 Wi} =170}
Prema (11.5) sledi
{Boy =&}, (11.21)
aiz (11.19):
(Boy) [ 4] {80y} =1
(do) [ 4) 1{Pwy} =0 (11.22)
(7o) [ 47 150y} =0
gde je (vidi (11.16))
) = Po) *4(0)- (11.23)

(11.20)

Na potpumo analogan nacin iz (11.20) dobijamo i

(Poy) [ 45 Hdw} =15
(d0)) [ ] {di0} =0, (11.24)

(’7(0)) [Aj,r] {5(0)} =0,
(o) [ 47 1o} =1.

(@) [ ] {70 } =0, (1125)
(7o) [ 47 7oy} =0,

Izrazi (11.22), (11.24) i (11.25) mogu da se napisu i u obliku

ST~ T!
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(o)) 100
(G0)) |L4,, Pyt Hdeoy il oy} J=] 0 1 O, (11.26)
(7)) 001
ili
L4101 =111, (11.27)
gde je
(7)) 100
(1= (d0) |» [] =[] [1]=|0 1 0]. (11.28)
(7i0)) 001
1z (11.27) neposredno sledi
(4, ]=[1]= e 1=[1], (11.29)
ili
ol (g7 g7 g ) =8y e . f=1,2.3, (11.30)

gde su aé,’g (@, =1,2,3) - elementi matrice [4;,], a é‘aﬁ - Kronekerovi
simboli za koje vazi: 6,3 =1Va=/f; 6,3 =0 Va# /. Prema osobini matrice

ortogonalnih transformacija sledi

Z(a V=1, a=1,2,3,
(11.31)

Z“éiraé’g =0, /}Z“m afy =0, Z“ﬂz“m =
-1 —1

odakle se zakljuCuje da je iz (11.30) moguée dobiti najviSe tri nezavisne
jednacine veza.
Drugi skup jednacina veza dobijamo iz poslednjeg izraza u (11.14), nakon

eliminacije koordinate ¢"*':

(5(0)> Zr: [A.f,r]{ﬁkk +§quék}+(‘_j(0)){g} =0,

k=j+1

(’_ﬂio)) Zr: [Aj,r]{ﬁkk + gquék} + (;'Eo)){[j} =0.

k=j+1

(11.32)
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Nezavisne veze nalaze se, dakle, u relacijama (11.30) i (11.32) i ima ih najvise
pet.
Kinematicki oblik jednacina veza dobi¢emo diferenciranjem po vremenu izraza
(11.14). Iz prve dve relacije u (11.14) na taj nacin dobijamo
&, p=; %
oL, (11.33)
O, xG=0;xq
ili
(@, —@;)x p=0,
o (11.34)
(wr _wj)xq =0.
Poslednje relacije dovode do ociglednog rezultata (koji se dobija direktno kada
se uzme u obzir da segmente (V,) i (V) povezuje prizmati¢ni zglob):

(@, -®;)=0, (11.35)
ili
Z é.q" =0, (11.36)
k=j+1

Sto se moze napisati u matricnoj obliku
Z [4;, (e} (11.37)
k=j+1
ili

.

ok ik Jk Nk
Z (" e +afs er + iy e3)q" =0,
k=j+1

.
ok Jok Jik -k _

Z (@31 e + @33 e + 33 ¢3)q" =0, (11.38)

k=j+1

p
ik ik ik ko
D (@ e +ads ey +adi e3)d" =0,
k=j+1
gde je aé’; - element matrice [4,,], €, - clement matrice {élgk) b, a,=1,2,3.
Ocigledno je da su jednacine veza (11.38) nezavisne ako je

rank[ {e}}{e}: e} ] =3, (11.39)

a to ¢e biti ispunjeno ako su tri bilo koja vektora €, (k=j+1,..r)
nekomplanarna.
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Diferenciranjem po vremenu poslednjeg izraza u (11.14) dobijamo

r

D& x Q. Pu +EEd") +E,8, |7 +E4 =0, (11.40)

a=j+1 k=a

§to se, uvodeci vektore (vidi(4.114))

,
Sa) =8ay % (. P +E64") +E,8, (11.41)

k=a

moze napisati u obliku

D B +8.,d" " =0. (11.42)

a=j+1

1

Eliminacijom brzine ¢"*' iz (11.42) dobijamo dve skalarne jednacine

r

(40)) Z {340, =0,
i (11.43)

r

(Foy) 2 (3%, a* =o.

a=j+l1
Nezavisne veze u kinematickom obliku nalaze se, dakle, u relacijama (11.38) i
(11.43) i ima ih najvise pet.
Napomena. Do relacije (11.30) moze da se dode i slede¢im razmatranjem.
Odaberimo tacku M, tako da vazi M, (/). Uzetemo da i dalje vazi

M, = M3'(0). I u ovom slu¢aju je M{M, =g, pri emu je intenzitet vektora

¢ proizvoljan. Takode, i u ovom slucaju vazi
(4, {d"}={""} . (11.44)

Uzimajuéi u obzir da koordinata ¢"*' odreduje kretanje segmenta )u

odnosu na segment (V) sledi

(@7} =[4..1{d""}. (11.45)
ili , s obzirom na vrstu zgloba r +1:

q"=[1{a"}. (11.46)
konac¢no sledi

[4;,]1d"}={a"}. (11.47)

§to, s obzirom na proizvoljnost izbora vektora g ponovo dovodi do (11.31).
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11.1.2 Slu¢aj kada segmente (V) i (V;) povezuje cilindri¢ni zglob

Razmotrimo slucaj kada kruta tela (V,) i (V;) povezuje cilindri¢ni zglob.
Iz uslova koje namece obrtanje krutog tela (V;) u odnosu na kruto telo
(V) dobijamo

n=n,

K=7, (11.48)

i+AR =7,
gde je

Ay =&,y % (&, x@)(1-cos g™ ) +&,, xGsing"™". (11.49)
1z (11.48) sledi

=,

B —f =7 -7, (11.50)

B—h+AR =K -F,
ili (vidi sl. 11.1)
p=p,

s e R (11.51)
G+, %€ xq)l—cosq’ ) +e. xgsing' =q.
Imajuéi u vidu da je
r
n+d+ Z Puc +ed” =7, (11.52)
k=j+1
prema prvoj relaciji u (11.50) dobija se
r
d+ D pu+&Eq" =0. (11.53)

k=j+1
Drugi izraz u (11.51), s obzirom na prvi izraz u (11.51) dobija oblik
PX[ G+, % (€ x @)1 —cosg™) 46, xGsing™ | = p'xd,  (11.54)
ili

F 48, %8, xF)(1-cosg ™) +¢,,, xFsing™! =7, (11.55)

pri ¢emu treba imati u vidudaje €., =p. Sobzirom na ovu relaciju i
relacije (11.51) 1 (11.52), sledi
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’

x(pxg)(1- cosq”l)+ﬁxasinq’“—q,

r+l 7

+
+ px(pxr)(l—cosqg )+p><rs1nq
.

Z Puk +E8q" +d =0.
k=j+1

Il
ST

Prva tri izraza u (11.56) u matri¢noj formi glase
[4;, 1B} ={p""},
@} =[4,,Ja""}.
7Oy =[4;, {7},

gde je uzeto u obzir da vazi
(G0 ={g,
(FO) = (70},
igde je
[4a]=[11+[pi6,T [pi6)] cosa™ +[pfy Jsing"™
Uzimajuéi u obzir da vazi
P =} ={b0))-
@ =4, "} (j)} {do}>
PO =L ) ) = o
sledi da prva tri izraza u (1 1.5 6) mozemo da dovedemo na oblik
L4 KB} ={Po) )
(471 a0} =1}
(4} {70 } = {0 }-
ili
(4. {Bo} = (B}
(4] {do} <[4 o}
[4;,] o} =4 N}

Uzimajuéi u obzir da vazi

(11.56)

(11.57)

(11.58)

(11.59)

(11.60)

(11.61)

(11.62)
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[ A NPy} =Py} » (11.63)
relacije (11.62) mogu da se napiSu u obliku

|:AJ'J:|T [{Z)(O)}s{q(O)}s{’_ﬁiO) }:| :[ArH :I I:{Z’(O)} s{q'(o)}g{f(()) }:| ’ (1 1.64)
ili (vidi (11.29))

[Aj,r]r ] =[4..]0] (11.65)

odakle se, uzimaju¢i u obzir da [7/] predstavlja matricu ortogonalnih

transformacija, lako dobija relacija

[4;,.]=[1]. (11.66)
gde je
100
[7]=|0 1 0]. (11.67)
001

Otuda, dolazimo do zakljuc¢ka da u skupu od devet veza (11.66) najvise tri su
nezavisne. Lako se pokazuje da bar u jednoj od te tri veze figuriSe koordinata

¢"'. Isklju¢ivanjem te koordinate iz tih veza ili isklju¢ivanjem veze u kojoj
figurise ta koordinata (ako figuriSe u samo jednoj vezi) ostaju dve veze kao
moguce nezavisne.

+1

Oblik veza pogodan za eliminaciju koordinate ¢~ dobija se narednim

razmatranjem. Matri¢na relacija (11.65) pomnozena sa leve strane matricom
[)/] daje izraz

04T 0T =104 (11.68)

koji dovodi do slede¢ih relacija
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(
(
(
(
(do))[ 47 1 a0y} =cosq™. (11.69)
(
(
(

(Foy)[4).r 1 {7y} =cosq™".
Ako uvedemo slede¢u matricu ortogonalnih transformacija
[P1=0]4,, ] [T (11.70)
gde je
st ol ol
[D]=|&f{" o & |.6)5 =605 g ). =123, (11.71)
T S
relacije (11.59) dobijaju oblik
S (g™ gy =1,
55 (g7 04" =0,
55 (q"" g =0,
i (q"" g =0,
54 (¢’™,...q" ) =cosqg"™, (11.72)
5 (q™,...q" ) =—sing™",
84 (q",...q") =0,
8457 (q™,...q" ) =sing"™,

5{{ (¢’™,...qg")=cosq .
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U skupu od devet veza (11.72) najvise tri su nezavisne. Pokazuje da bar u
jednoj od te tri veze figuride koordinata ¢ *'. Iskljucivanjem te koordinate,
kako je ve¢ receno, iz tih veza ili iskljucivanjem veze u kojoj figuriSe ta
koordinata (ako figuriSe u samo jednoj vezi) ostaju dve veze kao moguce
nezavisne.

Dalje, iz poslednje relacije u (11.56) dobijaju se kao moguce nezavisne veze
slededi izrazi

(Boy) > [ 44 (AW +&d" e} +(Bioy )d} =0,

k=j+1

(G0) Y. [44 1% +&d"e™ ) +(do) )} =0, (11.73)
k=j+1

(7o) D [ 4,5 {54 +Ea"e™} + (7)) {d} =0.
k=j+1

Na taj nacin skup nezavisnih veza nalazi se u (11.72) i (11.73) a ima ih najvise
pet.

4) Kinematicki oblik jednacina veza dobice se diferenciranjem prve i Cetvrte
relacije u (11.56) po vremenu (umesto prve relacija u (11.56) moze da se
iskoristi ili druga ili tréa relacija). Diferenciranjem prve relacije u (11.56)
dobija se

O, xp=0&;xp' (11.74)
ili

(@, —@;)x ' =0 (11.75)
odakle je

@&, —@; = AP (11.76)
£.

> &dt =ap, (11.77)

k=j+1

§to dovodi do relacija

o) X (4]0 =o.

k=j+1

o) X [}

k=j+1

(11.78)
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Ako razlozimo vektore &, (k= j+1,..,7) na komponentu €, upravne na e,,, i

komponentu up kolinearnusa p' (p=p'), gde je
€ =(q"¢)q' +(F-e )"\ u=(p"- &), (11.79)
izraze (11.77) mozemo da napiSemo u obliku u kome je eliminisana

generalisana brzina q'rJr1 :

> & =0, (11.80)
k=j+1

odakle sledi da ¢e (11.78) biti nezavisne ako su ma koja dva vektora

€, (k= j+1,..,r) nekolinearna.

Diferenciranjem Cetvrtog izraza u (11.56) po vremenu dobijamo (vidi
slu¢aj prizmati¢nog zgloba)

Z [_aéa{z Pr +§kéqu}r aéa:lq.a:()e (11.81)
a=j+1 k=a
ili (vidi 1 (11.41))
D Sumi” =0, (11.82)
a=j+l1
odakle sledi da ¢e sledeée tri skalarne jednacine koje se dobijaju iz (11.82) biti
nezavisne ako su tri bilo koja vektora 3 y (@ =j+1,..,r) nekomplanarna.

a(r

Relacija (11.82) moze da se napise i u skalarnom obliku

(Poy) 2, {30 1d% =0,

a=j+l1

(40)) Zl {3014 =0, (11.83)
a=j+

(7)) 2 {35 a* =0.
a=j+1

Dakle, skup jednacina veza dat je relacijama (11.78) i (11.83) a nezavisnih
ima najvise pet.
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