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4.9 Povřsi drugog reda

U ovom dijelu ¢emo razmatrati neke od povr²i drugog reda u prostoru. Prili-
kom prou£avanja povr²i zna£ajno je ispitivati simetri£nost povr²i u odnosu na
koordinatne ose i u odnosu na koordinatne ravni. Tako�e je zna£ajno uo£iti
koje krive nastaju presjekom posmatrane povr²i sa ravnima paralelnim koor-
dinatnim ravnima. Posebno ¢emo razmotriti povr²i nastale rotacijom krive
oko date prave prostora, cilindri£ne i konusne povr²i.

Neka je dat Descartesov pravougli koordinatni sistem (O, (⃗i, j⃗, k⃗)) u pros-
toru. Razmatramo skup ta£aka u prostoru koji je opisan algebarskom jed-
na£inom drugog reda u varijablama x, y i z. Dakle, posmatramo polinom
drugog reda u varijablama x, y i z

f(x, y, z) = a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz

+ 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44,

gdje je aij ∈ R, i ≤ j, j = 1, 2, 3, 4 i bar jedan od koe�cijenata aij, i ≤ j =
1, 2, 3 nije 0. Skup

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0

}
nazivamo algebarskom povr²i drugog reda.

U nastavku razmotrimo osobine simetri£nosti povr²i S u odnosu na ko-
ordinatne ose i koordinatne ravni.

Neka je ta£ka T data svojim koordinatama (x1, y1, z1). Ta£ka S sa ko-
ordinatama (x2, y2, z2) je simetri£na ta£ki T u odnosu na x-osu ukoliko je
x1 = x2, y1 = −y2, z1 = −z2. S je simetri£no sa T u odnosu na y-osu ako je
x1 = −x2, y1 = y2, z1 = −z2, dok su posmatrane ta£ke simetri£ne u odnosu
na z-osu ako je x1 = −x2, y1 = −y2, z1 = z2. Slijedi da je povr² S simetri£na
u odnosu na x-osu ukoliko je f(x, y, z) = f(x,−y,−z), dok je simetri£na u
odnosu na y-osu ako je f(x, y, z) = f(−x, y,−z), odnosno u odnosu na z-osu
ako je f(x, y, z) = f(−x,−y, z).

Ta£ka T je simetri£na ta£ki S u odnosu na xy ravan ukoliko je x1 = x2,
y1 = y2, z1 = −z2, a u odnosu na xz ravan ako je x1 = x2, y1 = −y2, z1 = z2.
Simetri£nost ta£aka S i T u odnosu na yz ravan implicira da je x1 = −x2,
y1 = y2, z1 = z2. Navedena razmatranja govore da je povr² S simetri£na u
odnosu na xy ravan, ako je f(x, y,−z) = f(x, y, z), u odnosu na xz ravan,
ako je f(x,−y, z) = f(x, y, z), dok posmatrana povr² simetri£na u odnosu
na yz ravan ukoliko je f(−x, y, z) = f(x, y, z).
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Tako�e je mogu¢e razmatrati simetri£nost u odnosu na koordinatni po-
£etak. Povr² S je simetri£na u odnosu na koordinatni po£etak ukoliko je
f(−x,−y,−z) = f(x, y, z).

Primjer 4.1. Posmatrajmo povr² odre�enu jedna£inom x2

4
+ y2

9
− 6z = 0.

Kako je f(x, y, z) = x2

4
+ y2

9
−6z i vrijedi f(x, y, z) = f(−x,−y, z) posmatrana

povr² je simetri£na u odnosu na z-osu. Tako�e je f(x, y, z) = f(−x, y, z) i

f(x, y, z) = f(x,−y, z), pa je posmatrana povr² simetri£na u odnosu na yz,
odnosno xz ravan.

Drugi metod za ispitivanje osobina povr²i u prostoru je ispitivanje pre-
sjeka posmatrane povr²i sa ravnima paralelnim koordinatnim ravnima. Pre-
sjek por²i sa datim ravnima predstavlja liniju presjeka. Ako presje£emo povr²
S ravni koja je paralelna xy ravni skup ta£aka odre�en jedna£inama

f(x, y, z) = 0, z = h,

de�ni²e jedna£inu linije presjeka posmatrane povr²i sa ravni z = h. Kako
je h promjenljivi parametar, dobijamo skup linija presjeka povr²i S ravnima
paralelnim xy ravni. Analogno se moºe razmatrati presjek povr²i sa ravnima
koje su paralelne yz i xz ravnima.

Primjer 4.2. Posmatrajmo povr² odre�enu jedna£inom x2

4
+ y2

9
− z = 0.

Presjek ove povr²i sa ravni z = 1 je kriva odre�ena jedna£inama x2

4
+ y2

9
−1 =

0, z = 1, ²to je jedna£ina elipse. Presjek posmatrane povr²i sa ravni x = 0 je

kriva odre�ena sa y2

9
− z = 0, x = 0, odnosno y2

9
= z, x = 0, ²to je jedna£ina

parabole.

Posebni tipovi povr²i su rotacione, konusne i cilindri£ne povr²i. Razma-
tramo ih u nastavku.

4.9.1 Rotacione povřsi

Neka je data ravan π i prava p u toj ravni. Pri rotaciji ravni π oko prave p
svaka ta£ka ravni, koja ne leºi na pravoj p, opisuje kruºnicu, a ta£ke prave p
ostaju nepokretne.

Ako je u ravni π zadana kriva L, onda rotacijom ravni π oko prave p
ta£ke krive linije L opisuju kruºnicu. Skup tih kruºnica formira povr² koju
nazivamo rotaciona povr².
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Odaberimo Descartesov koordinatni sistem tako da je k⃗ na pravoj p, a

i⃗ u ravni π i i⃗ ⊥ k⃗. Tada je
(
0,
(⃗
i, k⃗

))
Descartesov pravougli koordinatni

sistem u ravni π.
Neka kriva linija L ima jedna£inu φ(x, z) = 0. Neka je M(x, y, z) pro-

izvoljna ta£ka rotacione povr²i nastale rotacijom krive L oko prave p. Rota-
cijom oko prave p, ta£ka M opisuje kruºnicu koja leºi u ravni koja je ortogo-
nalna na k⃗ i prolazi ta£kom M . Ova kruºnica sije£e ravan π u dvije ta£ke, od
kojih je jedna sa pozitivnom, a druga sa negativnom apscisom. Ozna£imo te
ta£ke sa M0 i M1. Koordinate ta£ke M0 su (x0, 0, z). Udaljenost ta£ke M od
z-ose je

√
x2 + y2, dakle, x0 =

√
x2 + y2. Jedna od ta£aka M0 i M1 leºi na

krivoj L, pa njene koordinate zadovoljavaju jedna£inu krive, to jeste,

φ
(
±
√
x2 + y2, z

)
= 0. (4.1)

Analognim razmatranjem izvode se jedna£ine rotacionih povr²i u slu£aju
kada se izabere druga osa rotacije ili se kriva £ijom rotacijom nastaje povr²
nalazi u nekoj drugoj koordinatnoj ravni. Rezultati pomenutih razmatranja
su sumirani u sljede¢oj tabeli.

Ravan u kojoj je L Jedna£ina L u ravni Osa rotacije Jedna£ina S
z = 0 φ(x, y) = 0 x φ

(
x,±

√
y2 + z2

)
= 0

z = 0 φ(x, y) = 0 y φ
(
±
√
x2 + z2, y

)
= 0

y = 0 φ(x, z) = 0 x φ
(
x,±

√
x2 + y2

)
= 0

y = 0 φ(x, z) = 0 z φ
(
±
√

x2 + y2, z
)
= 0

x = 0 φ(y, z) = 0 y φ
(
y,±

√
x2 + z2

)
= 0

x = 0 φ(y, z) = 0 z φ
(
±
√

x2 + y2, z
)
= 0

4.9.2 Primjeri povřsi drugog reda

U nastavku dat ¢emo neke primjere rotacionih povr²i i neka njihova poop-
²tenja.

Elipsoid Posmatrajmo povr² koja je nastala rotacijom elipse oko njene ose
simetrije. Izaberimo vektor k⃗ tako da on leºi na maloj osi elipse. U
tom slu£aju jedna£ina elipse je oblika

x2

a2
+

z2

c2
= 1 ili

x2

c2
+

z2

a2
= 1,
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gdje je c duºina male poluose.

Iz (4.1) slijedi da je jedna£ina odgovaraju¢e rotacione povr²i

x2 + y2

a2
+

z2

c2
= 1,

x2 + y2

c2
+

z2

a2
= 1.

Ove povr²i se nazivaju rotacioni elipsoidi.

Poop²tenje rotacionog elipsoida je op¢enito elipsoid i ima jedna£inu
oblika

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Slika 4.1: Elipsoid, rotacioni elipsoid, sfera

Specijalno za a = b, a = c ili b = c elipsoid je rotacioni. U slu£aju
kada je a = b = c posmatrana povr² je sfera. Iz rotacionog elipsoida
dilatacijom ili kontrakcijom mogu¢e je dobiti elipsoid.

Jednokrilni hiperboloid Rotacioni jednokrilni hiperboloid je povr² koja
nastaje rotacijom hiperbole. Posmatrajmo hiperbolu u xz ravni

x2

a2
− z2

c2
= 1

i rotirajmo je oko z-ose. Jedna£ina nastale povr²i je

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1.
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Iz ove jedna£ine dilatacijom ili kontrakcijom dobijamo jednokrilni hi-
perboloid, £ija je jedna£ina u op²tem slu£aju oblika

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1.

U op²tem slu£aju presjeci hiperboloida sa ravnima paralelnim xy ravni
su elipse, a u slu£aju rotacionog, to su kruºnice. Naravno, polazna
hiperbola se moºe odabrati tako da bude u nekoj drugoj koordinatnoj
ravni.

Slika 4.2: Jednokrilni hiperboloid, rotacioni jednokrilni hiperboloid

Dvokrilni hiperboloid Rotacijom hiperbole koja je u xz ravni data jedna-
£inom

z2

c2
− x2

a2
= 1

oko z-ose nastaje rotacioni dvokrilni hiperboloid, £ija je jedna£ina

z2

c2
− x2 + y2

a2
= 1, (a, c > 0).
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Dilatacijom ili kontrakcijom dobijamo op²tu jedna£inu dvokrilnog hi-
perboloida datu sa

−x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1, (a, b, c > 0).

Presjeci ove povr²i sa ravnima paralelnim xy ravni su elipse, a sa rav-
nima paralelnim xz i yz ravnima hiperbole. Druge varijante se dobiju
izborom hiperbole u drugoj koordinatnoj ravni.

Slika 4.3: Dvokrilni hiperboloid, rotacioni dvokrilni hiperboloid

Elipti£ki paraboloid Rotacijom parabole x2 = 2pz oko z-ose dobijamo
povr² £ija je jedna£ina x2 + y2 = 2pz, a nazivamo je rotacionim para-
boloidom. Dilatacijom ili kontrakcijom dobija se op²tiji slu£aj povr²i
£ija je jedna£ina

x2

a2
+

y2

b2
= 2pz, (a, b, p ̸= 0),

a koju nazivamo elipti£ki paraboloid. Presjeci sa ravnima paralelnim
sa xz i yz ravnima su parabole, a sa ravnima paralelnim sa xy ravni
su elipse. Druge varijante se dobiju izborom parabole u drugim koor-
dinatnim ravnima.
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Slika 4.4: Elipti£ki paraboloid, rotacioni elipti£ki paraboloid

Hiperboli£ki paraboloid Povr² £ija je jedna£ina data sa

x2

a2
− y2

b2
= 2pz, (a, b, p ̸= 0),

naziva se hiperboli£ki paraboloid. Presjeci s ravnima paralelnim xy
ravni su hiperbole, a sa ravnima paralelnim xz i yz ravnima parabole.
Konstrukciju ove povr²i moºemo opisati na sljede¢i na£in. Posmatramo
dvije parabole koje su u me�usobno okomitim ravnima i pustimo da se
ravan jedne od tih parabola �pomijera� tako da vrh te parabole klizi po
drugoj paraboli.

Slika 4.5: Hiperboli£ki paraboloid
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4.9.3 Konusne povřsi

Neka je L data kriva u prostoru i V data ta£ka koja ne leºi na datoj krivoj L.
Povr² koju dobijemo od pravih nastalih spajanjem ta£ke V sa svim ta£kama
krive L nazivamo konusnom povr²i generisanom krivom L. Prave pomo¢u
kojih nastaje konusna povr² nazivaju se generatrise, a kriva pomo¢u koje se
kreira konus je direktrisa.

U slu£aju kada je L kriva drugog reda, jedna£ina konusne povr²i je oblika

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0.

Slu£aj kada je a = b daje nam jedna£inu rotacionog konusa. Jedna£ina
rotacionog konusa se moºe izvesti i korsite¢i opisani postupak formiranja
jedna£ine rotacione povr²i primijenjen na par pravih koje se sijeku. Jedna£ina
op²te konusne povr²i u ovom slu£aju moºe se izvesti iz jedna£ine rotacione
konusne povr²i dilatacijom ili kontrakcijom.

Slika 4.6: Konusna povr²

4.9.4 Cilindrične povřsi

Neka je L kriva prostora i neka je zadan odre�eni pravac u prostoru. Povr²
koja nastaje tako da svakom ta£kom krive L provu£emo pravu paralelnu
datom pravcu nazivamo cilindri£nom povr²i generisanom krivom L. Kriva L
se naziva generatrisom, a prave p koje £ine tu povr² su generatrise. Kada je
L kriva drugog reda razlikujemo elipti£ki, hiperboli£ki i paraboli£ki cilindar.

Elipti£ki cilindar. Jedna£ina elipti£kog cilindra pri £emu je data prava pa-
ralelna z-osi je x2

a2
+ y2

b2
= 1. Specijalno u slu£aju kada je a = b rije£ je

o rotacionom cilindru.
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Slika 4.7: Cilindri£na povr²

Hiperboli£ki cilindar. Jedna£ina hiperboli£kog cilindra je x2

a2
− y2

b2
= 1, u

slu£aju kada je dati pravac paralelan z-osi.

Paraboli£ki cilindar. Jedna£ina paraboli£kog cilindra je y2 = 2px, u slu-
£aju kada je dati pravac paralelan z-osi.

Slika 4.8: Elipti£ki, hiperboli£ki i paraboli£ki cilindar

Navedene jedna£ine su napisane za slu£aj kada je generatrisa u xy ravni, a
dati paravac paralelan z-osi. Analogne jedna£ine se dobiju izborom genera-
trise u nekoj drugoj koordinatnoj ravni.

Napomenimo da op²tim oblikom polinoma drugog reda od tri varijable
mogu biti zadani i sljede¢i skupovi: unija dviju ravni, ravan, prava, ta£ka ili
prazan skup. Za ove skupove kaºemo da su degenerisane povr²i drugog reda.
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