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Sferno kretanje tela (Obrtanje tela oko nepokretne tacke)

Sferno kretanje tela ili obrtanje tela oko nepokretne tacke je takvo kretanje tela koje ima jednu
nepokretnu tacku. Polozaj tela u prostoru moze biti jednoznac¢no odreden polozajem triju njegovih
taCaka koje ne pripadaju istoj pravoj. Kada je u pitanju telo koje vrsi sferno kretanje, treba zapaziti da
su od Sest koordinata tacaka A i B nezavisne samo tri zbog postojanja tri
relacije koje se mogu uspostaviti izmedu koordinata tih tacaka, a koje govore o
nepromenljivosti duZzina OA, OB i AB. Dakle, telo koje vrsi sferno kretanje
ima 6-3 nezavisnih koordinata, tj. tri stepena slobode kretanja. Jedan od
postupaka za analizu sfernog kretanja tela je Ojlerov postupak.

Ojlerov  postupak podrazumeva koriS¢enje dva Dekartova pravougla
koordinatna sistema: OXyz —nepokretan i O&pl - pokretan sistem, kruto vezan

za posmatrano telo. Kretanje tela tada je u potpunosti opisano kretanjem
pokretnog u odnosu na nepokretni koordinatni sistem. Neka se u pocetnom trenutku oba koordinatna
sistema poklapaju (Ox=0¢&,, Oy=0py, i 0z=0g,)
Polazeci od tog pocetnog polozaja, do proizvoljnog poloZaja
pokretnog koordinatnog sistema dolazi se ako se izvrSe tri
nezavisna obrtanja.
1) Prvo se izvrsi obrtanje koordinatnog sistema O&n¢

oko ose Oz =0¢, zaugao y - ugao precesije. Na taj
nacin, pokretni koordinatni sistem iz polozaja
0¢&,n,¢, prelaziu polozaj O& ¢, -

2) Sledece obrtanje koordinatnog sistema Q&nl vrsi se
oko ose O¢ =0¢, =0N , kao nepokretne, za ugao 6

- ugao nutacije. Na taj nacin, pokretni koordinatni
sistem prelazi u polozaj O¢&,n,<,. Osa ON oko koje je izvrSena ova rotacija naziva se ¢vorna

osa.
3) Poslednje obrtanje vrsi se oko ose O¢, =0¢ za ugao ¢ - ugao sopstvene rotacije.

Na taj nacin dobija se proizvoljni poloZaj pokretnog koordinatnog sistema O&p¢ . Smatrace se da su
Ojlerovi uglovi pozitivni ako se uoc¢ena obrtanja posmatrana sa pozitivnih krajeva osa Oz, ON i O¢

vide kao matematicki pozitivna. U toku obrtanja tela oko nepokretne tacke menjaju se Ojlerovi uglovi
v, 01 ¢.JednaCine

w=y(t), 0=0(t), @=g¢(t)
nazivaju se konacne jednacine sfernog kretanja tela.

Brzina tacke tela pri sfernom kretanju. Vektor trenutne ugaone brzine. Jednacina trenutne ose
obrtanja

Vektor brzine V tatke M tela koje vrsi sferno kretanje moze se odrediti korigéenjem vektora polozaja
F uocene tacke, koji je izrazen preko komponenata paralelnih jediniénim vektorima A, oiv
pokretnog koordinatnog sistema O&n¢ , tj.

F=Cl+nqi+(v,
V=F=Edl+ni+lv.
a moze se izraziti i u obliku
=V, A+V, g+V, v,

7
Osim toga, vektor brzine V tadke M tel Z

<
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A-2=1, p-p=1, vov=1,
A-fi=0, LV =0, v-1=0
A-2=0, fi-ji=0, V=0,
Afi=—pi- A, -v=—v-, Vel=—1-v
V=@-AC-A-hami+
YA EE- VO At
+(1-vn—v-4 V.

Ako se uvedu oznake

17.2260,,,1 ﬁ—a’gaﬂ V=aw,,
tada je
\7:(60,7(—605 77)2+ 1 i v ) )
(o é-0,0fi+ V=i=lo, o, ol O=0:ito,itov, V=0xT
o -, SV, & n ¢
Ako se pode od uslova
A o v
V=dxf=lo, o, ol|=0" @5-0n=0.0.-0.0=0.07-0,=0,
s n <
s _n_¢,
o, 0, O

-trenutna osa obrtanja i obeleZzava sa OQ.
Vode¢i racuna o kolinearnosti vektora ¢ i trenutne ose obrtanja, zakljucuje
se da je trenutni raspored brzina tacaka tela koje vrsi sferno kretanje isti kao da se
0/ telo obrée oko, u tom trenutku nepokretne trenutne ose. Ovo zapazanje moze se uzeti
kao osnova za uvodenje naziva za vektor @ - vektor trenutne ugaone brzine.

Ojlerove kinematicke jednacine

Za odredivanje trenutne ugaone brzine tela koje vrsi sferno kretanje polazi se od toga da se poloZaj tela
moze odrediti pomocu tri Ojlerova ugla. Tada je polozaj tela poznat u svakom trenutku ako su poznate
konacne jednacine sfernog kretanja tela y =w(t), 6=6(1), @ =¢(t). Neka su uocena dva

polozaja tela koje vrsi sferno kretanje, koji odgovaraju trenucima ti t + At na slede¢i nacin:

t : v 0 ®
t+At @ w+Ay  O0+A0  p+Agp
Ay AO Agp
At At At
Grani¢ne vrednosti ovih srednjih ugaonih brzina predstavljaju odgovarajuce trenutne ugaone brzine:

Odgovarajuce srednje ugaone brzine za dati interval vremena odredene su izrazima

- lim Ay = dy =y - ugaona brzina precesije,

At—0 E dt
im Aie = dj — ¢ -ugaona brzina nutacije,
A0 At dt
- lim Ap _ de = ¢ - ugaona brzina sopstvene rotacije.
A0 At dt

Vektori ugaonih brzina precesije c?)p =k, nutacye @, =@ 0 1sopstvene rotaciye @, =@y usmerent

suduZosa Oz, ON1i Q¢, ¢iji su jedini¢ni vektori K, fi i v,respektivno. Imajuéi u vidu da se ove ose
seku u jednoj tacki, vektor trenutne ugaone brzine @, tela koje vrsi sferno kretanje, moze se pisati u
obliku

O=0,+0, +D, =K +Of+gV.
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Kako j
k =sing sing 1 +sin@ cosg fi+cosé v,
A=cosg A—sing i+07.
dobija se
@ =(ysindsing+0cosp )i +
+(ysindcosp—0Osing )i+
+(wcosf+g)v.
w, = - 1=ysindsing+0cosg,
ysinfcosp—@sing

0, =0-i

@, =0 V=yCosO+¢-

2 =y’ +0% + ¢ + 2yrpcosd

A=cosyi+siny j+0k,
v =sin@siny i —sindcosy j+cosd k.
@=(0cosy +@sindsiny )i +
+(@siny —psindcosy )] +
+(y +¢cosO)k.
=@cosy +gsindsing, o, =@ | =0siny —psindcosy . o, =@-K =y +¢cosd.

a):\/a)fﬂoj + @) =y +6° +¢ +2jpcost .
[0

s cos £(@,k)="%-
[0

. )
cos (@, )= cos A(,]) =
0] [

Trenutno ugaono ubrzanje tela koje vrsi sferno kretanje

Neka je poznat vektor trenutne ugaone brzine & tela koje vrSi sferno kretanje. Vektor trenutnog
ugaonog ubrzanja £ tela koje vrsi sferno kretanje odreden je kao

- . Ao d@
&=Ilim—
At—0 At

Ako se sa @, oznati jedini¢ni vektor trenutne ose obrtanja OQ, tada se moZe pisati da je

Y

Ako je sa @,

O =00,
gde je sa @ oznacen intenzitet vektora @ . Tada sledi

d

dt

E=d=—(0d,) =0, +0d,
E=E +E&,-

Pri tome je & =@a@, - komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja & koja
govori o promeni intenziteta vektora trenutne ugaone brzine i pravca je ose
OQ. Pri analizi komponente g, treba zapaziti da je vektor g, konstantnog
intenziteta i da je kraj ovog vektora, tacka A, na trenutnoj osi obrtanja OQ.

Njegov izvod po vremenu predstavlja brzinu @, , tatke A koja je odredena sa
. do
O,=—2"
dt
oznacena ugaona brzina obrtanja vektora @, , brzina kraja vektora @, moZe se odrediti

:a—)o.

kao @, =@, x @, -

E, = (@ X B,) =@, X -
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Projekcije vektora trenutnog ugaonog ubrzanja tela koje vrsi sferno kretanje na ose pokretnog i
nepokretnog Dekartovog koordinatnog sistema

E=W A+ @[+ OV +0,(OxA)+ o, (Ox 1)+ (DdxV),
E=0A+0,A+0V+OX(0 A+ l+@ V),
E=WA+OU+OV+OXD, E=D A+, U+DV -
d=oi+o,j+ok,

E=d=ad+a,j+ok, E=ei+e]tek.

Projekcije brzine tacke tela koje vrsi sferno kretanje na ose pokretnog i nepokretnog Dekartovog

koordinatnog sistema

Polazeci od izraza za brzinu tacke tela koje vrsi sferno kretanje moZze se intenzitet

brzine V, proizvoljne tacke M tela, odrediti u obliku
V=wrsin£(o,f)=wrsiny =wh,,

gde je h, =MK =rsiny rastojanje tatke M od trenutne ose obrtanja. Pravac

vektora \V normalan je na @i F (a time i na h,), a orijentisan je na onu stranu

odakle se obrtanje vektora @, najkra¢im putem, do poklapanja sa vektorom F
vidi kao matematicki pozitivno.
Ako se vektor brzine V odreduje preko njegovih projekcija V.V, iV,,naose

pokretnog koordinatnog sistema O&n(, t.
V=V A+V, i+V, 7,
tada sledi da je

A :\7-/1:50,,;—(0577,
V, =V i=oé-0L,
Vv, :\747:0)577—0)”5.

- -V - V - V
V=w/V§2+V,f+VZ,cosz(v,ﬂ)zvfa cosz(v,ﬁ)zv”, cosz(v,ﬁ)zvg-

Na isti na¢in moZe se odrediti intenzitet, pravac i smer vektora brzine V , tacke tela koje vrdi sferno
kretanje, preko projekcija V,, v, iV, na ose nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz,

S P] K V,=V-i=01-0,,
V=V 4V J+VKs Vo oxr =, 0, o, V, =V j=0,x-0,,
Xy z Vv, =\7-|Z:a)xy—a)yx

2 2 2 7T Vx 77 Vy van z
V=WV, +V +V,) 5 cos £(V,i )=V, cosL(V,j):V, cosL(V,k):V-

Jednacina trenutne ose obrtanja, tela koje vrSi sferno kretanje, u odnosu na ose nepokretnog
koordinatnog sistema Oxyz je

i J k
\7:a7><l7:cax o, o, —0°®,2-0,y=0, w,X-0,7=0, oy-o,x=0,
X y z
X 'y 1z
R,

Ubrzanje tacke tela koje vrsi sferno kretanje

Ubrzanje proizvoljne tacke M tela koje vrsi sferno kretanje je
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d
dt
d=Exr+aox(oxr).
a, =ersinZ(g,r)=ersind =¢h,_,
gde je h =rsing rastojanje tatke M od pravca vektora

=V =—(&xF)=DxF+dxF >

(o

trenutnog ugaonog ubrzanja. Ova komponenta ubrzanja tacke
tela koje vrsi sferno kretanje naziva se obrtno ubrzanje.
3, =(&+& )xT =& xT+&,xT,
d, =, xT+(, xw)xr =3, +a, -

Pri tome je a, =& sinZ(&,,F)- Pravac vektora a, normalan

je na ravan koju obrazuju vektori g i [, a smer je odreden

datim vektorskim proizvodom. Intenzitet vektora g dat je sa

a, =&,rsin £(&,,F).pravac je normalan na ravan koju obrazuju vektori &, i ', a smer neposredno

sledi iz datog vektorskog proizvoda.
Intenzitet druge komponente ubrzanja @ x(@xF ) tacke tela koje vrsi sferno kretanje, koja ¢e biti

oznatena sa 3, , odreden je izrazom

a, =V sin&V)=oVsin90° =h o,
gde je h, = MK =rsiny rastojanje tatke M od trenutne ose obrtanja OQ. Pravac vektora a,
normalan je na ravan koju obrazuju @ i V iupravan je na trenutnu osu obrtanja OQ. Smer vektora a,

je onaj odakle se rotacija vektora @ najkraéim putem do poklapanja sa vektorom V vidi kao
matematicki pozitivna, tj. uvek je usmeren ka osi obrtanja. Ova komponenta ubrzanja tacke tela koje

vii sferno kretanje naziva se aksipetalno ubrzanje. Kada su poznate komponente g i &, intenzitet

vektora ubrzanja proizvoljne tacke tela koje vrsi sferno kretanje odreden je npr. na osnovu kosinusne
teoreme sa

a:\/af +a’+2a,a,cos/(&d,,d,)-

OpSte kretanje tela
Jednacine opSteg kretanja slobodnog tela

Opste kretanje slobodnog tela je takvo kretanje pri kome telo moze
da zauzme proizvoljan polozaj u prostoru. Slobodno telo koje vrsi
opste kretanje ima Sest stepeni slobode kretanja, odnosno njegov
polozaj odreden je sa Sest generalisanih koordinata. Konacne
jednacine opsteg kretanja slobodnog krutog tela date su u obliku

Xo, = f1(t)’ Yo, = fz(t)’ Iy = fs(t)’
y="1(t), 0=1(t), ¢@="F(t).
Pretpostavlja se da su funkcije f, (i=1,2,3, ..., 6) neprekidne,

jednoznacne i najmanje dva puta diferencijabilne.

® Brzina tacke tela koje vrsi opSte kretanje
Za proizvoljnu tatku M tela vazi

v =To + Pu>
gde je sa T, odreden poloZzaj proizvoljno izabranog pola translacije O, i gde je sa p,, odreden polozaj

tatke M u odnosu na pol O, . Tada je

Vi :f}M :?o, +:3M’ \7M =V, +\7Ml’ \71\/?1 =0x py =0xOM, Vy =V, +0xpy -

Ubrzanje tacke tela koje vrsi opSte kretanje
Ubrzanje proizvoljne tacke M posmatranog tela je

8y =V, +BX Py +D% Py -
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8 - ubrzanje pola translacije,

Py =4, - obrtno ubrzanje tactke M,

V& =dx(dx p, )=4, - aksipetalno ubrzanje tatke M,
a, =a, +a,+a,=4a, +a, -

My
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