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Opste teoreme i zakoni dinamike sistema

Koli¢ina kretanja tacke
Pod koli¢inom kretanja tacke ( K ) podrazumeva se vektorska veli¢ina koja je jednaka

proizvodu mase m tacke i njene brzine Vv, tj. K =mV .

Koli¢ina kretanja materijalnog sistema
Neka materijalni sistem €ini n tacaka, ¢ije su mase m,, i=1,2,....,n. Koli¢ina kretanja

materijalnog sistema je tada K Z K Z m\V,

i=1

Imajuéi u vidu relaciju za odredivanje polozaja centra masa mr, = z m;; , tada je
i=1

imiﬁ]:i%(mifi)’ md_Ft imi_ti’ mVC:Zmi\Z’

1.) Elementarni impuls sile: Pod elementarnim impulsom sile
dl' podrazumeva se veli¢ina koja je jednaka proizvodu sile
F koja deluje na tacku i infinitezimalno malog intervala
vremena dt, tj. dI = Fdt.

2.) Impuls sile (ukupni impuls sile): Ako tacka pod dejstvom

sile F prede iz polozaja M, u kome se nasla u trenutku t,

u polozaj M, koji odgovara trenutku t, tada je u datom intervalu vremena (t,,t)

t
impuls sile F odredensa | = J Fdt .
)
Teorema o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema
Diferencijalna jednacina kretanja i-te reprezentativne materijalne tacke je
dV = = - dK
F I:iu b i( ivi )
dt dt dt

+F",

-|'|l

o . dK, . Lo
odakle se sumiranjem, za sve tacke, dobija o :t( K, j FP+)> F".
i=1 =1 i=l

. ONEs Es - NEuE CdK =
Kako je ZFf =F; i ZFi“ =F; =0, tada je o Fs, tj.: izvod po vremenu
i=1 i=1
koli¢ine kretanja materijalnog sistema jednak je glavnom vektoru spoljasnjih sila koje
deluju na materijalni sistem. Projektovanjem clanova prethodne relacije na ose
izabranog koordinatnog sistema, npr. Oxyz, dobijaju se teoreme o promeni koli¢ine
kretanja materijalnog sistema u odnosu na ose, t;.
K,=Xz, K,=Ys, K,=Z;.

Ako se teorema o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema, u diferencijalnom
obliku, napise kao dK = FZdt, integracijom se dobija
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Sto predstavlja teoremu o promeni koli¢ine kretanja materijalnog sistema, u
(kona¢nom) integralnom obliku, koja glasi: promena koli¢ine kretanja materijalnog
sistema u konacnom intervalu vremana jednak je impulsu glavnog vektora spoljasnjih
sila koje deluju na materijalni sistem, u istom intervalu vremena. Odgovarajuce
skalarne jednacine su

t 4 Y
K, —K, =[X3dt=17, K, -K, =[Ysdt=13, K, -K, =[Zdt=1} .
) to )
Zakon o odrzanju Kkoli¢ine kretanja materijalnog sistema i zakon o odrZanju
poloZaja centra masa
Ako na materijalni sistem deluje takav sistem spoljasnjih sila da njegov glavni vektor

jednak nuli, tj. IERS =0, tada iz teoreme o promeni koli¢ine kretanja sledi zakon o
odrzanju koli¢ine kretanja materijalnog sistema, u obliku

dK =0, K =const., ili K, =K, =const.
U specijalnom slucaju kada je i brzina centra masa materijalnog sistema u nekom

trenutku jednaka nuli, tada iz zakona o odrzanju koli¢ine kretanja materijalnog
sistema sledi

K=K.=mV, =mf, =0, F. =const.
tj. u tom slucaju ne menja se poloZaj centra masa materijalnog sistema.
Cesto se desava da za neku od osa inercijalnog koordinatnog sistema (npr. osu OXx)
vazi X3 =0. Tada vazi zakon o odrZanju koli¢ine kretanja za osu, tj. K, =const. U
specijalnom slucaju, ako je u 1 nekom trenutku t;, zadovoljeno K, (t,) =0, tada je

K,=0,t.

n n n n n
K, =D mx; :i(Zmixijzo,Zmixi = const., Xc =CoNst., > mx (t,) = > mx(t).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Moment koli¢ine kretanja tacke
Moment koli¢ine kretanja (kineti¢cki moment) ta¢ke, u odnosu na neki pol O je

L, =FxK=FxmV,
gde je T - vektor polozaja tacke u odnosu na pol O, a K njena koli¢ina kretanja.
Moment koli¢ine kretanja tacke, u odnosu na neku osu Ou je projekcija na tu osu
kineti¢kog momenta L, .

Moment koli¢ine kretanja materijalnog sistema

Moment koli¢ine kretanja (kineticki moment) materijalnog
sitema, u odnosu na neki pol O je glavni vektor momenata
koli¢ine kretanja tacaka sistema odredenih u odnosu na isti

pol
Zn: LOI an i)zznrixmivai
=1 =1 i=1
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Moment koli¢ine kretanja materijalnog sistema u odnosu na neku osu koja prolazi
kroz pol O je projekcija na tu osu kinetickog momenta L, u odnosu na taj pol O

L, =L, -0. Kako je

L, =Ly -i=>m(y,z, —2,9,), ...
i=1

L, = I:o ’E:Zmi(xiyﬁ = V¥iX).
i=1
U slucaju obrtanja materijalnog sistema oko nepokretne ose,
npr. ose Oz, vazi X; =1, cosg, Y, =1, sinp 1 ¢ =w,,paje

Lz = zmi(xi yi - y|X|) = Z:mia)zrz?(cos2 ¢+Si1’12 (P) = a)zzmirz? = ‘]za)z'
i=1 i=1 i=1
Do istog rezultata se dolazi i kada je u pitanju kruto telo.

Veza izmedu momenta koli¢ine kretanja materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni pol i srediSte masa sistema
Uocimo dva koordinatna sistema: Oxyz — Dekartov inercijalni koordinatni sistem, i
2, Cx,Y,z, - Dekartov translatorno pokretni koordinatni sistem
M, m, —» v oy v . . . o
Sl P smeSten u srediStu masa. PoloZaj proizvoljne tacke
¥, materijalnog sistema odreden je sa T, =T, + p;, pa je

n _ _ n 5
fmajuéi uvidudaje S (Fo x m Ve )= g x K, S (rc x mi%j =0,
i=1 i=1

n (ﬁl xmivc)zzn:(mi,ai X\7c)= 0, i[ﬁl xm, %j = Erc , dobija se
=1

i=1 i=1

o =T xK+LL =0CxK+LL

i

Veza izmedu Kkinetickih momenata u odnosu na dva nepokretna
¢ pola
0 Neka su kineticki momenti u odnosu na nepokretne polove O i O,
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odredeni  sa L, = OCxK + LY i I:ol = O?C xK+L.. Sada je
I:O] = I:O +(@ —&)x K. Kako je (ﬁ = Ol—O+(f, dobija se relacija koja
pokazuje promenu kinetiCkog momenta pri promeni pola, tj. I:ol = I:o +@x K.
Ako materijalni sistem vrSi translatorno kretanje, tada je I:rc =0, pa je kineticki

moment takvog materijalnog sistema EO =0CxK .
Teorema o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni pol i nepokretnu osu
Za i-tu tatku materijalnog sistema vazi
- - - _ d -\ - - - - - L= -~ (=
Lo =F xmV, +T, xa(mivi), rxmV,=V,xmV, =0, L, =1 xF, L, = Mo(Fi),
gdeje F,=F°+F", paje L, = l\ﬁo(lfis)+ Mo(lfi“). Sabiraju¢i prethodnu relaciju,
za svaku od n tacaka materijalnog sistema, dobija se
L, = Mg +M¢. Imajuéi u vidu da je glavni moment unutra$njih sila M3 = 0, sledi
Ly = M,

tj. izvod po vremenu kinetickog momenta materijalnog sistema, odredenog u odnosu
na nepokretni pol, jednak je glavnom momentu svih spoljasnjih sila koje deluju na
sistem u odnosu na isti nepokretni pol.
Projektujuéi ¢lanove prethodne relacije na ose nepokretnog koordinatnog sistema,
npr. Oxyz, dobijaju se izrazi koji predstavljaju teoremu o promeni kinetickog
momenta u odnosu na nepokretnu osu

I‘Ox = Méx’ I‘Oy = Méy’ LOz = Méz
Zakon o odrZzanju KkineticCkog momenta materijalnog sistema u odnosu na
nepokretni pol i nepokretnu osu

Ako za sve vreme kretanja materijalnog sistema vazi da je M 5 =0, tada je I:o =0,¢

L, = const.
Dakle, ako je za sve vreme kretanja materijalnog sistema glavni moment spoljasnjih
sila u odnosu na nepokretni pol jednak nuli, tada je kineticki moment u odnosu na isti
pol konstantan.
Ako na materijalni sistem deluje takav sistem sila da za neku nepomic¢nu osu Ou vazi
da je M$, =0, tada je Lo, =0, tj. Ly, =const., §to predstavlja zakon o odrzanju
kinetickog momenta u odnosu na nepokretnu osu.
U posebnom slucaju, kada je M3 =0, a u nekom trenutku t, je L (t,) =0, tada je

L, =0, Sto predstavlja specijalni slucaj zakona o odrzanju kineti¢kog momenta u
odnosu na nepokretni pol. Ako za za neku nepomi¢nu osu Ou vazidaje Mg, =0,au
nekom trenutku t; je L, (t,) =0, tada je u svakom trenutku L, =0.

Teorema o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na

pokretni pol i pokretnu osu

Neka je sa T, odreden polozaj i-te materijalne tacke u odnosu na pol O nepokretnog

koordinatnog sistema OXxyz i neka je sa p, odreden polozaj te tacke u odnosu na
pokretni pol A.Tada vazi T, =T, + 5, i Ly =Y 5, xmV, , ti. L, =D (F —=F,)xmV, .
i=1

i i
i=1
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Diferenciranjem po vremenu dobija se
Lo = 2V xmV, =3V, xmy, + (7 1, )xmy,
/0 - Prvi élart] Iz prethodnor;1 izrazu jedn25<1 je nuli, a kako je
7 K=Y mV, i
i=1
Zn:(ru - FA)>< mi\7i = Zn:,a. xma; = Zn:lsu ><(IEiS + 'Eiu): Zn:lau x 'EiS = MZ:

dobija Iszel: teorema o promelrzlli kinetickog rlrzllomenta materijaln(l):gl sistema u odnosu na
pokretni pol, u obliku

[, 4V, xmV, =M:.
Izrazi za teoreme o promeni kinetickog momenta u odnosu na nepokretni i pokretni
pol razlikuju se za ¢lan V, x mV, . Ove dve teoreme imace isti oblik ako je:
1. \7A =0, tj. i pol A je nepokretan,
2. \7C =0, tj. pol A je pokretan, a centar masa nepokretan,
3. \7A I \7C , tj. brzine oba pola su paralelne
4. A=C, tj. za pokretni pol se usvaja srediSte masa C, i tada je EC = Mé .
U specijalnom slucaju, kada je Mé =0, sledi da je I:C = const., Sto predstavlja zakon
o odrzanju kinetickog momenta u odnosu na srediSte masa. Ravan koja je u tom
sluGaju upravna na L. inepokretna, naziva se Laplasova ravan. Ako je M3 =0 i ako

su u nekom trenutku sve tacke sistema mirovale tada je za sve vreme kretanja L, =0.

Projektovanjem clanova izraza I:A +\7A X m\7C = Mf\ na pokretnu osu Ap, dobija se

teorema o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema u odnosu na pokretnu
osu, u obliku

(EAV )Ap + (Q X I:A )Ap + (\7A X m\7c )Ap =M Zp >

gde je O - ugaona brzina pokretne ose.

Kineticka energija materijalnog sistema
Kineticka energija tacke je pozitivnha skalarna veli¢ina koja se definiSe kao

E, = EmV2 , gde je m - masa tacke, a V intenzitet njene brzine. Kineticka energija
materijalnog sistema predstavlja zbir kinetickih energija pojedinih tacaka, tj.

n 1 n 1 n . _

Ex =Y E == mV? ==Y m({V, -V,).

i=1 2 i=l 2 i=1

Kineti¢ka energija krutog tela, koje je podeljeno na elementarne deli¢e masa dm je
E, =~ [v2dm.
2 v

Kenigova teorema

Neka se kretanje materijalnog sistema posmatra u odnosu na nepokretni koordinatni
sistem Oxyz. Uvodenjem translatorno pokretnog koordinatnog sistema Cx,y,z,,
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polozaj i-te tacke odreden je sa I, =T, + p,. Apsolutna
brzina tacke je \7I = F, =\7C +\7ri , pa je kineticka energija

Ex =%§mi(\7i ‘\Z):%Zn:mi(vc +\7ﬁ)'(\7c +V, )

i=1

E« :%Zn:mivcz +2%Zn:mi\7c '\7ri +%Zn:mi(\7n '\7ri)’
i=1 i=1 i=l

1 4 2 1 2 4 1 2 1 4 e e - 1 n dﬁl
—>yYmV: ==V m=—mV:, =) mV.-V, &, - > m —=0,
2; i'C 2 Cg i 2 C 2; C i ng dt

1y mi(\7 -V,i):%ZmiV?, E, :%mvg%imiv;
i i=1

Sto predstavlja Kenigovu teoremu: Kineticka energija materijalnog sistema jednaka je
zbiru kineti¢ke energije centra masa, kao da je u njemu skoncentrisana masa celog
sistema, 1 kineticke energije relativnog kretanja materijalnog sistema u odnosu na
centar masa.

Kineticka energija tela koje se kreée translatorno
U slucaju translatornog kretanja tela vazi da je \7I =\7C pa je kineticka energija
1 1 .. P . .
Ex :EV 2J.dm =—mV . Isti izraz moze se dobiti i iz Kenigove teoreme. U slucaju
v

translatornog kretanja tela je \7r =0,paje E; = % mv¢ = % mv 2.

Kineticka energija tela koje se obrée oko nepokretne ose

Neka se telo obrée oko nepokretne ose Oz. Brzina uocenog elementa mase dm je
V =r,w,, gde je r,- rastojanje uocenog elementa od ose obrtanja, a @, - ugaona
brzina tela. Tada je

EK z_‘[vzdm:%J.(rza)z)zdmZ%wzzl.rzzdmzé‘]za)zz .

Kineticka energija tela koje vrsi ravno kretanje

. . 1 D . .-
Koriste¢i Kenigovu teoremu E, =—mVZ + Ey,, » 1uocavajucu deli¢ mase tela, vazi

1 . . . . .

EZAmiVnZ . Kako je brzina uocenog delica V, = p,w, gde je p; rastojanje
i=1

deli¢a od centra masa, a @ ugaona brzina tela, dobija se

N N
Ex., :%zAmi(IOia))z =%a)ZZAmipf :
i1

i=1

E Krel =

o . 1 . y
Grani¢nim procesom kada N — oo, sledi E, =—J. »°, gde je sa J. oznaen
rel 2 £ 3

aksijalni moment inercije tela za pokretnu osu koja prolazi kroz centar masa i upravna
je na ravan kretanja tela. Tada je



MasSinski fakultet, Beograd - Osnove mehanike 3 — Predavanje 6 7

1 1
EK =5mV62 +EJC§a)2.

Kineticka energija tela koje se obrée oko nepokretne tacke
Brzina uoenog delica tela, mase Am,, je V, = @ xTF, = w(@, xF, ), gde je & - trenutna
ugaona brzina tela, T, - vektor polozaja uocenog deli¢a tela, u odnosu na nepokretnu

tacku, a @, - jedini¢ni vektor trenutne ose obrtanja Op. Kineticka energija deli¢a tela

. 1 - . - .
je AE,, =5a)2(a)0><ri )’ Am;. Uvodenjem oznake (@, xT;)" =d;, gde je d, -

rastojanje deli¢a od trenutne ose obrtanja, uzimajuc¢i da N — oo, dobija se
L N1 1 . 1 1
E( =1lim Y AE, =1lim» —@’d. Am =—w” lim ) d2Am. =— e’ |d*dm==J, @’
K N—mizzl: Ki N—m;z ) N—miZ:l: ) l 2%

gde je J 0, " promenljivi moment inercije tela u odnosu na trenutnu osu obrtanja Op.

Kineticka energija tela koje vrsi opste kretanje
Opste kretanje tela moze se razloziti na prenosno translatorno i relativno kretanje koje
predstavlja obrtanje oko trenutne ose obrtanja. Koriste¢i Kenigovu teoremu, tj. da je

kineti¢ka energija E, = EmVC2 +Ey, » 1 uzimajuéi u obzir da je relativno kretanje
obrtanje oko nepokretne tacke, pri ¢emu je u tom slucaju izraz za kineticku energiju
E( = % J c, o’ , tada je kineticka energija tela koje vrsi opste kretanje
1 1
EK :Emvc2 +EJCPCO2.

Elementarni rad sile
Neka se tadka M kreée pod dejstvom sile F po putanji proizvoljnog oblika. Rad sile

F na elementarnom pomeranju dr tacke ili elementarni

rad sile SA jednak je skalarnom proizvodu sile F i

elementarne (beskonacno male) promene vektora polozaja
te tacke, tj.
SA=F.df, SA=F-Vdt, A=V dl,

df = ds=fds, 5A=FE -fds.
ds

Iz prethodnih razmatranja vidi se da je
>0, 0<a<90°
SA<=0, a=90°
<0, 90° <a<180°.

Ako se F i dF izraze u odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz
F =Xi +Y]j+2Zk, df = dxi +dyj +dzk , tada je elementarni rad sile
0 A= Xdx+Ydy+ Zdz.

Rad sile
Ukupni rad sile, ili samo rad sile, koja deluje na tacku, predstavlja rad sile pri
konacnom pomeranju tacke po putanji. U cilju odredivanja rada sile posmatra se

kretanje tacke M pod dejstvom sile F , po putanji proizvoljnog oblika. Ako se deo
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putanje tacke izmedu dva njena proizvoljna polozaja M, i M, izdeli se na n delova,
dobija se poligonalna linija. Analogno definiciji elementarnog
rada sile moZe se uvesti mera dejstva sile Ifi, pri malom
konacnom pomeranju tacke iz poloZaja M, u polozaj M,,,, koja

i+1°

je odredena sa F,-AF, (i=12,.,n), gde je F, - sila koja

deluje na tacku M kada se ona nade u polozaju M, i gde je AT, -

prirastaj vektora polozaja I tacke izmedu njenih polozaja M; 1 M,

i+1°

Ukupna mera

dejstva sile F , pri pomeranju tatke M iz polozaja M, u polozaj M,, duz poligonalne

linjje, je ZlfiAﬁ. Grani¢nim prelazom, t. n—>ow dolazi se do
i=1

Ay, =lim Zlfl - AT, koja predstavlja rad sile F,na njenoj putanji izmedu tacaka
n—oo i-1
M, i M,. Ova grani¢na vrednost naziva se krivolinijski integral. Dakle, rad sile F

M,
obelezava se sa Aili Ay, 1odredenjesa A=Ay = jF -dr.
MI
Ako je za izraCunavanje rada sile izabran Dekartov koordinatni sistem Oxyz, tada je

M, t
A= [(Xdx+Ydy+2Zdz), A= [(Xx+Yy+2Z2)dt.
M, t

U opstem slucaju resenje prethodnih krivolinijskih integrala zavisi i od oblika putanje
1 od duZzine luka po kome se krece tacka. Samo u posebnom slucaju rad sile ne zavisi
ni od oblika putanje tacke, niti od njenog predenog puta, ve¢ samo od koordinata
pocetnog i krajnjeg polozaja tacke. Da bi to bilo ispunjeno, linearni diferencijalni
izraz Xdx+Ydy+Zdz mora da bude totalni diferencijal neke skalarne funkcije
polozaja tacke f(X,y,z), $to znaci da se X, Y i Z mogu predstaviti kao parcijalni
izvodi te funkcije. Sile koje ispunjavaju te uslove zovu se konzervativne i rad takvih
sila zavisi samo od pocetnog i krajnjeg polozaja tacke na putanji. Svaka sila koja je
funkcija polozaja ne mora da ispunjava te zahteve koji se nazivaju uslovi
konzervativnosti.

Snaga sile

Snaga sile je veli¢ina koja karakteriSe promenu po vremenu rada sile. U cilju
definisanja snage sile posmatra se tacka na koju deluje sila F, koja izvrsi rad AA za
konacan interval vremena At, pri pomeranju tacke iz polozaja M,, u kome se

nalazila u trenutku t;, u polozaj M, koji odgovara trenutku t,. Srednja snaga te sile,

. . AA —
za posmatrani interval vremena, odredena je sa P, = A Snaga sile F , u trenutku t,

predstavlja grani¢nu vrednost srednje snage sile kada posmatrani interval vremena

tezi nuli, tj. P=lim AA = % Dakle, snaga sile u datom trenutku jednaka je odnosu

At-0 At

elementarnog rada sile i intervala vremena u kome je taj rad izvrSen i predstavlja
brzinu vrSenja rada u tom trenutku.



