
Parcijalna integracija - 2. deo
Ovaj materijal se direktno nadovezuje na sadr�aj ve�bi i predavaǌa (to znaqi da prvo

treba prouqiti ve�be i predavaǌa).

1. Izvesti rekurentnu formulu za raqunaǌe integrala

(1) I =

∫
cosn x dx

i na osnovu toga izraqunati
∫

cos5 x dx. Ako izaberemo:

u = cosn−1 x⇒ du = (n− 1) · cosn−2 x · (− sinx) dx

v =

∫
cosx dx = sinx

parcijalnom integracijom se dobija:

In = sinx · cosn−1 x+

∫
sinx · (n− 1) · cosn−2 x · sinx dx

= sinx · cosn−1 x+ (n− 1)

∫
cosn−2 x · sin2 x dx

= sinx · cosn−1 x+ (n− 1)

∫
cosn−2 x ·

(
1− cos2 x

)
dx

= sinx · cosn−1 x+ (n− 1)

(∫
cosn−2 x dx−

∫
cosn x dx

)
Prepoznaju�i da je kod navedenih integrala podintegralna funkcija u suxtini podinte-
gralna funkcija polaznog integrala:

In = sinx · cosn−1 x+ (n− 1) · (In−2 − In)
= sinx · cosn−1 x+ (n− 1) · In−2 − (n− 1) · In

Rexavaǌem po In:

In + (n− 1) · In = sinx · cosn−1 x+ (n− 1) · In−2 ⇒
n · In = sinx · cosn−1 x+ (n− 1) · In−2

dobijamo rexeǌe integrala:

(2) In =
1

n
sinx · cosn−1 x+

n− 1

n
In−2

Napomenimo i to da je ova rekurzija potpuno analogna rekurziji za integral
∫
sinn x dx.

Naime, ako u tu rekurziju, koja glasi∫
sinn x dx = − 1

n
cosx · sinn−1 x+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx

(xto se mo�e dobiti na identiqan naqin kao za kosinus i savetuje se studentima da urade
za ve�bu) stavimo x =

π

2
− t⇒ dx = − dt i iskoristimo sin

(
π
2 − t

)
= cosx, cos

(
π
2 − t

)
= sin t,

dobijamo

−
∫

cosn t dt = − 1

n
sin t · cosn−1 t− n− 1

n

∫
cosn−2 t dt,

odnosno ∫
cosn t dt =

1

n
sin t · cosn−1 t+

n− 1

n

∫
cosn−2 t dt,

xto je oqito isto xto i (2). Terminalni integral zavisi od parnosti broja n ∈ N.
Konkretno, za n = 5 imamo

I5 =
1

5
sinx · cos4 x+

4

5
I3

=
1

5
sinx · cos4 x+

4

5

(
1

3
sinx · cos2 x+

2

3
I1

)
=

1

5
sinx · cos4 x+

4

15
sinx · cos2 x+

8

15

∫
cosx dx

=
1

5
sinx · cos4 x+

4

15
sinx · cos2 x+

8

15
sinx+ c.



Integral I5 smo, naravno, mogli rexavati kao∫
cos5 x dx =

∫
cos4 x · cosx dx =

∫ (
1− sin2 x

)2
cosx dx =

∫ (
1− t2

)2
dt

=

∫ (
1− 2t2 + t4

)
dt = t− 2

3
t3 +

1

5
t5 + c

= sinx− 2

3
sin3 x+

1

5
sin5 x+ c.

Naravno, mogu�e je uveriti se pomo�u adicionih formula da se dva oblika rexeǌa ovog
zadatka dobijena na razliqite naqine razlikuju za konstantu.

Iintegral

In =

∫
dx

(x2 + a2)
n

ispuǌava rekurziju

(3) In =
1

2a2 (n− 1)

[
x

(x2 + a2)
n−1 + (2n− 3) In−1

]
,

(xto je na ve�bama izvedeno za a = 1, a studentima se savetuje da ga sami izvedu u opxtem
sluqaju) pri qemu je inicijalni (terminalni) integral

In =

∫
dx

x2 + a2
= arctg

x

a
+ c.

Jasno je da �e cela ova priqa ”prolaziti” i ako se a2 zameni sa −a2. Drugim reqima,
integral

Jn =

∫
dx

(x2 − a2)n

ispuǌava rekurziju

(4) Jn =
1

−2a2 (n− 1)

[
x

(x2 − a2)n−1 + (2n− 3) Jn−1

]
,

pri qemu je inicijalni (terminalni) integral

J1 =

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ c.

2. Rexiti neodre�eni integral

I =

∫ (
1− x

2

)
dx

(x2 − 3x− 1)
3

Nakon ”quvene” smene x = t+ 3
2 ⇒ dx = dt dobijamo

I =

∫ (
1−

t+ 3
2

2

)
dt((

t+
3

2

)2

− 3

(
t+

3

2

)
− 1

)3 =

∫ (
1

4
− 1

2
t

)
dt(

t2 − 13

4

)3

=
1

4

∫
dt(

t2 − 13

4

)3 −
1

2

∫
t dt(

t2 − 13

4

)3 =
1

4
J − 1

2
K.

Integral K rexavamo standarno smenom

u = t2 − 13

4
⇒ du = 2t dt⇒ t dt =

1

2
du :

K =

∫ 1
2 du

u3
= −1

4
u−2 + c2 = −1

4

(
t2 − 13

4

)−2

+ c2 = −1

4

(
x2 − 3x− 1

)−2
+ c2.



Za rexavaǌe integrala J koristimo (4):

J = − 1

2 · 13
4
· 2

 t(
t2 − 13

4

)3 + 3

∫
dt(

t2 − 13
4

)2
+ c1

= − 1

13

 t(
t2 − 13

4

)3 − 3
1

2 · 13
4
· 2

[
t

t2 − 13
4

+

∫
dt

t2 − 13
4

]+ c1

= − 1

13

 t(
t2 − 13

4

)3 −
3

13

 t

t2 − 13
4

+
1

2
√

13
4

ln

 t−
√

13
4

t+
√

13
4


+ c1

= − 1

13

 x− 3
2

(x2 − 3x− 1)
3 −

3

13

 x− 3
2

x2 − 3x− 1
+

1√
13

ln

x− 3
2 −

√
13
4

x− 3
2 +

√
13
4

+ c1

A. Pejqev


