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1. Povr�sina koju treba izra�cunati prikazana je na slici 1. Prvo je potrebno na�ci presek krivih

y = lnx è y = ln2 x. Iz lnx = ln2 x imamo ln2 x− lnx = 0, odnosno lnx(lnx− 1) = 0, pa je

lnx = 0 ili lnx− 1 = 0, odakle sledi x = 1 ili x = e. Kada se odrede odgovaraju�ce vrednosti

y, dobijamo da su prese�cne ta�cke (1, 0) è (e, 1).

y=ln2HxL

y=lnHxL
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Slika 1: Povr�sina koju treba izra�cunati u zadatku 1.

Ovde je y = lnx ½ãîð»à�, a y = ln2 x ½äî»à� êðèâà. Tra�zena povr�sina se dobija:

P =

e∫
1

(lnx− ln2 x) dx =

e∫
1

lnx dx−
e∫

1

ln2 x dx = I1 − I2

Izra�cunajmo I1, parcijalnom gde smo odabrali podintegralne funkcije na slede�ci na�cin:

u = lnx⇒ du =
1

x
dx, v =

∫
dx⇒ v = x

I1 =

e∫
1

lnx dx = x lnx

∣∣∣∣∣
e

1

−
e∫

1

dx = e− (e− 1) = 1

sli�cno i za I2, odaberimo podintegralne funkcije:

u = ln2 x⇒ du =
2 lnx

x
dx, v =

∫
dx⇒ v = x

I2 =

e∫
1

ln2 x dx = x ln2 x

∣∣∣∣∣
e

1

− 2

e∫
1

lnx dx = e− 2I1 = e− 2

Kona�cno se dobija:
P = I1 − I2 = 1− (e− 2) = 3− e



2. Neka je

I =

1∫
−1

dx

(x+ 2)2(x2 + 1)
.

Razlomak u podintegralnom izrazu predstavlja pravu racionalnu funkciju i va�zi:

1

(x+ 2)2(x2 + 1)
≡ A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
+
Cx+D

x2 + 1
.

Odnosno dve racionalne funkcije su identi�cki jednake ako su im identi�cki jednaki imenioci i

brojioci:

1 ≡ A(x+ 2)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x+ 2)2

≡ A(x3 + 2x2 + x+ 2) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 + 4x+ 4)

≡ Ax3 + 2Ax2 + Ax+ 2A+Bx2 +B + Cx3 + 4Cx2 + 4Cx+Dx2 + 4Dx+ 4D

≡ (A+ C)x3 + (2A+B + 4C +D)x2 + (A+ 4C + 4D)x+ (2A+B + 4D)

odakle se dobija slede�ci sistem jedna�cina:

A + C = 0

2A + B + 4C + D = 0

A + 4C + 4D = 0

2A + B + 4D = 1 ←−

−1

+

∼
A + C = 0

A + 4C + 4D = 0

− 4C + 3D = 1

←−
−1

+

∼
3C + 4D = 0

−4C + 3D = 1 ←−

4
3

+

∼

D =
3

25

Vra�caju�ci vrednost za D u izba�cene jedna�cine dobija se C = − 4

25
, A =

4

25
i B =

1

5
. Osnovni

integrali racionalne funkcije koji se dobijaju su:

I =

1∫
−1

 4

25
x+ 2

+

1

5
(x+ 2)2

+
− 4

25
x+

3

25
x2 + 1

 dx

=
4

25

1∫
−1

dx

x+ 2
+

1

5

1∫
−1

dx

(x+ 2)2
− 2

25

1∫
−1

2xdx

x2 + 1
+

3

25

1∫
−1

dx

x2 + 1

=
4

25
I1 +

1

5
I2 −

2

25
I3 +

3

25
I4



Izra�cunajmo ih redom:

I1 =

1∫
−1

dx

x+ 2
= ln |x+ 2|

∣∣∣∣∣
1

−1

= ln 3− ln1 = ln 3

Posle smene x+ 2 = t

〈x=1⇒t=3

x=−1⇒t=1

⇒ dx = dt:

I2 =

1∫
−1

dx

(x+ 2)2
=

3∫
1

dt

t2
= −1

t

∣∣∣∣∣
3

1

= −1

3
+ 1 =

2

3

Kako je podintegralna funkcija u I3 neparna, a interval integracije simetri�can, sledi:

I3 =

1∫
−1

2xdx

x2 + 1
= 0

I4 =

1∫
−1

dx

x2 + 1
= arctg x

∣∣∣∣∣
1

−1

= arctg 1− arctg (−1) =
π

4
−
(
−π

4

)
=
π

2

Kona�cno:

I =
4

25
· ln 3 +

1

5
· 2

3
− 2

25
· 0 +

3

25
· π

2
=

24 ln 3 + 9π + 20

150

3. Ako se odaberu podintegralne funkcije na slede�ci na�cin:

u = arctg x⇒ du =
dx

1 + x2
, v =

∫
dx⇒ v = x

tada se mo�ze iskoristiti parcijalna integracija:

1∫
0

arctg x dx = x arctg x

∣∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

xdx

1 + x2
= arctg 1− 0− 1

2

1∫
0

2xdx

1 + x2
=
π

4
− 1

2
I1

Posle smene 1 + x2 = t

〈x=1⇒t=2

x=0⇒t=1

⇒ 2x dx = dt jednostavno se dobija re�senje I1:

I1 =

1∫
0

2xdx

1 + x2
=

2∫
1

dt

t
= ln |t|

∣∣∣∣∣
2

1

= ln 2

Kona�cno tra�zena vrednost jednaka je:

I =
π

4
− ln 2

2



4. Pre parcijalne integracije transformi�simo podintegralnu funkciju na slede�ci na�cin:

In =

π
2∫

0

cosn x dx =

π
2∫

0

cosn−1 x cosx dx

i ako se odaberu na slede�ci na�cin podintegralne funkcije:

u = cosn−1 x⇒ du = (n− 1) cosn−2 x (− sinx) , v =

∫
cosx dx⇒ v = sinx

In = cosn−1 x sinx

∣∣∣∣∣
π
2

0

+ (n− 1)

π
2∫

0

cosn−2 x sin2 x dx

= 0 + (n− 1)

π
2∫

0

cosn−2 x(1− cos2 x) dx

= (n− 1)


π
2∫

0

cosn−2 x dx−

π
2∫

0

cosn x dx


= (n− 1)(In−2 − In)

odakle sledi:

In =
n− 1

n
In−2

Primenjuju�ci rekurentnu formulu:

In =
n− 1

n
In−2 =

n− 1

n
· n− 3

n− 2
In−4 =

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· n− 5

n− 4
In−6 = · · ·

=


n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 2

3
I1 , n ∈ 2N + 1

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 3

4
I2 , n ∈ 2N

gde su terminalni integrali:

I1 =

π
2∫

0

cosx dx = sinx

∣∣∣∣∣
π
2

0

= sin
π

2
− sin 0 = 1− 0 = 1

ili

I2 =

π
2∫

0

cos2 x dx =

π
2∫

0

1 + cos 2x

2
dx =

1

2

(
x+

1

2
sin 2x

) ∣∣∣∣∣
π
2

0

=
1

2

(π
2
− 0 + sin π − sin 0

)
=

1

2

(π
2
− 0 + 0− 0

)
=

1

2
· π

2
=
π

4



Kona�cno se mo�ze napisati:

In =


n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 2

3
· 1 , n ∈ 2N + 1

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 3

4
· π

4
, n ∈ 2N

=


(n− 1)!!

n!!
, n ∈ 2N + 1

(n− 1)!!

n!!
· π

2
, n ∈ 2N

5. Povr�sina koju treba izra�cunati prikazana je na slici 2. Va�zi:

P =

2π∫
0

y dx =

2π∫
0

(1− cos t)(1 + cos t) dt =

2π∫
0

(1− cos2 t) dt =

2π∫
0

(
1− 1 + cos 2t

2

)
dt

=
1

2

2π∫
0

(1− cos 2t) dt =
1

2

(
t− 1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣∣
2π

0

=
1

2
· 2π = π

x=t+sinHtL
y=1-cosHtL
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Slika 2: Povr�sina omedena krivima y = 1− cos t, x = t+ sin t na intervalu (0, 2π)

6. Prelaze�ci na uop�stene polarne koordinate x = ar · cosϕ, y = br · sinϕ vidi sliku 3: jedna�cina

a

b

j

Slika 3: Elipsa sa polarnim koordinatama.

elipse postaje:
a2r2 cos2 ϕ

a2
+
b2r2 sin2 ϕ

b2
= 1

odakle je

r2 = 1



Zbog o�cite simetrije, tra�zenu povr�sinu mo�zemo izra�cunati kao �cetiri povr�sine osen�cenog dela

na slici 3 prema formuli za povr�sinu ravnog lika u polarnim koordinatama:

P = 4 · 1

2

π/2∫
0

ab · r2 dϕ = 2ab

π/2∫
0

dϕ = 2ab · ϕ

∣∣∣∣∣
π/2

0

= 2ab
(π

2
− 0
)

= abπ

7. Jedna�cina normale na krivu y = y(x) u ta�cki M(x0, y0) je

y − y0 = − 1

y′(x0)
(x− x0)

Kako je y = x(x−1) = x2−x, to je y′ = 2x−1, pa je u datoj ta�cki x0 = 1 i y0 = 0 jedna�cina

normale:

y − 0 = − 1

2 · 1− 1
(x− 1)⇒ y = 1− x

kako je to prikazano na slici:

y=1-x

y=x
2-x
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Prese�cne ta�cke parabole i normale nalazimo re�savanjem sistema jedna�cina:

y = x2 − x, y = 1− x

pa su x-koordinate prese�cnih ta�caka −1 i 1. Tra�zena povr�sina je:

P =

1∫
−1

(
1− x−

(
x2 − x

))
dx = 2

1∫
0

(
1− x2

)
dx = 2

(
x− x3

3

) ∣∣∣∣∣
1

0

= 2
((

1− 13/3
)
−
(
0− 03/3

))
= 2 · 2

3
=

4

3

Druga jednakost u gornjem izvodenju va�zi jer je podintegralna funkcija parna, a interval

integracije simetri�can u odnosu na koordinatni po�cetak.



8. Polarna jedna�cina ρ = ϕ, ϕ ∈ [0, 2π] je jedna�cina spirale na slici:

r = j

-2 2 4 6

-4

-3

-2

-1

1

Njena du�zina luka je:

L =

2π∫
0

√
ρ2 + ρ′2 dϕ =

2π∫
0

√
ϕ2 + 1 dϕ

Na osnovu radenog neodredenog integrala:∫ √
x2 + a2dx =

x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln(x+

√
x2 + a2) + c

je

L =
2π

2

√
(2π)2 + 1 +

1

2
ln

(
2π +

√
(2π)2 + 1

)
−
(

0

2

√
02 + 1 +

1

2
ln
(

0 +
√

02 + 1
))

= π
√

4π2 + 1 +
1

2
ln
(

2π +
√

4π2 + 1
)

9. Du�zina luka parabole y = x2 za x ∈ [−a, a], vidi sliku, je:

y=x2

a-a

L =

a∫
−a

√
1 + (y′)2 dx =

a∫
−a

√
1 + (2x)2 dx = 2

a∫
0

√
1 + (2x)2 dx

Uvode�ci smenu 2x = t

〈x=a⇒t=2a

x=0⇒t=0

⇒ 2dx = dt dobijamo L =
2a∫
0

√
1 + t2 dt. Na osnovu

kori�s�cenog ½tabli�cnog� integrala iz prethodnog zadatka:

L =
2a

2

√
(2a)2 + 1 +

1

2
ln

(
2a+

√
(2a)2 + 1

)
= a
√

4a2 + 1 +
1

2
ln
(

2a+
√

4a2 + 1
)



10. Rotacijom parabole y = x − x2 oko x-ose za x ∈ [0, 1] dobija se telo (vidi sliku) �cija je

zapremina:

0.0

0.5

1.0

-0.2

0.0

0.2

-0.2

0.0

0.2

V = π

1∫
0

y2 dx = π

1∫
0

(
x2 − 2x3 + x4

)
dx = π

(
x3

3
− 2

x4

4
+
x5

5

) ∣∣∣∣∣
1

0

= π

(
1

3
− 1

2
+

1

5

)
=

π

30

11. Telo koje se dobija rotacijom oko x-ose krive y = sinx, x ∈ [0, π] je prikazano na slici 4.
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Slika 4: Telo koje nastaje rotacijom krive y = sinx, x ∈ [0, π] oko x-ose.

Zapreminu dobijamo jednostavno

V = π

π∫
0

y2 dx = π

∫ π

0

sin2 x dx = π

π∫
0

1− cos 2x

2
dx =

π

2

12. Integral je nesvojstven jer je podintegralna funkcija, ozna�cimo je sa f (x), neograni�cena u

okolini ta�caka 1 i 2 koje nisu u oblasti de�nisanosti podintegralne funkcije. Sledi:



I =

1∫
0

f (x) dx+

2∫
1

f (x) dx+

3∫
2

f (x) dx

= lim
ε1→0

1−ε1∫
0

f (x) dx+ lim
ε2→0
ε3→0

2−ε3∫
1+ε2

f (x) dx+ lim
ε4→0

3∫
2+ε4

f (x) dx

= lim
ε1→0

1−ε1∫
0

dx√
(x− 1) (x− 2)

+ lim
ε2→0
ε3→0

2−ε3∫
1+ε2

dx√
− (x− 1) (x− 2)

+

lim
ε4→0

3∫
2+ε4

dx√
(x− 1) (x− 2)

Ako se iskoriste smene Ojlera, ili na neki drugi na�cin, mo�ze se dobiti:∫
dx√

(x− 1)(x− 2)
= ln

∣∣∣3− 2x− 2
√

(x− 1) (x− 2)
∣∣∣+ c∫

dx√
−(x− 1)(x− 2)

= − arcsin (3− 2x) + c

Tada se dobija:

lim
ε1→0

1−ε1∫
0

dx√
(x− 1) (x− 2)

= lim
ε1→0

ln
∣∣∣3− 2x− 2

√
(x− 1) (x− 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1−ε1

0

= lim
ε1→0

[
ln
∣∣∣3− 2(1− ε1)− 2

√
(1− ε1 − 1)(1− ε1 − 2)

∣∣∣−
ln
∣∣∣3− 2

√
2
∣∣∣ ]

= lim
ε1→0

[
ln
∣∣∣1− 2

√
ε1(1 + ε1)

∣∣∣− ln
∣∣∣3− 2

√
2
∣∣∣]=− ln(3− 2

√
2)

lim
ε2→0
ε3→0

2−ε3∫
1+ε2

dx√
− (x− 1) (x− 2)

= lim
ε2→0
ε3→0

[
− arcsin (3− 2x)

]∣∣∣∣∣
2−ε3

1+ε2

= lim
ε2→0
ε3→0

[
− arcsin (3− 2 (2− ε3)) + arcsin (3− 2 (1 + ε2))

]
= − arcsin(−1) + arcsin(1) = π



lim
ε4→0

3∫
2+ε4

dx√
(x− 1) (x− 2)

= lim
ε4→0

ln
∣∣∣3− 2x− 2

√
(x− 1) (x− 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3

2+ε4

= lim
ε4→0

[
ln
∣∣∣3− 2 · 3− 2

√
(3− 1) (3− 2)

∣∣∣−
ln
∣∣∣3− 2(2 + ε4)− 2

√
(2 + ε4 − 1) (2 + ε4 − 2)

∣∣∣]

= lim
ε4→0

[
ln
∣∣∣−3− 2

√
2
∣∣∣− ln

∣∣∣−1− 2ε4 − 2
√
ε4(1 + ε4)

∣∣∣ ]
= ln

(
3 + 2

√
2
)

Kona�cno:

I = − ln(3− 2
√

2) + π + ln(3 + 2
√

2)

= π + ln
3 + 2

√
2

3− 2
√

2

= π + 2 ln(3 + 2
√

2)

= π + 4 ln(1 +
√

2)

13. Neka je I3 = lim
A→+∞

A∫
0

x3e−xdx i re�simo ga parcijalnim integracijama, gde je izabrano:

u = x3 ⇒ du = 3x2dx, v =

∫
e−xdx = −e−x

tada je:

I3 = lim
A→+∞

x3e−x∣∣∣x=0

x=A
+ 3

A∫
0

x2e−xdx


= lim

A→+∞

0− A3e−A + 3

A∫
0

x2e−xdx


= − lim

A→+∞

A3

eA
+ 3 lim

A→+∞

A∫
0

x2e−xdx

Kako je eA br�ze rastu�ca funkcija od bilo kog polinoma, tada je lim
A→+∞

A3

eA
= 0. Kona�cno se

dobija:

I3 = 0 + 3 lim
A→+∞

A∫
0

x2e−xdx = 3 lim
A→+∞

A∫
0

x2e−xdx = 3 · I2

Primenjuju�ci rekurentnu vezu vrednost integrala je:

I3 = 3 · I2 = 3 · 2 · I1 = 3 · 2 · 1 · I0



gde je:

I0 = lim
A→+∞

A∫
0

x0e−xdx = lim
A→+∞

A∫
0

e−xdx = lim
A→+∞

e−x
∣∣∣x=0

x=A
= 1− lim

A→+∞

1

eA
= 1

Sledi da je:

I3 =

+∞∫
0

x3e−xdx = 6

14. Kako je Df = R× (−∞, 0) ∪ (0,+∞) jednostavno nadimo potrebne izvode:

∂z

∂x
=

1

1 +

(
x

y

)2 ·
1

y
=

y

y2 + x2
,

∂z

∂y
=

1

1 +

(
x

y

)2 ·
−x
y2

=
−x

y2 + x2

Drugi parcijalni izvodi su:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
= y · −1

(y2 + x2)2
· 2x =

−2xy

(y2 + x2)2

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
= −x · −1

(y2 + x2)2
· 2y =

2xy

(y2 + x2)2

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=
−1 · (y2 + x2) + x · 2x

(y2 + x2)2
=

x2 − y2

(y2 + x2)2

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

1 · (y2 + x2)− y · 2y
(y2 + x2)2

=
x2 − y2

(y2 + x2)2

15. Da bi formirali matricu potrebni su slede�ci prvi parcijalni izvodi:

∂u

∂x
= 2 · (x+ y + z) · 1 + 2 · (x− y + z) · 1 + 2 · (x+ y − z) · 1 = 2 (3x+ y + z)

∂u

∂y
= 2 · (x+ y + z) · 1 + 2 · (x− y + z) · (−1) + 2 · (x+ y − z) · 1 = 2 (x+ 3y − z)

∂u

∂z
= 2 · (x+ y + z) · 1 + 2 · (x− y + z) · 1 + 2 · (x+ y − z) · (−1) = 2 (x− y + 3z)



i slede�ci drugi parcijalni izvodi:

∂2u

∂x2
= 6

∂2u

∂x∂y
= 2

∂2u

∂x∂z
= 2

∂2u

∂y2
= 6

∂2u

∂y∂z
= −2

∂2u

∂y2
= 6

Tra�zena matrica je:

H =

6 2 2

2 6 −2

2 −2 6

 = 2

3 1 1

1 3 −1

1 −1 3


Na uobi�cajen na�cin nadimo rang matrice H:3 1 1

1 3 −1

1 −1 3

 ←−+1

+

←−−−−

−3

+

∼

 3 1 1

4 4 0

−8 −4 0


←−

+1

+

∼

 3 1 1

4 4 0

−4 0 0


Odakle je ρ (H) = 3.

16. Nadimo:

∂r

∂x
=

∂

∂x

(√
x2 + y2 + z2

)
=

1

2
√
x2 + y2 + z2

· 2x =
x

r

sli�cno se nalaze i ostali parcijalni izvodi:

∂r

∂y
=

∂

∂y

(√
x2 + y2 + z2

)
=

1

2
√
x2 + y2 + z2

· 2y =
y

r

∂r

∂z
=

∂

∂z

(√
x2 + y2 + z2

)
=

1

2
√
x2 + y2 + z2

· 2z =
z

r

Iskoristimo poznate formule:

∂F

∂x
=

∂f

∂r
· ∂r
∂x

=
∂

∂r
(rα) · x

r
= αrα−1 · x

r
= αxrα−2

∂F

∂y
=

∂f

∂r
· ∂r
∂y

=
∂

∂r
(rα) · y

r
= αrα−1 · y

r
= αyrα−2

∂F

∂z
=

∂f

∂r
· ∂r
∂z

=
∂

∂r
(rα) · z

r
= αrα−1 · z

r
= αzrα−2

Analiziraju�ci prethodne izvode, mo�ze se uo�citi da se parcijalni izvodi po y i z mogu odmah

napisati koriste�ci se parcijalnim izvodom po x. Funkcija je takvog oblika - simetri�cna po



svim promenljivama. Iskoristimo ovu �cinjenicu za naredna ra�cunanja.

∂2F

∂x2
=

∂

∂x

(
∂F

∂x

)
=

∂

∂x

(
αxrα−1

)
= α

∂

∂x

(
xrα−1

)
= α

[
∂

∂x
(x) · rα−2 + x · ∂

∂x

(
rα−2

)]
= α

[
1 · rα−2 + x · ∂

∂r

(
rα−2

)
· ∂r
∂x

]
= α

[
rα−2 + x · (α− 2) rα−3 · x

r

]
= α

[
rα−2 + (α− 2) · x2 · rα−4

]
Napi�simo i ostale parcijalne izvode koriste�ci dobijeni parcijalni izvod:

∂2F

∂y2
= α

[
rα−2 + (α− 2) · y2 · rα−4

]
∂2F

∂z2
= α

[
rα−2 + (α− 2) · z2 · rα−4

]
Sledi da je tra�zeni zbir:

∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2
+
∂2F

∂z2
= α

[
rα−2 + (α− 2) · x2 · rα−4

]
+

α
[
rα−2 + (α− 2) · y2 · rα−4

]
+

α
[
rα−2 + (α− 2) · z2 · rα−4

]
= α

{
3 · rα−2 + (α− 2) · rα−4 ·

[
x2 + y2 + z2

]}
= α

[
3 · rα−2 + (α− 2) · rα−4 · r2

]
= α

[
3 · rα−2 + (α− 2) · rα−2

]
= α · rα−2 (3 + α− 2)

= (α + 1) · α · rα−2



17. Ozna�cimo sa u = u (x, y) = ax + by, v = v (x, y) =
√
x2 + y2 tada je F (u, v) = f (x, y).

Izra�cunajmo:

∂u

∂x
= a

∂u

∂y
= b

∂v

∂x
=

1

2
√
x2 + y2

· 2x =
x√

x2 + y2
=
x

v

∂v

∂y
=

1

2
√
x2 + y2

· 2y =
y√

x2 + y2
=
y

v

Ako iskoristimo prethodno dobijene parcijalne izvode dobijamo:

∂f

∂x
=

∂F

∂u
· ∂u
∂x

+
∂F

∂v
· ∂v
∂x

=
∂F

∂u
· a+

∂F

∂v
· x
v

∂f

∂y
=

∂F

∂u
· ∂u
∂y

+
∂F

∂v
· ∂v
∂y

=
∂F

∂u
· b+

∂F

∂v
· y
v

Izra�cunajmo:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂F

∂u
· a+

∂F

∂v
· x
v

)
= a · ∂

∂x

(
∂F

∂u

)
+

∂

∂x

(
∂F

∂v

)
· x
v

+
∂F

∂v
· ∂
∂x

(x
v

)
= a ·

[
∂

∂u

(
∂F

∂u

)
∂u

∂x
+

∂

∂v

(
∂F

∂u

)
· ∂v
∂x

]
+

[
∂

∂u

(
∂F

∂v

)
∂u

∂x
+

∂

∂v

(
∂F

∂v

)
· ∂v
∂x

]
· x
v

+
∂F

∂v
·
[
∂

∂u

(x
v

) ∂u
∂x

+
∂

∂v

(x
v

)
· ∂v
∂x

]
= a ·

(
∂2F

∂u2
· a+

∂2F

∂v∂u
· x
v

)
+

(
∂2F

∂u∂v
· a+

∂2F

∂v2
· x
v

)
· x
v

+
∂F

∂v
·
(

0 +
−x
v2
· x
v

)

Kona�cno se dobija:

∂2f

∂x2
= a2 · ∂

2F

∂u2
+ 2a · x

v
· ∂

2F

∂u∂v
+
x2

v2
· ∂

2F

∂v2
− x2

v3
· ∂F
∂v

Sli�cno se mo�ze pokazati da je:

∂2f

∂y2
= b2 · ∂

2F

∂u2
+ 2b · y

v
· ∂

2F

∂u∂v
+
y2

v2
· ∂

2F

∂v2
− y2

v3
· ∂F
∂v



∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= a2 · ∂

2F

∂u2
+ 2a · x

v
· ∂

2F

∂u∂v
+
x2

v2
· ∂

2F

∂v2
− x2

v3
· ∂F
∂v

+

b2 · ∂
2F

∂u2
+ 2b · y

v
· ∂

2F

∂u∂v
+
y2

v2
· ∂

2F

∂v2
− y2

v3
· ∂F
∂v

=
(
a2 + b2

)
· ∂

2F

∂u2
+

2

v
· (ax+ by) · ∂

2F

∂u∂v
+

1

v2
·
(
x2 + y2

)
· ∂

2F

∂v2
− 1

v3
·
(
x2 + y2

)
· ∂F
∂v

=
(
a2 + b2

)
· ∂

2F

∂u2
+ 2

u

v
· ∂

2F

∂u∂v
+
∂2F

∂v2
− 1

v
· ∂F
∂v

18. Pogodno je napisati da je:

z = ϕ (u) + ψ (v) = f (u, v)

u = x+ ay = u (x, y)

v = x− ay = v (x, y)

gde je a ∈ R. Iz postavke zadatka jednostavno se dobijaju slede�ci potrebni izvodi:

∂u

∂x
= 1,

∂v

∂x
= 1

sli�cno:
∂u

∂y
= a,

∂v

∂y
= −a

a drugi parcijalni izvodi su jednaki nula.

∂2u

∂x2
= 0,

∂2v

∂x2
= 0,

∂2u

∂y2
= 0,

∂2v

∂y2
= 0

Po postavci je ϕ = ϕ (u) è ψ = ψ (v), sledi:

∂ϕ

∂v
= 0,

∂ψ

∂u
= 0 (1)

a)

∂z

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

=
∂

∂u

(
ϕ (u) + ψ (v)

)
· 1 +

∂

∂v

(
ϕ (u) + ψ (v)

)
· 1

=
∂

∂u

(
ϕ (u)

)
+

∂

∂u

(
ψ (v)

)
+

∂

∂v

(
ϕ (u)

)
+

∂

∂v

(
ψ (v)

)
=

∂ϕ

∂u
+ 0 + 0 +

∂ψ

∂v

=
∂ϕ

∂u
+
∂ψ

∂v



b) Sli�cno kao pod a):

∂z

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

=
∂

∂u

(
ϕ (u) + ψ (v)

)
· a+

∂

∂v

(
ϕ (u) + ψ (v)

)
· (−a)

= a ·
[
∂

∂u

(
ϕ (u)

)
+

∂

∂u

(
ψ (v)

)
− ∂

∂v

(
ϕ (u)

)
− ∂

∂v

(
ψ (v)

)]
= a ·

(
∂ϕ

∂u
+ 0 + 0 +

∂ψ

∂v

)
= a ·

(
∂ϕ

∂u
+
∂ψ

∂v

)
c)

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂ϕ

∂u
+
∂ψ

∂v

)
=

∂

∂u

(
∂ϕ

∂u
+
∂ψ

∂v

)
· ∂u
∂x

+
∂

∂v

(
∂ϕ

∂u
+
∂ψ

∂v

)
· ∂v
∂x

=

[
∂2ϕ

∂u2
+

∂2ψ

∂u∂v

]
· 1 +

[
∂2ϕ

∂v∂u
+
∂2ψ

∂v2

]
· 1

Kako iz (1) sledi da je:
∂2ϕ

∂v∂u
= 0,

∂2ψ

∂u∂v
= 0

kona�cno se dobija:

∂2z

∂x2
=

[
∂2ϕ

∂u2
+ 0

]
· 1 +

[
0 +

∂2ψ

∂v2

]
· 1 =

∂2ϕ

∂u2
+
∂2ψ

∂v2

19. Neka je r = x+ y tada je:
∂r

∂x
= 1,

∂r

∂y
= 1 (2)

dok data funkcija ima oblik:

u = f (r) + y · g (r)

Nadimo:

∂u

∂x
=

∂

∂x
(f (r)) + y · ∂

∂x
(g (r)) =

∂f

∂r
· ∂r
∂x

+ y · ∂g
∂r
· ∂r
∂x

=
∂f

∂r
· 1 + y · ∂g

∂r
· 1 =

∂f

∂r
+ y · ∂g

∂r



sli�cno se nalazi i izvod po y:

∂u

∂y
=

∂

∂y
(f (r)) + g (r) + y · ∂

∂y
(g (r))

=
∂f

∂r
· ∂r
∂y

+ g (r) + y · ∂g
∂r
· ∂r
∂y

=
∂f

∂r
· 1 + g (r) + y · ∂g

∂r
· 1

=
∂f

∂r
+ g (r) + y · ∂g

∂r

Da bi izra�cunali potrebnu vrednost nadimo druge izvode:

∂2u

∂2x
=

∂

∂x

(
∂f

∂r
+ y · ∂g

∂r

)
=
∂2f

∂2r
· ∂r
∂x

+ y · ∂
2g

∂2r
· ∂r
∂x

=
∂2f

∂2r
· 1 + y · ∂

2g

∂2r
· 1 =

∂2f

∂2r
+ y · ∂

2g

∂2r

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂r
+ g (r) + y · ∂g

∂r

)
=

∂2f

∂2r
· ∂r
∂x

+
∂g

∂r
· ∂r
∂x

+ y · ∂
2g

∂2r
· ∂r
∂x

=
∂2f

∂2r
+
∂g

∂r
+ y · ∂

2g

∂2r

∂2u

∂2y
=

∂

∂y

(
∂f

∂r
+ g (r) + y · ∂g

∂r

)
=
∂2f

∂2r
·∂r
∂y

+·∂g
∂r
·∂r
∂y

+
∂g

∂y
+y·∂

2g

∂2r
·∂r
∂y

=
∂2f

∂2r
+2·∂g

∂r
+y·∂

2g

∂2r

∂2u

∂2x
− 2 · ∂

2u

∂x∂y
+
∂2u

∂2y
=

∂2f

∂2r
+ y · ∂

2g

∂2r

− 2 · ∂
2f

∂2r
− 2 · ∂g

∂r
− 2y · ∂

2g

∂2r

+
∂2f

∂2r
+ 2 · ∂g

∂r
+ y · ∂

2g

∂2r

= 2 · ∂
2f

∂2r
+ 2y · ∂

2g

∂2r
− 2 · ∂

2f

∂2r
− 2 · ∂g

∂r
− 2y · ∂

2g

∂2r
+ 2 · ∂g

∂r
= 0

20.

∇f =

[
2

3
x−

1
3

2

3
y−

1
3

2

3
z−

1
3

]
Ta�cka M0 (x0, y0, z0) pripada datoj povr�si:

x
2
3
0 + y

2
3
0 + z

2
3
0 = 4 (3)

i vrednost gradijenta je:

∇ (M0) =

[
2

3
x
− 1

3
0

2

3
y
− 1

3
0

2

3
z
− 1

3
0

]



Formirajmo op�sti oblik tangente ravni:

Π :
2

3
x
− 1

3
0 (X − x0) +

2

3
y
− 1

3
0 (Y − y0) +

2

3
z
− 1

3
0 (Z − z0) = 0 (4)

Transformi�simo prethodnu jedna�cinu ravni u njen segmentni oblik:

X

a
+
Y

b
+
Z

c
= 1

Na slici se vide potrebni odse�cci.

x

z

y

b a

a

Π ⇒ x
− 1

3
0 (X − x0) + y

− 1
3

0 (Y − y0) + z
− 1

3
0 (Z − z0) = 0

⇒ x
− 1

3
0 X + y

− 1
3

0 Y + z
− 1

3
0 Z = x

2
3
0 + y

2
3
0 + z

2
3
0

⇒ x
− 1

3
0 X + y

− 1
3

0 Y + z
− 1

3
0 Z = 4

jer va�zi (3) odakle je:

Π ⇒ X

4x
1
3
0

+
Y

4y
1
3
0

+
Z

4z
1
3
0

= 1

Odse�cke smo dobili, saberimo njihove kvadrate:(
4x

1
3
0

)2
+
(

4y
1
3
0

)2
+
(

4y
1
3
0

)2
= 16 ·

(
x

2
3
0 + y

2
3
0 + z

1
3
0

)
= 16 · 4 = 43
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