Masinski fakultet u Beogradu Vladimir Becejac: Vezbe iz Elektrotehnike

Ovaj dokument sadrzi zadatke iz predmeta Elektrotehnika na Masinskom fakultetu u Beogradu.
Zadaci su koncipirani tako da prate tematske celine sa predavanja i omoguc¢avaju vezbanje
kljuénih pojmova i metoda. Zadaci su numerisani i rasporedeni prema oblastima koje se
obraduju na predavanjima. Preporucuje se da pokusate samostalno da reSite svaki zadatak,

a zatim uporedite svoj postupak sa ponudenim reSenjima. Posebnu paznju obratite na analizu
vektorskih veli¢ina, jedinica i fizickih pretpostavki. U nekim zadacima data su i potpitanja koja
podsticu razumevanje i diskusiju. Kroz zadatke ¢ete uociti sledeée oznake:

o Za vazne komentare i mesta gde studenti ¢esto greSe.

Za dodatna pitanja vezano za zadatak.

Za one koji zele da rade vise - ne dolazi na ispitu!.

Za ideju, komentar na izvodenje.

© 0 O

Za preporuku uz zadatak.

Konsultacije: Za dodatna pojasnjenja i pitanja u vezi sa predmetom mozete me kontaktirati
putem:

e Email: vbecejac@mas.bg.ac.rs
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1 Stalne struje

1. U kolu stalne struje prikazanom na slici poznato je F; =30V, E, =25V, Ry =10 Q,

Ry =20 Q1 Rz =70 €. IzraCunati:
(a)
(b)
(c)

)

(d) Snage svih elemenata.

Jac¢inu struje u kolu.
Napone svih elemenata.

Napon izmedu tacaka Ai B, Uap.

E
I R, Ey

M =y
+UVWU

BA—A A

RZ R3

RESENJE: a) Primenom Omovog zakona za prosto kolo, a prema usvojenom

referentnom smeru struje dobijamo

E, — E, 30 — 25 1
Rit+ Ryt Rs 10420470 20 m

U, + U|+ U5+

E, E,
N é O\

H_/ N

I
B
RN
U U, t

b) Prema usvojenim (proizvoljno) referentnim smerovima napona dobijamo
Uy=RI1=10 L 0,5V
1 — £uL — 20 )
1
= I = 2 ¢ —_— = 1
Uy = Ry 0 50 \%

1
= — [ P —_— = —
Us Rs 70 - 50— 3,5V

U=-FE =-30V
Us=FE,=25V.

c¢) TraZeni napon je
Usp=RiI —E,=0,5-30=-29,5V

ili

Uap=—Es — R3]l — Rol = —-25—-3,5—-1=-29,5 V.

2

(proizvoljno)
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d) Prema usvojenom referentnom smeru struje je

1
Ey 1 30 20 75

1
Pp, = ~El = =25 55 = ~1,25 W,

U2
Snage otpornika mozemo dobiti primenom formula Pr = EH ili Pp = RI?. Dakle,

1
Pg, =R I*=10- — =25 mW,

400
1
P32=R212:20-m=50mw,
Uz 12,25
Pr, = —> = =2 = 175 mW.
"Ry 70 H

Primetiti da je zbir snaga generatora ) Pyen = 1,5 — 1,25 = 0,25 W = 250 mW,
o a da je zbir snaga na otpornicima »  Pr = 25+ 50+ 175 = 250 mW. Prema tome,
potvrdili smo da vazi zakon odrzanja snage.

2. Za kolo stalne struje sa slike poznato je 1 =12V, B, =6V, R =2 Q, Ry =5
i Ry = 3 . Napisati jednacine po Kirhofovim zakonima i izra¢unati snagu idealnih
naponskih generatora.

R, R,

+

JORES
O\t
N

E,

RESENJE: Broj jednac¢ina po I Kirhofovom zakonu (KZ) je ng — 1, gde je ng¢ broj ¢vorova u
kolu. Broj jednacina po II Kirhofovom zakonu je n, —n:+1, gde je n, broj grana u kolu (grana
je od ¢vora do ¢vora u teoriji grafova). Primetimo da je broj ¢vorova u kolu jednak n; = 2, da je
broj grana u kolu n, = 3. Dakle, po I KZ ima jedna jednacina, a po II KZ imaju dve jednacine.
Oznac¢imo na proizvoljan nacin struje i konture u kolu, kao na slici. Sistem jednacina je

¢vor 1: —]1—]2+13:O
K1 . El—Rlll—R;;]g:O
K2 : R3.[3 + R2I2 - EQ =0.
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Zamenom vrednosti dobija se
—[1 - [2 —|— [3 - O

—2[1 - 3[3 == —12
313+ 51, = 6.
. . . . .. . 78 .
Resavanjem sistema jednacina se dobija I, = 31 ~252A =——=~—-0,19A113 = 31 ~ 2,32

31
A.

Prema odabranim referentim smerovima struje, snage idealnih naponskih generatora su

PEl — E1]1 = 30,24 W
PE2 = EQIQ == —17 14 W

Primetiti da se idealni naponski generator E; ponasa kao generator, a da se idealni
naponski generator Ey ponasa kao prijemnik.

3. Za kolo sa stalne struje sa slike je £y = 60 V, Ey = —20 V, I,3 = 10 mA, I, = 30
mA, Ry =60 Q, R, =100 Q, Ry = 1,5 k21 R; = 1 k). Napisati sistem jednacina po

Kirhofovim zakonima i izrac¢unati snagu otpornika Rj.

R>
AN\

/EI\+ Ry 2 p
oW @’3
E,

Ig() R4 R

5
otk

RESENJE: U kolu sa slike postoje 4 ¢vora i 6 grana. Broj jednacina po I KZ je 3, a po 11
KZ je 3. Za orijentacije sa slike piSemo jednacine

¢vor 1: ]1—12—196 =0

¢vor2: — I — Iy +1,;3=0
¢vor 3: Iy — Ig3 + I5 = 0.
Ky: —Rolb+ FEy — Ry — Ey+ Ryly + Rs1; =0
Ky : Ig= g6
Ks: I3 = Ig.
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Zamenom brojnih vrednosti i reSavanjem sistema jednacina dobija se I; = 50 mA, I, = 20
mA, I3 = I;3 =10 mA, I, = =40 mA, [ = =10 mA i Is = I, = 30 mA. Snaga otpornika R4
je

Pry = RyI? = 1500 - (—40)* - 1079 = 2,4 W.

4. Za otpornicku mrezu prikazanu na slici, izra¢unati ekvivalentnu otpornost izmedu
taéakaAiBukolikojeRlzlﬁ, R2:9OQ, R3:4Q, R4:22Q, R5:R6:4QI
R; =8 Q.

R1 R3
A 0o MN—1—M\——1

B o ® .

RESENJE: Ekvivalentna otpornost izmedu tacaka A i B je kombinacija rednih i paralelnih
veza i data je izrazom

Reky = [(R5 || Re + Ra) || R7 + R || B2 + R
(4] 4+22) | 8+4] ]| 90+1

[/ 4.4
= — + 22 8+4 90+ 1

(4+4+ )u +]|r ;
:[(2+22) H8—|—4} H90—|—1

[ 24 -8
— 4 1

iis } 190 +

10-90

=(6+4 9+1=

( + )” + 10 +90
=94+1=10 9.



Masinski fakultet u Beogradu Vladimir Becejac: Vezbe iz Elektrotehnike

Prilikom formiranja izraza za ekvivalentnu otpornost operator || ima prednost nad
operatorom —-.

9. Za otpornicku mrezu sa slike poznato je Ry = 15 Q, Ry =5 Q, R3 =30 Q, R, = 15 Q,
R; =10 Qi Rg = 5 . Izrac¢unati ekvivalentnu otpornost izmedu tacaka a) Ai B, b) B
iCic)AiC.

RESENJE: a) Ekvivalentna otpornost je

Rap=((Rs+ Rs) | Rs+ Rs+ Ry) || Ry
— (15|30 + 15+ 5) || 15

30 - 15
=30 15=——=10 Q.
| 45

b)
RBC - <R5 + RG) H R3 || (Rl + RQ + R4)
=151]/30(35=10 35
_ 1035 _10-7 _70
459 9 7
c)

Rac = ((Rs+ Rg) || Rs+ R1) || (Re + Ry)
= (15| 30+ 15) || 20
25-20 100
=25)200=——=— Q.
5 45 9

6. Za otpornitku mrezu sa slike poznato je: Ry =3 Q, Ry =6 Q, R3 =12 Q, Ry = Rs =
4 Q. Rg =4, R; = Rg =2 (. Izracunati ekvivalentnu otpornost izmedu tacaka A i B,
Rap.
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Bo

RESENJE: Ekvivalentna optornost moze se dobiti postepenim transfiguracijama radnih i
paralelnih veza. Na taj nacin dobijamo

Ragp= | Ry | Rs| Re+Ru||Rs | | | Rr+Rs | + R
—1tel =1te2 —1te3

=(6|12)4+414)]4+3
=44+2)]4+3
=(2+2)]4+3
=243=5.

Bo |

7. U prikazanom kolu stalne struje poznato je £ = 66 V, R, = 20 Q, Ry, = 40 Q,
R3; =10 Q, Ry = Rs; = Rg = 15 (2. Izracunati snagu idealnog naponskog generatora i
snagu na otporniku Rjy.

R,

NV

40, ;
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RESENJE: Primetimo da su otpornici R, i R3 vezani paralelno pa je

Ry R 40 - 10
= = =8 .
Ry + R 20

23

Takode su i otpornici Ry, R5 i Rg vezani paralelno pa je

11 1 1 3
ey~ R =50
Ree R R R 15 456

Na dobijeno prosto kolo primenjujemo Omov zakon i struja je

E 66

Ry 4 Ros + Ruse 204+8+5
NN—>
R23
+
20
A
Rise
B

Snaga idealnog naponskog generatora je
Pp=FEI=66-2=132 W.
Kako je napon na otporniku Rys¢ jednak naponu na otpornicima R4, R5 i Rg dobijamo
Usp =Rys6l =5-2=10V
pa je snaga
Uiz 100

Pry= 4B — =2 667 W.
R4 R4 15 )

8. U kolu sa slike sve pobude su jednosmerne. Poznato je E; = 20 V, Ry = 10 Q,
Ry =250, R3 =120, Ry =50, Ry =8 Q1 Rg = 15 Q). Izracunati ems F, tako da
snaga idealnog naponskog generatora £; bude Pr, = 20 W.

Ry
NV

R;
AAAY

+
E, <> R, Rs § R
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RESENJE: Primetiti da je redna veza otpornika R, i Rg u paraleli sa rednom vezom ot-
pornika R3 i R5. Tada je R, = (R4 + Rs) || (R + R5) =20 || 20 = 10 Q. Iz snage na ems E,
moze se izraCunati struja [; = PE—Ell = 1 A. Dobijamo kolo kao na slici. Primenom II Kirhofovog
zakona, ima se

R.
N
D »
N
E*

E2+<R6+R1)[1—E1:O:>E2:—(R3+R1)11+E1:—30'1+20:—10v.

9. (Zadatak za samostalni rad) Za kolo prikazano na slici poznato je R = 0,5 kQ i
E =63 V. Izracunati ekvivalentnu otpornost koju vidi idealni naponski generator i struju
kroz otpornik 42R.

O

REZULTAT: Rew = 2R =1 k€, Ij5r = 3 mA.

10. (Zadatak za samostalni rad) U kolu prikazanom na slici poznato je R = 5 Q. Ukoliko
je struja I = 1 A izracunati vrednost ems idealnog naponskog generatora.

R
AM———,
+

E<> 2R> R R

REzZULTAT: £ =17,5 V.

11. Za kolo stalne struje prikazanom na slici poznato je Fy =4V, By, =2V, E3 = 2
V,I,=4A R =2Q, R, =2Q, Rs=4Q, Ry =2Q, Ry =1 Q. a) Nacrtati graf kola
i jasno naznaciti stablo. b) Oznaditi osnovne konture za odabrano stablo. c) Napisati
sistem jednadina po metodi konturnih struja i resiti ga. d) Na osnovu toga, izra¢unati
snagu otpornika Rs.
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R, £
AW O*
R, R,

N A
N NI

+
E, E;

RESENJE: Graf je matematicka struktura definisana kao uredeni par G = (V, E), gde
je V' skup ¢vorova (vertices) i grana (edges) koji povezuje ¢vorove. Elektricno kolo moze se
predstaviti grafom gde ¢vor (node) predstavlja elektri¢ni spoj vise elemenata (tacka istog po-
tencijala) i grana (branch) tj. element kola izmedu dva ¢vora. Graf kola je skup svih ¢vorova i
grana koji opisuju topologiju elektri¢cne mreze.

Stablo grafa je podgraf koji sadrzi sve ¢vorove originalnog grafa, ali ne sadrzi nijednu konturu
(zatvorenu petlju). U stablu grafa nikada ne sme da se nade grana sa idealnim strujnim gener-
atorom. Spojnica je svaka grana grafa koja ne pripada stablu. Osnovna kontura je zatvorena
putanja koja nastaje kada se jedna (i samo jedna) spojnica doda stablu grafa. Svaka spojnica
definiSe jednu osnovnu konturu, pa broj spojnica predstavlja broj osnovnih kontura tj. broj
jednacina koje se pisu po metodi konturnih struja. Za konturu koja prolazi kroz idealni strujni
generator ve¢ znamo struju pa se jednacina ne pise.

Jy: (R1+R5+R4)J1+(R4+R5)J2—R4]g:—Eg—EQ—I—El
JQZ (R4+R5)J1+<R2+R3+R5+R4)JQ—(R2+R4)]g:—E3—E2

10
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Zamenom brojnih vrednosti dobija se sistem jednacina

5J1 +3J3 =8
3J1 +9Jy =12

Postavljeni sistem jednacina se moze resiti Gausovim metodom eliminacije ili pomoc¢u determi-
nanti, kada se primenjuju Kramerove formule:

5 3
D= 3 9 45 -9 =36
Dy = 182 3‘272—36:36
D, = g 182 ‘:60—24:36,

paje Jy = 24 =1 AiJy, = 22 =1 A. Struja kroz otpornik Rg je I3 = J, = 1 A. Snaga

otpornika je Pr, = Rl =4-1> =4 W.

12. Za prikazano kolo stalne struje poznatoje £ =21V, R =1 Q, Ry =2 Q, R3 =1 Q,

Ry =1 Qi Rs =2 (. Izracunati a) sve struje u kolu, b) ukupnu snagu Dzulovih gubitaka
u kolu.

R,

E(? Ry gm

RESENJE: Primenom metode konturnih struja, za konture prikazane na slici dobija se

Jl : (R2+R4) J1+R4J2—R2J3 =F
J2 . R4J1 + (Rg + R4 + R5) JQ + R3J3 =0
Jg . —R2J1+R3J2+(R1+R2+R3) Jg =0.

Zamenom brojnih vrednosti dobija se sistem jednacina

3+ Jy—2J3 =21
Ji+4)+ J3=0
—2Ji+Jo+4J3=0

11
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Cije je reSenje J; =15 A, Jb=—6A1iJ3=9 A.
a) Struje u kolu su sada, prema usvojenim referentnim smerovima

]1:—J3:—9A, [2:J1—J3:6A
13:J2+J3:3A, [4:—J1—J2:—9A
I5Z—J2:6A, ]:—J1:—15A

b) Ukupna snaga Dzulovih gubitaka se moze dobiti kao zbir snage na svim otpornicima,
medutim, to bi iziskivalo dosta vremena. Primetimo da u kolu postoji samo jedan generator
pa je, prema zakonu odrzanja snage, ukupna snaga Dzulovih gubitaka

P = —EI = —21-(—15) = 315 W.

13. Za kolo sa slike poznato je Ry = Ry = R3 = Ry = 4 kQ,R; = Rg = 2 kQ,I,; = 80
mA i [y =40 mA. Izracunati snagu na otporniku R, i napon Ugg.

Rg

RESENJE: U ovom kolu postoje idealni strujni generatori, pa se konture moraju odabrati
na takav nacin da je svaki strujni generator obuhvaé¢en samo jednom konturom. Za konture
odabrane kao na slici, piSemo jednacine:

Ji = gl

Jy = g2
—RyJy — R3Jo+ (Ry+ R3 + R5) J3 =0
—RyJi — RyJs + (R + Ry + Rg) Jy = 0.

Rg

12
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Zamenom brojnih vrednosti dobija se
J1 = 80 mA, Jo =40 mA
—4-80—-4-40+10-J3=0= J3 =48 mA
—4-80—-4-40+10J, =0 = J;, = 48 mA.
Prema odabranom referentnom smeru za struju I, se dobija
[4:J2—J4:40—482—8 mA.

Trazena snaga je
Pry = RyI? =4 - 64 = 256 mW.

Napon Uyp je

Uap = Ry (Jy — Ju) + Ry (Jo — Ju)
— 4. (80 — 48) + 4 (40 — 48)
—4-3244-(-8)

— 96 V.

14. U kolu stalne struje, poznato je E; =10 V, E5 =20V, E3 = =20 V, I, = 40 mA,
Ry =200 Q, R, =50 Q, R3 =50 Q, Ry =100 2, R5 = 100 2. Izrac¢unati struju Is.

E
R
. AN
N
R2 ]2 R3
R4§ 1 g § RS
AN
N/ N
E, E;

REZULTAT: [, = 55 mA.

15. U prikazanom kolu jednosmerne struje, ems izvorasu £, = 3V, Ey, = 9V, otpornosti
otpornika su Ry = 50 Q, Ry = 100 €, Ry = 600 ©, R, = 400 Q, Rs = 150 Qi Rg = 200
(2. Izracunati snagu Dzulovih gubitaka na otporniku Rs.

RS R6
W\ AN
R| R2
R; § Ry
+ +
E] EZ

13
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RESENJE: Zadatak ¢emo reSiti primenom metode potencijala ¢vorova. U kolu ima dva
¢vora, pa imamo jednu jednac¢inu po ovom metodu.

1 11 1 E E
Vl( ) 1 >

——— +—+—+ = + =
Ri+Rs Ry Ry Re+Ri) Ri+Rs R

p( L L, L 1N 39
"\200 " 600 ' 100 © 600/ 200 ' 100
11 21 63

‘¢ — T — = — f— 2 .
Vingoo “200 — 1T qp VTR

Struja koja je uspostavljena u grani sa Ry i Fs je

RS 1 RG
R] RZ
L ;R“
+
E| ' EZ
0

 Vo—-Vi+E, 9-5,7273
N Ry n 100

I — 0,033 A = 33 mA

pa je
Pr, = RoI3 = 0,11 W.

16. Za kolo stalne struje sa slike poznate su otpornosti otpornika R, =1 €, Ry =2 Q,
ems generatora Fy =2 V, Fy, = F3 =4 V. Izracunati napon Up,.

Rl a R[
ANN——\VN
R,
+
R,
E1<> + p>
E;
R, 1
W}S

RESENJE: U kolu postoje samo dva ¢vora, a i b pa je zgodno primeniti metod potencijala
¢vorova. Usvajanjem da je ¢vor b referentni mozemo pisati

V( S S )_ B B
‘\Ri+R, Ry, R +R//) R+R Ry, R +R

1 1 1 2 4 4 3 10 10
Volz+-+2)=24-42 | /A — V, = — V.
(2+2+2) sttty Ve =5 = ;

Ovo je ujedno i napon Upy,.

14
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17. U kolu na slici poznato je I;; =12 A, [, =6 A, E, =30V, E3 =20V, E, =40V,
Ry =109, Ry =40, Ry = 20 Q, R; = 30 Q. a) Izracunati sve struje u kolu. b)
IzraCunati snagu strujnog generatora I.

R;

MW

BEE ORI

o
=3

R,
— W\

RESENJE: a) Prema metodi konturnih struja pisemo jednacine
J1291:12A7 J2292:6A
RsJi+ (Ry+ Rs) Js = Ey — By <= 30-12+50- Js = 10 = J3 = —7 A.

Prema oznacenim referentnim smerovima struje u kolu su:

IL =Ji =12 A, [2:Ig2:6A, Isy=—J,—Jo,=—-18 A

]4:J3:—7A, I5:—J1—J3:—5A, 16:J2+J1+J3:11A
b) Napon idealnog strujnog generatora I ; je
Ugl = —E3 - Rg[g -+ E2 - R5[5 -+ R1[1
=—-20—40-(—-18)+30—30-(—5) + 10- 12
= 1000 V.
Snaga je
Prg1 = Ugply = 1000 - 12 = 12000 W = 12 kW.

Zadatak ¢emo reSiti i na drugi nacin, primenom metode potencijala ¢vorova. Primetiti da
je idealni naponski generator sam u grani. Stoga, jedan od tih ¢vorova mora biti referentni.
Proizvoljno biramo koji ¢e biti od ta dva. Potencijal ¢vora 1 u ovom slucaju je odmah odreden
i nije potrebno pisati jednac¢inu po metodu potencijala ¢vorova. Dakle,

15
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1 Ry,

I

Ry

=(D

—ANN——
3
Vi=FE,=30V.
. 1 1 Es
¢vor 2: _E%+R—3%:—E+Igg+[gl
1 1 1 Ey
évor3: — —V; —+ — | Vs=—1; — —.
cvor i 1+ (R4 + Rs) 3 g1 i

Primetiti da otpornik R; nigde ne ucestvuje u jednac¢inama po metodu potencijala
¢vorova jer je vezan na red sa idealnim strujnim generatorom.

A

Zamenom brojnih vrednosti se dobija:

30 V% 20
722 12 —
40+4O 40+6+ = Vo =730V

30 (1 1 40
S S B A — 150 V.
20+(20+30)V}’ o0 V=IOV

Struje u kolu su
[1:[!]1:12A, 12:g2:6A,

W= Vo—FE3 30—-730—-20

I — — _18 A,
3 Rs 40
Va—Vi+Ey  —150 — 30 + 40
I, = — — _TA
4 R, 20
0
I VW 0 oy
T Ry 30

Napon na strujnom generatoru je
Uy =Uy — Rl <= Vo = Vs =Uy — R11;

pa je
Ug = 730 + 150 + 10 - 12 = 1000 V,
a odavde je snaga
PIgl - Ugljgl = 12 kW

16
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18. U kolu stalne struje sa slike poznato je: £ = 18 V, Ry = 400 Q, R3 = 100 Q i
R4 = 500 €. Ukoliko je pokazivanje idealnog voltmetra Uy = 5 V, izracunati vrednost
otpornosti Rs.

RESENJE: Otpornost idealnog voltmetra je beskonac¢no velika, R, — oo pa ga mozZemo
zameniti otvorenom vezom. Tada je struja kroz otpornik Ry

Uy 5
= — =— =10 mA.

Ry 500
Ovo je ujedno i struja kroz otpornik R3. Napon izmedu tacaka 11 0 je

U= (R3+ Ry) 14 =600-10-10"% =6V,

Iy

+ Uy

Primenom metode potencijala ¢vorova pisemo
1 1 1 E
Uo|l 5+ +5—55 | ==
10 (R1 R, R3+R4) R

11 1 18
6-(—+—4— ) = — —> Ry =300 Q.
<400 TR 600) 400 ?

19. Odrediti prirastaj snage idealnog naponskog generatora £ = 6 V prouzrokovan
zatvaranjem prekidaca II. Otpornost otpornika je R = 2 k).

R 2R

N
+H_/
E
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RESENJE: Kako bismo odredili snagu idealnog naponskog generatora potrebno je odrediti
struju kroz njegove prikljucke. Kada je prekidac otvoren, tada je ekvivalentan otpor koji idealni
naponski generator vidi

3R-3R 3R

= 2 2 = =200 2
Ro=(R+2R)|| @R+ R) =3R || 3R = o op = 5

Struja kroz idealni naponski generator je

E 2E
3R~ 3R’

2

Io =

Kada se prekidac zatvori, tada je ekvivalentan otpor koji idealni naponski generator vidi

R-2R N R-2R _§+§_§
R+2R R+2R 3 3 37

Ry;=R||2R+2R| R =

pa je struja kroz idealni naponski generator

FE 3F
IZ:E:E
3

Prirastaj snage je
2 3
APy =Py — Py = El, — Elp = E? <_ - _)

3R 4R
2 3
36 (6 8) ;5 mW
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