
Ma²inski fakultet u Beogradu Vladimir Be£ejac: Veºbe iz Elektrotehnike

Ovaj dokument sadrºi zadatke iz predmeta Elektrotehnika na Ma²inskom fakultetu u Beogradu.
Zadaci su koncipirani tako da prate tematske celine sa predavanja i omogu¢avaju veºbanje
klju£nih pojmova i metoda. Zadaci su numerisani i raspore�eni prema oblastima koje se
obra�uju na predavanjima. Preporu£uje se da poku²ate samostalno da re²ite svaki zadatak,
a zatim uporedite svoj postupak sa ponu�enim re²enjima. Posebnu paºnju obratite na analizu
vektorskih veli£ina, jedinica i �zi£kih pretpostavki. U nekim zadacima data su i potpitanja koja
podsti£u razumevanje i diskusiju. Kroz zadatke ¢ete uo£iti slede¢e oznake:

-
Za vaºne komentare i mesta gde studenti £esto gre²e.

®
Za dodatna pitanja vezano za zadatak.

�
Za one koji ºele da rade vi²e - ne dolazi na ispitu!.

�
Za ideju, komentar na izvo�enje.

ò
Za preporuku uz zadatak.

Konsultacije: Za dodatna poja²njenja i pitanja u vezi sa predmetom moºete me kontaktirati
putem:

� Email: vbecejac@mas.bg.ac.rs
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Ma²inski fakultet u Beogradu Vladimir Be£ejac: Veºbe iz Elektrotehnike

1 Elektromagnetizam

1. U kvadratnoj ºi£anoj konturi duºine stranice a postoji stalna struja ja£ine I. Kontura se
nalazi u vakuumu. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u centru konture.

Re²enje: Magnetska indukcija pravolinijskog strujnog provodnika u vakuumu se moºe
dobiti primenom formule

B =
µ0I

4πd
(sin θ2 − sin θ1) ,

pri £emu je d normalna razdaljina povu£ena iz ta£ke na strujni provodnik, a uglovi θ1 i θ2 se
ra£unaju u odnosu na tu normalu, pri £emu se smer rasta ugla poklapa sa smerom struje i
θ2 > θ1.

Prema oznakama sa slike, za svaku stranicu kvadratne konture je d = a
2
, θ1 = −π

4
i θ2 = π

4
.

Referentni smerovi magnetske indukcije za sve £etiri stranice se poklapaju. Algebarski
intenzitet je

B = 4B1 = 4 · µ0I

4π a
2

(
sin

π

4
− sin

(
−π

4

))
=

2µ0I

πa
· 2

√
2

2
=

2
√
2µ0I

πa
,

u odnosu na referentni smer sa slike gde smo proizvoljno usvojili z-osu. Kona£no,

B =
2
√
2µ0I

πa
iz.

2. U pravougaonoj ºi£anoj konturi, duºina stranica a i b, postoji stalna struja ja£ine I.
Kontura se nalazi u vakuumu. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u centru konture.
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Re²enje: Prema referentnom smeru koji se poklapa sa z-osom, za stranicu duºine b, alge-
barski intenzitet vektora magnetske indukcije je

B1 =
µ0I

4π a
2

(sin θ2 − sin θ1) =
µ0I

4π a
2

(
b
2√

a2+b2

2

−

(
−

b
2√

a2+b2

2

))

=
µ0I

4π a
2

2 ·
b
2√

a2+b2

2

=
µ0I

πa
· b√

a2 + b2
.

Za stranicu duºine a je

B2 =
µ0I

4π b
2

(sin θ2 − sin θ1) =
µ0I

4π a
2

(
a
2√

a2+b2

2

−

(
−

a
2√

a2+b2

2

))

=
µ0I

4π b
2

2 ·
a
2√

a2+b2

2

=
µ0I

πb
· a√

a2 + b2
.

Kona£no,

B = 2B1 + 2B2 =
2µ0I

π
√
a2 + b2

(
b

a
+

a

b

)
iz

=
2µ0I

π
√
a2 + b2

b2 + a2

ab
iz =

2µ0I

πab

√
a2 + b2iz.

3. �i£ana kontura ima oblik jednakokrako pravouglog trougla, duºine katete a. Kontura
se nalazi u vazduhu. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u ta£ki O.

Re²enje: Vektor magnetske indukcije u ta£ki O je

B = B1 +B2 +B3.
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Za katetu, na slici ozna£enu sa 1, je d = a, θ1 = 0 i θ2 = π
4
, za katetu ozna£enu sa 2 je d = a,

θ1 = −π
4
i θ2 = 0 i za hipotenuzu, ozna£enu sa 3 je d = a

√
2

2
i θ1 = −π

4
, θ2 = π

4
. Dobija se

B1 =
µ0I

4πa

(
sin

π

4
− sin 0

)
iz =

µ0I

4πa
·
√
2

2
iz

B2 =
µ0I

4πa

(
sin 0− sin

(
−π

4

))
iz =

µ0I

4πa
·
√
2

2
iz

B3 =
µ0I

4π a
√
2

2

(
sin

π

4
− sin

(
−π

4

))
(−iz) =

µ0I

4π a��
√
2

2

· �2�
�

√
2

�2
(−iz) .

Kona£no,

B =
µ0I

4πa

(√
2

2
+

√
2

2
− 2

)
iz

=
µ0I

4πa

(√
2− 2

)
iz.

4. �i£ana kontura ima oblik kruºnice polupre£nika a. Kontura se nalazi u vazduhu i u njoj
je uspostavljena stalna struja ja£ine I. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u ta£ki O.

Re²enje: Bio-Savarov zakon za koplanarni sistem je

B =
µ0

4π

ˆ
θ

I dθ

r
. (1)
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-
U ovom kontekstu, koplanarni sistem zna£i da se svi strujni elementi i ta£ka gde
se traºi vektor magnetske indukcije nalaze u istoj ravni.

U relaciji (1) je sa r ozna£eno odstojanje od posmatranog strujnog elementa (I dl) do ta£ke
gde se magnetska indukcija traºi, a ugao θ se ra£una od proizvoljno odabranog polupre£nika
do potega r.

U konkretnom slu£aju je algebarski intenzitet vektora magnetske indukcije

B =
µ0I

4π

ˆ 2π

0

dθ

a
=

µ0I

4πa
· 2π =

µ0I

2a
,

prema referentom smeru koji se poklapa sa z-osom.

B =
µ0I

2a
iz.

�
Relaciju (1) je zgodno koristiti kada se u zadatku javljaju strujne kruºnice ili de-
lovi strujnih kruºnica (kruºni lukovi). Naravno, moramo imati koplanarni sistem.
Tako�e, vaºno je prisetiti se da u matematici prava i ta£ka uvek odre�uju jednu
ravan, dok sa kruºnim lukom i ta£kom to nije u op²tem slu£aju ta£no.

5. �i£ana kontura ima oblik kao na slici. Kontura se nalazi u vazduhu i u njoj je uspostavl-
jena stalna struja ja£ine I. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u ta£ki O.

Re²enje: U zadatku iako su delovi 1 i 3 pravolinijski segmenti, ne moºe se upotrebiti
formula B = µ0I

4πd
(sin θ2 − sin θ1) jer se ne moºe odrediti normalno rastojanje povu£eno iz ta£ke

na segment. Stoga ¢e biti primenjen Bio-Savarov zakon za linijske struje

dB =
µ0

4π

I dl× r0
r2

.

Primetimo da je za segment 1 sin (∡ dl, r0) = sin 0 = 0, a za 2 je sin (∡ dl, r0) = sinπ = 0
pa je stoga i B1 = B2 = 0.

Preostaje samo poluruºnica od koje je vektor magnetske indukcije

B =
µ0I

4πa

ˆ π

0

dθiz =
µ0I

4a
iz.

5



Ma²inski fakultet u Beogradu Vladimir Be£ejac: Veºbe iz Elektrotehnike

6. (Za samostalni rad) �i£ana kontura ima oblik kao na slici. Kontura se nalazi u vazduhu
i u njoj je uspostavljena stalna struja ja£ine I. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u
ta£ki O.

Rezultat: B =
µ0I

4πa

(
2
√
3

3
− π

3

)
iz, gde je ort iz uperen u papir.

7. (Za samostalni rad) �i£ana kontura ima oblik kao na slici. Kontura se nalazi u vazduhu
i u njoj je uspostavljena stalna struja ja£ine I. Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u
ta£ki O.

Rezultat: B =
µ0I

8

(
1

b
− 1

a

)
iz.

8. (Za samostalni rad) �i£ana kontura ima oblik jednakostrani£nog trougla duºine stranice
a. Kontura se nalazi u ravni crteºa, u vakuumu, i u noj je uspostavljena stalna struja ja£ine I.
Odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u teºi²tu konture.

Rezultat: B =
9µ0I

2πa
, prema referentnom smeru iz papira.

9. Kroz tri veoma duga£ka, tanka, paralelna pravolinijska provodnika, koji su u popre£nom
preseku raspore�eni kao na slici, postoje struje I1 = I3 = 1 A i I2 = 2 A. Izra£unati vektor
magnetske indukcije u ta£ki A, ako je a = 2 cm.
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Re²enje:Algebarski intenzitet vektora magnetske indukcije, prema referentnim smerovima

prikazanim na slici od duga£kog provodnika je B =
µ0I

2πr
.

Primetimo da, kako vaºi I1 = I3, zbog simetrije imamo samo x-komponentu.

B1x = B3x =
µ0I1

2πa
√
2
·
√
2

2
=

µ0I1
4πa

,

dok je

B2 =
µ0I2
2πa

ix.

Kona£no,

B = 2B1xix +B2 =
µ0I1
2πa

ix +
µ0I2
2πa

ix

=
µ0

2πa
(I1 + I2) ix =

��4π · 10−7

���2π · 2 · 10−2
3ix

= 3 · 10−5ix = 30 µT ix.

10. Izra£unati magnetsku indukciju od duga£kog solenoida, kruºnog popre£nog preseka,
polupre£nika a = 1 cm i duºine b = 50π cm, smatrati da je b ≫ a. Broj zavojaka na solenoidu
je N = 500 i u njima je uspostavljena stalna struja ja£ine I = 1 A.

Re²enje: Solenoid je nosa£ na koji je ravnomerno i gusto namotana izolovana ºica u jednom
sloju. Na ovaj na£in je dobijen spiralni namotaj. Na slici su zavojci nacrtani razmakntuo, zbog
preglednosti, ali se u praksi postavljaju toliko blizu da im se izolacije dodiruju.

Magnetska indukcija duga£kog solenoida je data formulom

B =
µ0NI

b
=

4π · 10−7 · 500 · 1
50π · 10−2

= 40 · 10−5 = 400 µT.

Ja£ina magnetskog polja duga£kog solenoida je homogena unutar njega, sve dok se ne pribliºimo
otvorima.
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Na slici su prikazane linije polja vektora magnetske indukcije re�e namotane ºice oko drºa£a,
linije polja, po pravilu izlaze iz svernog pola (N) i ulaze u juºni pol (S), prave¢i u ovom slu£aju
veliku petlju izvan solenoida. Vidljivo je da dosta linija �beºi� van solenoida. Unutar solenoida
polje je i dalje prisutno, ali je manje homogeno i slabije koncentrisano. Dakle, imamo ve¢i
rasipni �uks.

Kod gusto zbijenih zavojaka, linije su veoma guste unutar solenoida i gotovo sve su paralelne.
Ukoliko je solenoid, teorijski, beskona£no duga£ak, magnetske indukcije van njega nema.

N

S

B

N
B

S

11. Kontura prikazana na slici se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije B, kao
na slici. U konutri je upostavljena stalna struja ja£ine I. Odrediti magnetsku silu na konturu.

Re²enje: Magnetska sila koja deluje na jedan strujni element konture je data izrazom

dF = I dl×B.

Rezultantnu silu dobijamo vektorskim sabiranjem sila na sve strujne elemente konture, tj.

F = I ·
�
�

�
�
�>
0(˛

C

dl

)
×B = 0.

-
Rezultantna magnetska sila na strujnu konturu (zatvoren put) u homogenom
magnetskom polju je uvek nula. Me�utim, iako je ukupna sila nula, na razli£ite
delove konture mogu delovati lokalne magnetske sile, koje mogu izazvati moment
sile.

12. Tri duga£ka pravolinijska provodnika leºe u ravni crteºa, kao na slici, pri £emu je
a = 25 mm i b = 30 mm. U provodnicima su uspostavljene stalne struje I1 = 10 A, I2 = 15 A
i I3 = 20 A. Izra£unati vektor poduºne magnetske sile na provodnik sa strujom I3, F′

3.
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Re²enje: Potrebno je odrediti izraz za vektor magnetske indukcije koji provodnici sa
strujama I1 i I2 stvaraju na mestu provodnika sa strujom I3. Dobijamo

B = B1 +B2 =
µ0I1
2πa

(−iz) +
µ0I2
2πb

iz =
µ0

2π

(
−I1

a
+

I2
b

)
iz.

Sada je

dF3 = I3 dl3 ×B = I3 dl · (−iy)×
µ0

2π

(
−I1

a
+

I2
b

)
iz

=
µ0I3
2π

dl ·
(
−I1

a
+

I2
b

)
(−ix) ,

pa je

F3 =
µ0I3
2π

l ·
(
I1
a
− I2

b

)
ix.

Poduºna magnetska sila je

F
′

3 =
µ0I3
2π

(
I1
a
− I2

b

)
ix

=
4π · 10−7 · 20

2π

(
10

25 · 10−3
− 15

30 · 10−3

)
ix

= −400ix µN/m.

13. Na slici je prikazana kontura koja se sastoji iz jednog polukruºnog dela, polupre£nika
a i jednog pravolinijskog segmenta duºine 2a. U konturi je uspostavljena struja ja£ine I i nalazi
se u homogenom magnetskom polju, indukcije B. Odrediti magnetsku silu na polukruºni deo
konture.
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Re²enje: I na£in: Kako se kontura nalazi u homogenom magnetskom polju, rezultantna
magnetska sila na nju je jednaka nuli. Dakle,

Frez = Fprav + Flu£ni = 0 =⇒ Flu£ni = −Fprav.

Sila na pravolinijski deo je

Fprav = I ·
(ˆ N

M

dl

)
×B = I

(ˆ N

M

dl · ix
)
×B · iy = I · 2a · ix ×B · iy = 2IaB · iz,

pa je
Flu£ni = −2IaB · iz.

II na£in: Strujni element dl se moºe razloºiti na komponetne

dl = a (− sinϕix + cosϕiy) dϕ

pa je sila na jedan strujni element

dFlu£ni = Ia (− sinϕix + cosϕiy) dϕ×B · iy
= −IBa sinϕ dϕ · iz,

a ukupna sila se dobija integracijom

Flu£ni = −IBa

ˆ π

0

sinϕ dϕiz = IBa cosϕ

∣∣∣∣π
0

iz = −2IBa · iz.

14. (Za samostalni rad) Dva duga£ka pravolinijska provodnika se nalaze na udaljenosti od
2,5 cm. Sila po jedinici duºine koju svaka ºica deluje na drugu je 40 µN/m. Struja u jednoj
ºici iznosi 0,6 A. �ice se me�usobno odbijaju. a) Izra£unati struju u drugoj ºici i b) da li su
struje istog ili suprotnog smera?

Rezultat: a) I2 = 8, 33 A i b) suprotnog smera.

15. Primenom Amperovog zakona izvesti izraz za ja£inu magnetskog polja u okolini bes-
kona£no duga£kog pravolinijskog provodnika u kome je uspostavljena stalna struja ja£ine I.

Re²enje: Amperov zakon moºemo koristiti u situacijama sa visokim stepenom simetrije
(cilindri£na i ravanska geometrija). U ovom slu£aju je u pitanju cilindri£na geometrija. Zbog
simetrije, linije polja vektora magnetske indukcije su koncentri£ne kruºnice centrirane na osi
provodnika.
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Uzmimo jednu Amperovu konturu koja ima oblik kruºnice polupre£nika r. Usmerenje kon-
ture se poklapa sa smerom linija polja magnetske indukcije, kao na slici. Amperov zakon je

˛
C

B · dl = µ0 ·
∑
krozC

I = µ0

ˆ
S

J · dS.

Dakle, cirkulacija vektora magnetske indukcije jednaka je struji koja je pro²la kroz povr² oslo-
njenu na konturu, pomnoºena za konstantu, permeabilnost vakuuma.

U svim ta£kama Amperove konture, vektor magnetske indukcije je konstantan i kao takav
moºe iza¢i ispred integrala, pa se dobija

B · 2πr = µ0I =⇒ B =
µ0I

2πr
.

®
Da li se primenom Amperovog zakona moºe odrediti magnetska indukcija u okolini
provodnika kona£nih dimenzija?
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�
Izvorni Amperov zakon NIJE potpun u slu£aju vremenski promenljivih polja. Prvi
koji je dao potpun oblik Amperovog zakona (dopunio ga je) bio je ²kotski �zi£ar i
matemati£ar Dºejms Klerk Maksvel, koji je u svom £uvenom delu iz 1864. godine
A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field demonstrirao da elektri£no i
magnetsko polje putuju kroz prostor kao talas brizinom svetlosti. Uop²ten Am-
perov zakon koji vaºi i za slu£aj brzopromenljivih polja glasi

˛
C

H · dl =
ˆ
S

(
J+

∂D

∂t

)
· dS.

Na ovaj na£in je Maksvel predvideo i da elektri£no polje moºe da indukuje mag-
netsko. Maksvelovo predvi�anje je potvr�eno ne²to kasnije kada je 1887. godine
nema£ki �zi£ar Hajnrih Herc eksperimentalno dobio elektromagnetski talas. In-
teresantno je i da je Herc upitan £emu sluºe dobijeni talasi odgovorio: �To nema
nikakvu prakti£nu primenu. Ovo je samo eksperiment koji dokazuje da je Maksvel
bio u pravu � jednostavno imamo te misteriozne elektromagnetske talase koje ne
moºemo videti golim okom. Ali oni postoje.�
Amperov zakon koji je upotrebljen u re²enju ovog zadatka vaºi ekzaktno za sta-
cionarna polja u vakuumu.

16. Primenom Amperovog zakona odrediti izraz za vektor magnetske indukcije u proizvoljnoj
ta£ki prostora od duga£kog pravolinijskog provodnika polupre£nika a u kome je uspostavljena
stalna struja ja£ine I, ravnomerno raspore�ena po popre£nom preseku provodnika.

Re²enje: U zadatku imamo cilindri£nu geometriju. Linije polja vektora magnetske in-
dukcije su koncentri£ne kruºnice centrirane na osi provodnika. Moºe se primeniti Amperov
zakon. Razlikujemo dva slu£aja, kada odre�ujemo vektor magnetske indukcije unutar i izvan
provodnika. Posmatrajmo popre£ni presek provodnika, kao na slici.
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Za r ≤ a je

B · 2π�r = µ0
I

a2�π︸︷︷︸
J

r�2�π =⇒ B =
µ0Ir

2πa2
,

dok je vektor

B =
µ0Ir

2πa2
iϕ,

gde je sa iϕ ozna£en cirkularan ort, uperen u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na £asovniku.
Za r > a je

B · 2πr = µ0I =⇒ B =
µ0I

2πr
,

dok je vektor

B =
µ0I

2πr
iϕ.

17. (Za samostalan rad) Dat je veoma duga£ak provodnik unutra²njeg polupre£nika a
i spolja²njeg polupre£nika b. U provodniku je upostavljena stalna struja ja£ine I, kao na
slici. Skicirati linije polja vektora B i ozna£iti smer tog vektora. Odrediti intenzitet vektora
magnetske indukcije u funkciji odstojanja od ose provodnika r, za 0 < r < +∞.

Rezultat: Linije polja su koncentri£ne kruºnice, centrirane na osi provodnika, usmerene
u smeru kretanja kazaljke na £asovniku (negativan matemati£ki smer). Za r ≤ a je B = 0, za

a < r < b je B =
µ0I (r

2 − a2)

2π (b2 − a2) r
i B =

µ0I

2πr
za r ≥ b.

18. Duºina srednje linije tankog torusa od kartona je duºine l = 0, 2π m. Na jezgro je
ravnomerno i gusto namotano N = 500 zavojaka ºice i u njima je uspostavljena stalna struja
ja£ine I = 1 A. Izra£unati vektore ja£ine magnetskog polja i magetske indukcije u torusu. Da
li bi se ja£ina magnetskog polja i magnetske indukcije promenile ukoliko se umesto kartonskog
torusa upotrebi gvozdeni torus sa µr = 1000?
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Re²enje: Ukoliko je torus tanak i ukoliko se magnetsko rasipanje zanemaruje, tada je
vektor B jednak u celom jezgru. Primenom Amperovog zakona na srednju liniju torusa, dobija
se

B · l = µ0NI =⇒ B =
µ0NI

l
=

4π · 10−7 · 500 · 1
0, 2π

= 1 mT.

Iz relacije B = µ0H dobijamo da ja£ina magnetskog polja

H =
NI

l
= 795, 77

A

m
.

Ukoliko bi se umesto kartonskog jezgra upotrebilo gvozdeno jezgro, ja£ina magnetskog polja se
ne bi promenila, ali bi se promenila magnetska indukcija

B =
µ0µrNI

l
= 1 T.

ò
Dakle, gvozdeni torus vi²estruko pove¢ava magnetsku indukciju, ²to je osnova za
upotrebu feromagnetnih materijala u transformatorima, motorima i elektromag-
netima.
Torusi se u elektrotehnici koriste zbog brojnih prakti£nih prednosti koje proisti£u
iz njihovog oblika i elektromagnetskih karakteristika. Osnovna prednost torusa je
²to omogu¢ava zatvoren tok magnetskog polja. Kod torusa linije polja magnetske
indukcije ostaju zatvorene unutar jezgra, ²to drasti£no smanjuje curenje �uksa u
okolinu. Ovo je posebno vaºno kod ure�aja koji zahtevaju visoku e�kasnost i niske
elektromagnetske smetnje, kao ²to su transformatori.

19. Duºina srednje linije tankog torusa je duºine l = 0, 4 m. Na jezgro je ravnomerno i
gusto namotano N = 1000 zavojaka ºice i u njima je uspostavljena stalna struja ja£ine I = 1, 6
A. Karakteristika magnetisanja materijala od koga je jezgro na£injeno je prikazana na slici.
Izra£unati vektor magnetske indukcije u jezgru.

Re²enje: Primenom Amperovog zakona dobijamo

H · l = NI =⇒ H =
NI

l
=

1000 · 1, 6
0, 4

= 4000
A

m
= 40

A

cm
.

Sa karakteristike magnetisanja materijala dobijamo da je B = 0, 4 T.

20. (Za samostalni rad) Primenom Amperovog zakona izvesti izraz za vektor magnetske
indukcije unutar duga£kog solenoida, kruºnog popre£nog preseka, polupre£nika a koji ima N
gusto namotanih zavojaka sa strujom ja£ine I i duºinu b (b ≫ a).
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Rezultat: B =
µ0NI

b
.

®
Da li se primenom Amperovog zakona moºe odrediti i magnetska indukcija kratkog
solenoida? Da li je u ovom zadatku bitan popre£ni presek solenoida? Objasniti.

21. Kvadratna kontura, duºine stranice a, nalazi se u homogenom magnetskom polju
indkucije B, kao na slici. Odrediti izraz za magnetski �uks kroz povr²inu oslonjenu na ovu
konturu. Normalna na povr² konture i vektor magnetske indukcije zaklapaju ugao α.

Re²enje: Magnetski �uks je dat izrazom

Φ =

ˆ
S

B · dS =

ˆ
S

B · dS · cos (∡B, dS) = B · a2 cosα.

®
Da li ¢e izraz za �uks zavisiti od oblika povr²i koja se osloni na kvadratnu konturu?

22. Povr² S ima oblik polusfere polupre£nika a = 1 cm, kao na slici. Polusfera se nalazi u
homogenom magnetskom polju B = 1iz T. Izra£unati magnetski �uks kroz povr² S u odnosu
na datu normalu n.

15
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Re²enje: Najlak²i na£in da se re²i ovaj zadatak je da primenimo zakon o konzervaciji
magnetskog �uksa, koji govori da je �uks vektora magnetske indukcije kroz zatvorenu povr²
jednak nuli. Matemati£ki ˛

S

B · dS = 0.

Kako je u zadatku data polusferna povr² koja je otvorena, potrebno je nadodati jo² jednu
otvorenu povr², oblika kruºnog diska S1, kao na slici.

Na ovaj na£in je dobijena zatvorena povr²
˛
S∪S1

B · dS =

ˆ
S

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ

+

ˆ
S1

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ1

= 0. (1)

Integral za Φ1 moºemo dobiti relativno jednostavno

Φ1 =

ˆ
S1

B0iz · dS · (−iz) = −B0a
2π = −1 · 10−4π = −314 µWB,

a iz relacije (1) je traºeni �uks jednak

Φ = 314 µWB.

23. Povr² S ima oblik jednakostrani£nog trougla sa temenima u ta£kama A (a, 0, 0),
B (0, a, 0) i C (0, 0, a). Povr² se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije

B = B0 (3ix + 2iy + iz) .

Odredizi izraz za magnetski �uks kroz povr² S prema normali prikazanoj na slici.
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Re²enje: Nadodajmo otvorenoj povr²i iz postavke zadatke jo² tri povr²i, oblika jed-
nakokrako pravouglog trougla, katete duºine a, kao na slici. Na ovako dobijenu piramidu,
moºemo primeniti zakon o konzervaciji magnetskog �uksa.

Dakle,
˛
S∪S1∪S2∪S3

B · dS =

ˆ
S

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ

+

ˆ
S1

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ1

+

ˆ
S2

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ2

+

ˆ
S3

B · dS︸ ︷︷ ︸
Φ3

= 0. (1)

Sada je

Φ1 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−iy) = −2B0
a2

2

Φ2 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−iz) = −B0
a2

2

Φ3 =

ˆ
S1

B0 (3ix + 2iy + iz) · dS · (−ix) = −3B0
a2

2
.

Iz realcije (1) je sada

Φ = −Φ1 − Φ2 − Φ3 = 6B0
a2

2
= 3B0a

2.

24. Veoma duga£ak provodnik sa stalnom strujom ja£ine I i kvadratna kontura duºine
stranice a se nalaze u istoj ravni, kao na slici. Najbliºa stranica kvadrata paralelna provodniku
je na udaljenosti b od njega. Odrediti izraz za magnetski �uks kroz kvadratnu konturu.
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Re²enje: Magnetska indukcija veoma duga£kog provodnika sa strujom nije homogena.

Algebarski intenzitet je B =
µ0I

2πr
,prema referentnom smeru u papir. Ukoliko se na proizvoljan

na£in usmeri kvadratna kontura, primenom desne zavojnice, normala na ravnu povr² oslonjenu
na nju je iz papira. Ukupan �uks se mora odrediti primenom integrala (magnetska indukcija
nije homogena)

Φ =

ˆ
S

B · dS =

ˆ b+a

b

µ0I

2πr
· a · dr · cosπ = −µ0Ia

2π
ln

b+ a

b
.

25. Kvadratna kontura stranice a nalazi se u homognenom magnetskom polju indukcije
B, koje je upravno na povr² kvadrata. Kvadrat se kre¢e konstantnom brzinom v, kao na slici.
Odrediti indukovanu ems u kvadratnoj konturi.

Re²enje: I na£in: Ukoliko je xc = vt koordinata centra zavojka, tada je koordinata leve
stranice vt− a

2
, a desne vt+ a

2
. Fluks se dobija iz

Φ =

ˆ vt+a
2

vt−a
2

B · a dx = Ba
(
vt+

a

2
− vt+

a

2

)
= Ba2.

Kako je magnetski �uks konstanta u odnosu na vreme, idukovana ems jednaka je nuli.
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II na£in: Usled kretanja u homogenom magnetskom polju pojavljuje se dinami£ka indukcija
pa je

eind,din =

˛
C

v ×B︸ ︷︷ ︸
Eind,din

 · dl.

Primetimo da je na stranice AB i CD eind,din = 0 jer je ugao izme�u Eind,din i dl jednak π
2
, a

cos π
2
= 0, preostaju stranice BC i DA:

eind,dinBC = vba

eind,dinDA = −vba,

a u zbiru je sve jednako nuli.

26. �i£ana kontura, oblika jednakostrani£nog trougla, stranice a i kruºna kontura polupre£nika
b (a ≫ b) postavljeni su u istoj ravni, kao na slici. Centar kruºne konture i teºi²te trougla se
poklapaju. Odrediti pribliºno izraz za me�usobnu induktivnost.

Re²enje: Odaberimo da orijentacije trougla i kruºnice budu u pozitivnom matemati£kom
smeru. Vektor magnetske indukcije u teºi²tu trougla je odre�en na prvim veºbama iz magne-

tizma. Dobijeno je B =
9µ0I

2πa
, u ovom slu£aju prema referentnom smeru ka posmatra£u. Kako

je a ≫ b, kruºnu konturu moºemo smatrati jako malom pa se moºe smatrati da se svaka ta£ka
povr²ine oslonjene na konturu pkrati£no poklapa sa teºi²tem trougla. Dakle,

Φ ≈ BS cos 0 ≈ 9µ0I

2πa
· b2π.

Sada je L ≈ 9µ0

2a
b2.

27. Na tanak torus, duºine srednje linije l = 600 mm i povr²ine popre£nog preseka
S = 10 cm2, ravnomerno i gusto je namotano N = 1200 zavojaka tanke ºice. Jezgro torusa je
na£injeno od feromagnetskog materijala £ija je relativna permeabilnost µr = 1000. Izra£unati
induktivnost namotaja.
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Re²enje: Prema Amperovom zakonu i konstitutivnoj relaciji B = µH dobija se

Hl = NI =⇒ H =
NI

l
=⇒ B = µ0µr

NI

l
.

Fluks namotaja je

Φ = NBS = µ0µr

N2I

l

pa je njegova induktivnost

L = µ0µr

N2S

l
= 4π · 10−7 · 1000 · 1200

2 · 10 · 10−4

0, 6
= 3, 016 H.

28. Duga£ak solenoid od linearnog feromagnetskog materijala permeablinosti µr = 2000
ima ravnomerno i gusto namotanu ºicu sa N = 500 zavojaka. Duºina solenoida je b = 0, 1 m,
a povr²ina popre£nog preseka je S = 1 cm2. Izra£unati induktivnost namotaja.

Re²enje: Vektor magnetske indukcije duga£kog solenoida je

B =
µ0µrNI

b
,

a �uks namotaja je

Φ = NBS =
µ0µrN

2I

b
S,

pa je induktivnost namotaja data izrazom

L =
µ0µrN

2S

b
=

4π · 10−7 · 2000 · 5002 · 10−4

0, 1
= 0, 628 H.

20



Ma²inski fakultet u Beogradu Vladimir Be£ejac: Veºbe iz Elektrotehnike

29. Odrediti izraz za spolja²nju poduºnu induktivnost tankog simetri£nog dvoºi£nog voda,
polupre£nika provodnika a i odstojanja izme�u osa provodnika d. Smatrati da je d ≫ a.

Re²enje: Magnetska indukcija duga£kog provodnika izvan njega je data izrazom

B =
µ0I

2πr
.

Povr²ina za odre�ivanje �uksa se oslanja u spolja²njosti, od provodnika do provodnika, kao na
slici.

Fluks vektora magnetske indukcije je potrebno na¢i integracijom s obzirom da polje B nije
homogeno. Dakle magnetski �uks od jednog provodnika je

Φ1 =

ˆ d−a

a

µ0I

2πr
· l dr = µ0I

2π
l · ln d− a

a
≈ µ0Il

2π
ln

d

a
.

Kako postoje dva istovetna provodnika, ukupan �uks je Φ = 2Φ1. Spolja²nju poduºnu induk-
tivnost dobijamo iz

L′ =
Φ

Il
=

µ0

π
ln

d

a
.

30. Odrediti izraz za poduºnu spolja²nju induktivnost koaksijalnog voda polupre£nika
unutra²njeg provodnika a i unutra²njeg polupre£nika spolja²njeg provodnika b. Sredina je svuda
neferomagnetska.
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Re²enje: Povr²ina kroz koju se odre�uje spolja²nji magnetski �uks je pravougaonik prikazan
na slici.

Magnetska indukcija u ta£kama oslonjena na povr² pravougaonika je B = µ0I
2πr

i nehomogena
je. Zbog toga �uks traºimo pomo¢u integrala

Φ =

ˆ b

a

µ0I

2πr
h dr =

µ0Ih

2π
ln

b

a
,
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pa je poduºna induktivnost

L′ =
Φ

Ih
=

µ0

2π
ln

b

a
.

31. Veoma duga£ak provodnik i kvadratna kontura duºine stranice a se nalaze u istoj
ravni, kao na slici. Najbliºa stranica kvadrata paralelna provodniku je na udaljenosti b od
njega. Prema usmerenjima sa slike, odrediti izraz za me�usobnu induktivnost provodnika i
kvadrata.

Re²enje: Fluks kroz povr²inu oslonjenu na konturu, koji poti£e od indukcije zbog struje
u provodniku je

Φ21 = −
ˆ a+b

b

µ0I

2πr
· a dr = −µ0Ia

2π
ln

a+ b

b
,

pa je me�usobna induktivnost

L21 = −µ0a

2π
ln

a+ b

b
.

Znak minus poti£e od suprotnih smerova vektora magnetske indukcije i normale na povr²inu
provodnika.

32. Na slici je prikazan popre£ni presek dva duga£ka solenoida postavljena koaksijalno.
Oba solenoida imaju kruºne popre£ne preseke, polupre£nika a i b. Duºina oba solenoida je l, a
brojevi zavojaka na njih namotani su N1 i N2. Ukoliko je untra²nost prvog solenoida ispunjena
linearnim feromagnetikom relativne permeabilnosti µr, a u ostatku prostora je vazduh, odrediti
sopstvenu induktivnost prvog namotaja, sopstvenu induktivnost drugog namotaja, me�usobnu
induktivnost i koe�cijent sprege ovih namotaja.
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Re²enje: Sopstvenu induktivnost prvog namotaja dobijamo tako ²to u njemu uspostavl-
jamo struju, £ime dobijamo indukciju

B1 =
µ0µrN1I1

l

i oslanjamo povr²ine na zavojke prvog namotaja, £ime dobijamo �uks

Φ1 = N1BS1 =
µ0µrN

2
1 I1

l
a2π,

pa je

L1 =
Φ1

I1
=

µ0µrN
2
1

l
a2π.

Sopstvenu induktivnost drugog namotaja dobijamo tako ²to u njemu uspostavljamo struju,
a kako se u unutra²njosti drugog solenoida nalazi i feromagnetik i vazduh, dobijamo

Bvaz =
µ0N2I2

l
, Bfer =

µ0µrN2I2
l

,

pa je �uks

Φ2 = N2BvazSvaz +N2BferSfer

= N2
µ0N2I2

l

(
b2 − a2

)
π +N2

µ0µrN2I2
l

a2π

=
µ0N

2
2 I2
l

π
(
b2 + (µr − 1) a2

)
,

a induktivnost je

L2 =
Φ2

I2
=

µ0N
2
2

l
π
(
b2 + (µr − 1) a2

)
.

Me�usobnu induktivnost dobijamo tako ²to, recimo, u prvi namotaj uspostavimo struju,
£ime dobijamo

B1 =
µ0µrN1I1

l
,

a povr²ine oslanjamo na navojke drugog namotaja,

Φ21 = N2B1S1 =
µ0µrN1N2I1

l
· a2π,

pa je me�usobna induktivnost

L21 =
Φ21

I1
=

µ0µrN1N2

l
· a2π.
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Koe�cijent sprege se dobija iz izraza

k =
|L21|√
L1L2

=
µ0µrN1N2

l
· a2π√

µ0µrN2
1

l
a2π · µ0N2

2

l
π (b2 + (µr − 1) a2)

=

√
µr

µr − 1 +
(
b
a

)2 .

®
U zadatku odre�en izraz za L12. Da li bi se dobio isti izraz da je traºeno L12? Da
li sopstvena induktivnost mora uvek biti pozitivna? A me�usobna induktivnost?

33. Na tanko torusno jezgro od neferomagnetskog materijala (µ ≈ µ0), duºine srednje linije
l i povr²ine popre£nog preseka S, gusto i ravnomerno su namotana dva namotaja tanke ºice
sa N1 i N2 zavojaka. Odrediti sopstvenu induktivnost prvog namotaja, sopstvenu induktivnost
drugog namotaja, me�usobnu induktivnost i koe�cijent sprege ovih namotaja. Zanemariti
rasipanje.

Re²enje: Ukoliko se uspostavi struja u prvom namotaju, magnetska indukcija u torusu je

B1 =
µ0N1I1

l
,

a �uks je

Φ1 = N1B1S =
µ0N

2
1 I1
l

S,

pa je induktivnost prvog namotaja

L1 =
µ0N

2
1S

l
.
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Ukoliko se uspostavi struja samo u drugom namotaju, magnetska indukcija u torusu je

B2 =
µ0N2I2

l
,

a �uks je

Φ2 = N2B2S =
µ0N

2
2 I2
l

S,

pa je induktivnost drugog namotaja

L2 =
µ0N

2
2S

l
.

Prema orijentacijama zavojaka sa slike, me�usobni �uks je pozitivan, pa ¢e i me�usobna
induktivnost biti pozitivna. Ukoliko je struja uspostavljena u prvom namotaju, tada je

B1 =
µ0N1I1

l
,

a �uks kroz drugi namotaj je

Φ21 = +N2B1S =
µ0N1N2I1

l
S

pa je

L21 =
µ0N1N2S

l
.

Koe�cijent sprege je

k =
|L21|√
L1L2

=
µ0N1N2S

l√
µ0N2

1S

l
µ0N1N2S

l

= 1.
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-
Primetiti da je induktivnost srazmerna kvadratu broja zavojaka.

®
Kako tuma£ite da je dobijeni koe�cijent sprege jednak jednici tj. da je ostvarena
savr²ena sprega? Da li je ona u praksi ostvariva?

34. Na tanko torusno jezgro od neferomagnetskog materijala (µ ≈ µ0), povr²ine popre£nog
preseka S i duºine srednje linije l, gusto i ravnomerno je namotano N zavojaka tanke ºice. Torus
je obuhva¢en provodnom konturom, povr²ine S1, u kojoj je uspostavljena prostoperiodi£na
struja i (t) = Imax cosωt. Odrediti indukovanu ems u torusnom namotaju.

Re²enje: Kako je prostoperiodi£na struja uspostavljena u provodnoj konturi, pojavi¢e se
vremenski promenljivo magnetsko polje i samim tim vremenski promenljiv magnetski �uks.
Zbog toga ¢e se u torusnom namotaju indukovati ems

e = − dΦ

dt
= − d

dt
(L12i (t)) = −L12

di

dt
. (1)

O£igledno je da je jednostavnije uspostaviti struju u tornusni namotaj i odrediti �uks kroz
konturu1. Dobija se

Φ21 = B · S cos 0 =
µ0NI

l
S,

pa je

L21 =
µ0NS

l
= L12.

Dakle, zamenom u (1) je

e = −µ0NS

l
Imax (−ω) sinωt =

µ0NS

l
Imaxω sinωt.

-
Primetiti da nam za re²avanje zadatka nije bila potrebna povr²ina zavojka S1 jer
presek te povr²ine i povr²ine gde ima magnetske indukcije (unutar torusa) je samo
povr²ina popre£nog preseka torusa, S.

1Zadatak se analiti£ki ne bi mogao re²iti onako kako je postavljen, tj. da se traºi magnetska indukcija od

provodnika sa strujom i (t). Ideja zadatka je da se iskoristi da je L12 = L21.
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35. Izvesti jedinicu za magnetsku indukciju preko osnovnih SI jedinica.
Re²enje: Magnetska sila na naelektrisanu £esticu je

F = Qv ×B,

odakle zaklju£ujemo da je

T =
N

C · m
s

=
kgm

s2

A · s · m
s

=
kgm

s2

A ·m
=

kg

As2
.

36. Pokazati da su jedinice za indukovanu elektromotornu silu eind i brzinu promene �uksa
u vremenu dΦ/ dt iste u SI sisetmu jedinica.

Re²enje: Kako je �uks

Wb = T ·m2 =
kg

As2
·m2,

izvod �uksa u vremenu je
Wb

s
=

kg

As3
·m2.

Sa druge strane, indukovana elektromotorna sila je u voltima, koji se moºe predstaviti kao
koli£nik elektri£ne snage i struje, a zatim je snaga proizvod sile i brzine. Ovom se dobija

V =
W

A
=

N · m
s

A
=

kg · m
s2
· m

s

A
=

kgm2

As3
,

²to je trebalo i pokazati.
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