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1. Povrsina koju treba izracunati prikazana je na slici 1. Prvo je potrebno naci presek krivih
y=Inzruy=In’z. Izlnz =In*2 imamo In’x —Inz = 0, odnosno Inz(lnz — 1) = 0, pa je
Inx =0ili lnz —1 =0, odakle sledi x = 1 ili x = e. Kada se odrede odgovarajuce vrednosti

y, dobijamo da su prese¢ne tacke (1,0) u (e, 1).

y=In(x)
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Slika 1: Povrsina koju treba izra¢unati u zadatku 1.

Ovde je y = Inz ,ropma’, a y = In? 2, noma” xpusa. Trazena povrdina se dobija:

€ € €

P—/(lnx—ln2x)dx-/lnxdx—/anIdx—]l—12

1 1 1

Izracunajmo [, parcijalnom gde smo odabrali podintegralne funkcije na sledeéi nacin:

u:lnxédu:ldx, v—/dx:>v—x
x

e

I, = /lnx dr=xInz

1

slicno i za I, odaberimo podintegralne funkcije:

21
u=Inz = du= ne

dx, v:/dx:>v:x

T

12:/1n2xdx:xln2x —2/lnxdx:e—2]1:e—2

1 1

1

Konac¢no se dobija:
P:[1—[2:1—(€—2):3—6



2. Neka je
1

dz
I= / (z+2222+1)

-1

Razlomak u podintegralnom izrazu predstavlja pravu racionalnu funkciju i vazi:

1 A B Cx+ D

(x +2)2(22 + 1) a:+2+(:c+2)2+ z?+ 1

Odnosno dve racionalne funkcije su identic¢ki jednake ako su im identicki jednaki imenioci i

brojioci:

1 = Alz+2)(@*+1)+B@@*+ 1)+ (Cz + D)(z +2)?

A2 + 222 + 7+ 2)+ B(z? + 1) + (Cx + D)(2° + 42 + 4)

Az® 4+ 2A2* + Az + 2A + Ba® + B + Cz® 4+ 4C02® + 4Cx + Da* + 4Dz + 4D
= (A+C)2* +(2A+ B+4C + D)2* + (A+4C +4D)x + (2A+ B +4D)

odakle se dobija sledeéi sistem jednacina:

A + C =
24 + [B] + 4C + D =

-1
A + 4C + 4D = 0 1
2A + B + 4D = 1 +

A

o O

+ C = 0 —-1
+ 4C + 4D = 0 +
— 4C + 3D =1

+4D:01§
1 «+

—4C + 3D =
D=2
25
e e C . .. . 4 4 . 1 )
Vracajudi vrednost za D u izbacene jednacine dobija se C' = 35 A= % i B = —. Osnovni

integrali racionalne funkcije koji se dobijaju su:

1 4 4 3

1
25 5 25~ " 25
I = d
/ $+2+(x+2)2+ 2 +1 ‘

-1

1

1 1 1
4 dx+1/ dx 2/2xdx+3/dx
25 ) x+2 5) (z+2?2 25) 224+1 25 ) 22+1

-1

-1 -1 -1

4 1 ) 3
= L4+, — I+ =1
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Izra¢unajmo ih redom:

1

1
d
_71:/ ’ =lnlzr+2|| =Iln3—-Iinl=1In3
T+ 2
-1 —1
r=1=1t=3
Posle smene x + 2 = t< = dz = dt:
r=—1=t=1
Fod fd ’ 2
T t 1 1
[ = _— = _— = —— = —— 1 = —
? /(x+2)2 2 t 37173
1 1 1

Kako je podintegralna funkcija u I3 neparna, a interval integracije simetrican, sledi:

1

2xdx
Is = =0
3 /w2+1

-1

1

I / dz £
= —— — arc X
4 2211 g

-1

1

T T T
— arctg 1 — arctg (1) = & — (=7) =5
1 arctg 1 — arctg (—1) 1 5

Konaéno:
3
25 5 3 25 2
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3. Ako se odaberu podintegralne funkcije na slede¢i nacin:

dx
u=arctgr =>du=——-, v= [dr=v=2x
1+ a2

tada se moze iskoristiti parcijalna integracija:

1 1 1

1
xdx 1 2zdx T 1
tgx dor = t — =arctgl - 0— = | —— =——=1I
/arch xr = varctgx /1—1—3:2 arctg 2/1—1—352 1 3h
0 0 0 0
r=1=t=2
Posle smene 1 + 2% = t< = 2z dxr = dt jednostavno se dobija reSenje [;:
rz=0=t=1
/ d 2 d
2 t
L = e — =Inlt|| =In2
1+ 22 t
0 1 1

Kona¢no trazena vrednost jednaka je:

—
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n
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. Pre parcijalne integracije transformisimo podintegralnu funkciju na sledeé¢i naéin:
jus us

1, = /cos"x dz = /cos.”1 rcosx dx

0 0

i ako se odaberu na sledeé¢i nac¢in podintegralne funkcije:

u=cos" 'r=du=(n—1)cos" >z (—sinm), v:/cosxdx:v:sinx

Wl

2

+(n—1) [ cos" 2zsin’z d

0

I, = cos" lzsing

S —
w3

= 0+(n—1) [ cos"?x(1 —cos’z) dz

o
VE]

s

= (n—1) /COS”QIdx—/COSnl‘ dz
0

= (n=D(hs = 1))

odakle sledi:

—1
]n = t ]n—2
Primenjujuéi rekurentnu formulu:
-1 -1 -3 —1 -3 -5
[ = n In72:n n In74:n n N [og=..
n n n—2 n n—2 n—4

1 n-3 2
B B2 %L neaN+1

gde su terminalni integrali:

INIE]

I = [ cosz dr =sinx :sini—sin():l—():l

o —
vl

0

ili

3

2

3
1 2 1 1
I, = cos? x dx = mdx:— T+ —sin2x
2 2 2
0 0
1 1 1
= §<g—O+SiH7T—SiH0>:§(g—0+0—0>:§'g:%



Konac¢no se moze napisati:

(n—1 n—3 2
RTE T2 neaN+1
|- n n—2 3
" IYn—-1 n-3 3 7
. cee— e — c 2N
) n—2 4 n
((n —1)!!
(n— U neN+1
nl
B —
(n ) il ,n € 2N
. nll 2

5. Povrsina koju treba izracunati prikazana je na slici 2. Vazi:

¥ n 2m 27
1 2
P = /y dx :/(1 —cost)(1+ cost) dt = /(1 —COSQt) dt = / (1 B —i—(;OS t) 5y
0 0 0 ;
1 2 . . or X
= —/(l—cos2t)dt:—(t——sin2t) = .2r=n7
2 2 2 9
0 0
201 .
15F /1\ X=t+9 n(t)
Lof . y=1-cos(t)
05F )
1 2 5 ; : -

Slika 2: Povrsina omedena krivima y = 1 — cost, x = ¢ + sint na intervalu (0, 27)

6. Prelazeci na uopStene polarne koordinate x = ar - cos ¢, y = br - sin ¢ vidi sliku 3: jednacina

b

Slika 3: Elipsa sa polarnim koordinatama.

elipse postaje:

2,2 .2 212 sin?
arc;)sgp+ rUsin"y

a b?
odakle je

r?=1



Zbhog ocite simetrije, trazenu povr§inu mozemo izracunati kao Cetiri povrsine osenc¢enog dela

na slici 3 prema formuli za povrs§inu ravnog lika u polarnim koordinatama:

17r/2 /2 /2
P:4~i/ab-r2d<p:2ab/dg0:2ab~gp :2ab<g—0>:ab7r
0 0 0

. Jednadina normale na krivu y = y(z) u tacki M (zo,y0) je

(x — )

Kako jey = x(x—1) = 22—z, to je ¥ = 22— 1, pa je u datoj tacki o = 11 yy = 0 jednacina

normale:
1

)=
Y 2. 1-1

(x—1)=y=1—-x

kako je to prikazano na slici:

\

I I I
-10 -05 05

Presecne tacke parabole i normale nalazimo reSavanjem sistema jednacina:
— 2 _
y=xz"—x, y=1—=x

pa su z-koordinate prese¢nih tacaka —1 i 1. TraZena povrsina je:

P - /1(15,;(3;295)) dx:2/1(1—x2) dx:2(x—%3>

= 2((1—13/3)—(0—03/3)):2.§:

Druga jednakost u gornjem izvodenju vazi jer je podintegralna funkcija parna, a interval

integracije simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.



8. Polarna jednadina p = ¢, ¢ € [0, 27| je jednacina spirale na slici:

Njena duzina luka je:
2 2
L—/\/pQ—l—p’zd(p—/\/goQ—l—ldgo
0 0

Na osnovu radenog neodredenog integrala:
2
/\/952 + a2dr = g\/:c2 +a? + %ln(:c +Va2+a?)+c

je

- 27T 2 ]_ 2 . 9 5 1 5
L = 5 (2m) +1+21n(27r+\/(27r) +1) (2\/0 +1+21n<0+\/0 +1>

1
= AP+ 1+ (27 VA + 1)

2

9. DuZina luka parabole y = 2% za x € [—a, a], vidi sliku, je:

\ —y2 /
\ y=x",
\ /

A /

[\ A
] ]
I I
] I
] I
| |
| |
| |
I I
I I
I I
] / I
| |
| |
I I
I I
I I
] I
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| |
| |
I I
I I
I I
] I
| |

—-a ~_ | a

L:/a\/1+(y’)2 dx:/a\/lJr(Q:p)Q dsz/a\/1+(2x)2 da

r=a=>t=2a

2a
Uvodeéi smenu 2z = t< = 2dz = dt dobijjamo L = [+/1+¢*>dt. Na osnovu
0

=0=¢=0
koris¢enog ,tabli¢nog” intggrala iz prethodnog zadatka:

2 1 1
L= 7“ (20’ +1+ 5 In (2a+\/(2a)2—|—1> = aVi@? +1+ 5 In <2a—|—\/4@2+1)



10. Rotacijom parabole y = z — 22 oko z-ose za = € [0,1] dobija se telo (vidi sliku) ¢ija je

zapremina:

Slika 4: Telo koje nastaje rotacijom krive y = sinz, x € [0, 7] oko z-ose.

Zapreminu dobijamo jednostavno

™ K

T 1 —cos2
V:W/y2dx=7r/ sinzxd:czﬂ/%dx:g
0

0 0



12. Integral je nesvojstven jer je podintegralna funkcija, ozna¢imo je sa f (z), neograni¢ena u

okolini tacaka 11 2 koje nisu u oblasti definisanosti podintegralne funkcije. Sledi:

]:/f dx+/f dx+/f

= lim /f dx+hm f()dl‘+hm f()

e1—0 eo—0 e4—0
83%014—62 2+e4

1—e
= lim/ + lim dz +
w0 ) Va2 23 )V E-DE-2)
3
lim dz

54H02+E4\/(x —1)(x—2)

Ako se iskoriste smene Ojlera, ili na neki drugi na¢in, moze se dobiti:

dx
/\/(w—l)(x—2) - ln’?’_%_?\/(gf—l)(fﬂ—?) +e

= —arcsin (3 —2x) + ¢

/ NEE: —dfxw —2)

Tada se dobija:

1—e1 1-&
dx
lim - limln‘3—2x—2 -1 x—2)
€1—0 /\/(x —1)(x —2) £1—0 \/( ) ) .
= lm lln ‘3 21— -2V - — )1 —e — 2)( -
E1—>
ln‘3 - 2@(]
~ lim [1n‘1—2\/511+51’—1n‘3—2f‘] (3—2v2)
61*)
2—e3 d r 2—e3
lim i = lim | — arcsin (3 — 2:6)]
2 L V-e-De-2) 233 Lhes

= lim0 —arcsin (3 —2(2 — e3)) + arcsin (3 — 2 (1 + &2))
E£2—>
e3—0 L

= —arcsin(—1) 4+ arcsin(1) =7



3

dz
lim _ limln‘3—2x—2 1 x—2‘
=0 JE—1)(z—-2) €150 V( ) ( )
+e4

24¢€4

= lim [ln)3—2'3—2\/(3—1)(3_2)‘_

e4—0

1n‘3—2(2+g4)—2¢(2+54—1)(2+54—2)‘

1n)—3— 2\/5‘ —1n(—1 ey —2/ea(1 1 24)
= (3+2v2)

= lim
e4—0

Konac¢no:
I = —In(3—2v2)+7+In(3+2v?2)
34 2v2
3—2V2
= 74 2In(3 +2v2)
= 74+4In(1+V?2)
A
13. Neka je I3 = Ahrf f r3e~*dx i re§imo ga parcijalnim integracijama, gde je izabrano:
— OOO
uw=2>=du=32%dz, v= /exdx =—e"
tada je:
i A
=0
I; = lim |z%7* + 3/x261dx
i 0
i A
= lim |0— A%+ B/xZeIdx
A—+o00
i 0
A
3
= — lim —+3 lim e dx
A—+oo € A—+o00
0
3
Kako je e? brze rastuéa funkcija od bilo kog polinoma, tada je Alim — = 0. Konacno se
—+oc0 €
dobija:
A A
I3 =0+3 lim z?e %dr =3 lim r?e %dx =3 I,
A—+o00 A—+o00
0 0

Primenjujuéi rekurentnu vezu vrednost integrala je:

[3:3[2:32[1:321[0



gde je:

A A
. 0 . . z=0 . 1
Iy = lim re *dr = lim e *dr= lim e™* =1— lim —=1
A—+o0 A—+00 A—+o00 rz=A A—+4o0 €
0 0
Sledi da je: +00
I3 = / e %dr = 6
0
14. Ako dati integral posmatramo kao nesvojstveni integral:
+o0 Ay
I = [ sinxsdr = lim sinz dzr = lim (—cosA; + cos Ay)
A1 —+o00 A1 —4o00
— 50 A2*>+007A2 Ao —+o00

dobijamo da I ne konvergira jer grani¢na vrednost poslednjeg izraza ne postoji. Na primer,

ako izaberemo A; = A,, dobijamo:

I'= lim (—cosA;+cosd;)=0

A1 —+o00

dok izborom As =7 + Ay, Ay = 2km, gde je k € N, dobijamo:

I'= lim (—cosA;+cos(m+A))=-2 lim cos(2km) = —2

A1—+o0 k—+oc0

Nekim drugim izborom moze se dobiti neka tre¢a vrednost. Medutim, postoji glavna vre-

dnost integrala:

400 A
A
I =wvp. /sina: dz = lim [sinzdx= lim (—cosz) = lim (—cosA+cosA)=0
A—+o0 A—+o0 —A A—+o0
—0o0 —A

15. Kako je Dy =R x (—00,0) U (0, 4+00) jednostavno nadimo potrebne izvode:

0z 1 1 Yy 0z 1 —x —x

TN A % () P
1+ (= 1+ (=
Y Y

Drugi parcijalni izvodi su:

02z 0 [0z -1 —2xy

9z Oz <_x> - (y? + 2?) B (y2 + 22)°

9z 0 [0z ~1 21y

o2 Oy (8_9) T (2 +a?) (y2 + 22)?
0z d [0z —1-(*+2*) 4z 22 22 — o>
0zdy Oz (5_2/) N (y2 + 22)° N (y2 + a2)?
Pz 0 (0z\ 1-(yP+a2*)—y-2y 22 — 2
oydr 9y <_x) (a2 (42 + a2)’



16. Da bi formirali matricu potrebni su sledeéi prvi parcijalni izvodi:

0

% — 2 (rty+2) 142 (z—y+2) 142 -(z+y—2)-1=20Bz+y+2)

0

a—Z = 2-(x4+y+2)-14+2-(z—y+2)- (-)+2-(x4+y—2)-1=2(x+3y — 2)
0

G_Z = 2-(z+y+z2)-14+42-(x—y+2)-1+2-(z+y—2)- (1) =2(x —y + 32)

i slede¢i drugi parcijalni izvodi:

0*u

55 = 6
0*u
0xdy
0%u
0x0z
0%*u
2
0%u
0yoz
0y?

Trazena matrica je:
6 2 2

3
H=12 6 -2|=21 3 -1
2 =2 6 1

Na uobicajen nac¢in nadimo rang matrice H:

31 +1 9-3 3 1 31 [1]
1 3 -1 ]+ ~ | 4 0 1o~ | 4 0
1 -1 3 ¥ -8 —4 0 3+ —4, 0 0

Odakle je p (H) = 3.

17. Nadimo:

or 0 1
(2t 2) = Lo =
Ox &U( Tty +Z> 2\/22 + 32 + 22 93

=R

slicno se nalaze i ostali parcijalni izvodi:
0 0 1
_7" — _(,/x2_|_y2+22>: 2y:
dy dy 2/22 + 92 + 22

or 0 1
o _ Y (. /3 2 2) — L9y —
0z 82( iy +Z> /T2 + 42 + 22 o




Iskoristimo poznate formule:

OF of or 0 ,, = a1l T 02
or E'%:E<H7:M o
oF of or O, o Y w1l Y 0—
OF of or 0 , ., = a1 ? a2
FEE e St U

Analizirajuéi prethodne izvode, moze se uociti da se parcijalni izvodi po y i z mogu odmah
napisati koriste¢i se parcijalnim izvodom po x. Funkcija je takvog oblika - simetri¢na po

svim promenljivama. Iskoristimo ovu ¢injenicu za naredna rac¢unanja.

er _ o (or
ox2 Oz \ Ox
0

= — (am‘o‘_l)

ox
0

= a% (m“a_l)

[ 9 a—2 9 a—2

_ax(flf)'r +$'%(T )}
[ 0 | gooy Or

B 07 g

||
Q
|

Napisimo i ostale parcijalne izvode koriste¢i dobijeni parcijalni izvod:

2

—gy}; = « [ra_z +(a—2)-y*- ra_4]
2

—g/j = « [r“Q +(a—2)-2%- 7’“’4}

Sledi da je trazeni zbir:

0*F  9*F  O*F

a—2 2 a—4
8x2+8y2+8z2 = a[r" 4+ (a=2)-2" -+




18. Oznatimo sa u = u(z,y) = ax + by, v = v(x,y) = /22 +y? tada je F (u,v) = f (z,y).
[zracunajmo:
o _
or ¢
ou
— = b
dy
ov _ L g, * =
a:L’ - 24/3:2_‘_y2 o /-T2+y2 o v
v _ LN O S
dy 2\/x? + y? Y Vari4yr v
Ako iskoristimo prethodno dobijene parcijalne izvode dobijamo:
0f _ OF ou OF 0v_OF  OF s
dr  Ou O Ov Or Ou ov v
0f _ OF Ou OF ov_OF | OF y
dy  Ou Oy Ov dy Ou ov v
Izracunajmo:
#r_ o (o
oz2 Oz \Ox
_ g (or o
0z \ Ou ov v
L W O (), 0 (0F) 2 OF 0 (ay
N Ox \ Ju Ox \ Ov v Ov Ox \w
_ L [o(oryou o (or) o
~ “"Nou\ou)or o0 \ou) bx
(2 (orYou, o (or) ov]
Ou \ Ov r  Ov \ Ov or| v
OF |0 /x\Ou 0O sx\ Ov
+%'{%(;>£ %(;)'%]
_ o, (ZE O e (OF O e w OF ()
0wz T Bodu v oudv oz v) v Ov v
Konacno se dobija:
O _ o BF . a PF 4 PF 4 OF
0x? ou? U Buow 2 B2 B ow
Sli¢no se moze pokazati da je:
Of o OF oy OF  y OF y OF
oy? ou? v Oudv v? oOv?  v? Ov



82f+82f = a2.82_F+2a.£._ ______
ox?  0y? ou? v Oudv v? Ow* wvd v
2 2 2 92 2
P GE P Y et e T T
= (a2+b2)-g27§+2 (az + by) aézg;}Jr
@) SE L@y O
2 p 2 2 1 OF
= (@®+0) % :)L ffu@v+g _568_2;
19. Pogodno je napisati da je:
z = @) +¢ @)= f(uv)

u = z+ay=u(z,y)

v = r—ay=v(r,y)

gde je a € R. Iz postavke zadatka jednostavno se dobijaju sledeéi potrebni izvodi:

ou
1
oxr ’

sliéno:

a drugi parcijalni izvodi su jednaki nula.

0%u v
o2~ Bar

n Y =1 (v), sledi:

9y
ov

Po postavci je ¢ = ¢ (u)

=0,

0z of oOu Of Oov

oz ou Oz + ov Oz

- (v <>+w<>)
= %(@(U)) (

Oy 81/1

= S H0+0+ o
0 0

T

ou  Ov

ov

== -1

ox

t (v re@)
9) () <o)



b) Sli¢no kao pod a):

0z of Ou OJf Oov
dy ~ ou oy o by
- (evw) ot L {o@rve) ) (-0

= o[ (v) 1o (v0) - 2 (v ) - 5 (40 )]

B i o
_ .. (% 0¥
N ou  Ov
c)
0%z 0

B dp OY\ Ou 0 (dp OY\ v

- Ou 8u+(%) 6x+(% (8u+81)> Ox

[ 9% oo | o
?+8uﬁv] L [avau—'—W} .

Kako iz (1) sledi da je:
02 0%
2000 =" duow =

kona¢no se dobija:

822_ 0 0% _82g0 0?1
@—[w”}“[“wl'l—w a0

20. Neka je r = x 4 y tada je:

or ] g

o _ -1
Ox T Oy

dok data funkcija ima oblik:
u=f(r)+y-g(r)

Nadimo:

ou 0 0 _of or dg Or 8f'1+ .@_1_6]“

%Z%(f(r)wry'%(g(r))—E'a—ery’E'ax—E Yoa T o

dg

y'E



sliéno se nalazi i izvod po y:

ou
dy

S F)+90) 4y 5 (g r)
g—f-g—;Jrg(r)er-%-g—;
g—£'1+g(r)+y~%-l

A o)ty 2

Da bi izrac¢unali potrebnu vrednost nadimo druge izvode:

Gu_ 0 (0f 09\ _oFf or &g or OFf  Fg  _Of
2z oz \ar Y or) T o or Y 9r o Yoy T oy Y
0%u o (0f dg
iy %(E*WHQE)
_ &f or 99 or &g Or
T % 9 or or Y 9 o
0*f  9g 0%g
T @ e Ve
Pu 0 [(Of dg O*f Or 0Og Or Og 0% Or O*f _ Og
cr_Z (7 R R T M A TP PR AL MY, St AT
%y Oy (8T+g(r)+y 37“) 0?r 8y+ or 8y+8y Y o2y oy 82r+ 0r+y
0%u P 0%u 0% f 0%g
— . _I_ — _+y._
0%x oxdy 0%y 0%r 0%r
*f g Pg
e e e
0% f dg 0%g
Tt e T e,
o f &g o f g g g
B A I R = R R
= 0
21. 5 5 5
Vf= 513 3, gy 3, §Z3
Tacka My (zo, Yo, 20) pripada dato] povrsi:
xf +ys + 25 =4
i vrednost gradijenta je:
2 -+ 2 -1 2 _1
V (M) = gxo ) gyo ) gzo

0%g

02%r

0%g

o



Formirajmo opsti oblik tangente ravni:
1 1

2 _1 2 _1 2 _1
H:§x03(X_x0>+§y03(y_y0)+§zgg(Z—Zo):O (4)

Transformisimo prethodnu jednacinu ravni u njen segmentni oblik:

Na slici se vide potrebni odsecci.

1 1 1
2o ® (X —20) + 9o ® (Y —90) + 2 ° (£ —20) =0
2 2

=

_1 _1 _1 2 2 2

= 2, X +y, Y +2°Z =23 +yi + 25
1 1 1

= 2y’ X +y Y +2,°Z2 =4

jer vazi (3) odakle je:

Odsecke smo dobili, saberimo njihove kvadrate:
1\ 2 1\ 2 1\ 2 2 2 1
(408) + (195) + (195) =16 (o +u5 +2) =16-4=4°
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