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Predgovor

Knjiga "MATEMATIKA I ZA INZENJERE” objavjuje se kao udzbenik za
predmet Matematika I na Masinskom fakultetu u Beo gradu i predmet Matemati-
ka za studente hemije na Prirodno-matematikom fakultetu u Novom Sadu. Knjiga
Je pisana prema vaZe¢im programima ovih predmeta na navedenim fakultetima, a
koji se izvodi u poslednjih nekoliko godina.

Program predmeta Matematika I na Maginskom fakultetu u Beo gradu koji se
predaje u prvom i drugom semestru sa fondom &asova od (3+3), odnosno (2+2),
jedinstven je za sve profile (4j. odseke) i njegov cilj je da (zajedno sa programi-
ranjem, matematikom II i matematikom IIT) obezbedi osnovno matematiko obra-
zovanje maSinskih inZenjera i profesora fizike, profesora hemije, diplomiranog
hemicara.

Nacin pisanja ove knjige predstavlja, pre svega, rezultat iskustva oba autora u
tome kakva i kako prezentirana nastava omoguéuje studentima prve godine kvali-
tetno i brzo ovladavanje novim oblastima matematike i navikavanje na univerzitet-
ski nivo izlaganja. Rukovodeéi se time odabrana jeitakva koncepcija izlaganja da
se sa Sto viSe primera objasni uvedeni pojam i argumentuje sadrzaj teoreme.

Teorija je ilustrovana velikim brojem primera i zadataka, Jer se bez paZljivog
reSavanja zadataka i ne mogu savladati relativno sloZeni pojmovi matematicke
analize. Nadamo se da ¢e knjiga biti pristupana studentima prve godine nave-
denih smerova, bez obzira na njihovo razlidito predznanje iz matematike uopite, a
i na objektivnu teZinu ovog gradiva.

Knjiga je podeljena u pet glava. Svaka glava, odnosno odeljak pocinje sa pre-
gledom osnovnih pojmova i tvrdjenja i njihovih dokaza. Posle toga dati su, primeri
1 zadaci koji su, u principu, poredjani po srodnosti i te¥ini. Njihov najveéi broj je
detaljno reSen; naravno, preporuujemo &itaocima da data reSenja koriste tek posle
pokuSaja reSavanja,

Izvestan broj zadataka je bio dat na pismenim ispitima na Maginskom fakultetu,
u Beogradu, Prirodno-matemati¢kom, Tehnoloskom, Poljoprivrednom fakuletu,
kao i na Fakultetu tehni¢kih nauka u Novom Sadu,

Prijatna nam je duZnost da se zahvalimo recenzentima:
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iv Predgovor

dr Arpadu Takaciju, redovnom profesoru Prirodno matemati¢kog fakulteta u No-
vom Sadu i dr Ivanu D, Arandelovidu, docentu Masinskog fakulteta u Beogradu,
koji su paZzljivo pregledali rukopis i svojim savetima i primedbama bitno pobolj¥ali
kvalitet ove knjige.

-Matematika je nauka o veliinama sa njihovim o€iglednim osobinama koje
imaju konkretan smisao i vrednost; svaki odnos izmedu matemati¢kih simbola
odgovara odnosu izmedu realnih stvari; matemati¢ko rasudivanje jednako je eksper-
imentu besprekorne tacnosti koji je ponovljen neograniten broj puta i treba da vodi
do logicki i materijalno taénih zakljudaka.

P. L. CebiSey - veliki ruski matematidar XIX veka

Unapred smo zahvalni svima koji nam posalju svoje primedbe, odnosno ukazu
na greSke ili propuste u ovoj knjizi.

Konacno, zahvaljujemo se Univerzitetu u Novom Sadu, Prirodno-matema-
tickom fakultetu u Novom Sadu, posebno Institutu za matematiku, i MaSinskom
fakultetu u Beogradu koji su nam pomogli pri tehni¢koj obradi ove knjige.
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SadrZaj

Glava 1

Uvod

1.1 Polje realnih brojeva

Najvazniji skup na kome se razvija diferencijalni i integralni radun je skup realnih
brojeva R. U toku $kolovanja, prvo se upoznajemo sa skupovima prirodnih, celih
i racionalnih brojeva, koje oznatavamo redom sa N, Z i Q.

Najmanji prirodan broj je 1, a ostali se dobijaju iz osobine da ako jenuN, tada je
i njegov sledbenik n+ 1 takode u N.

Skup celih brojeva ¢ine 0, svi prirodni brojevi i njima suprotni brojevi, tj. negativni
celi brojevi. Racionalni brojevi su oni realni brojevi koji se mogu napisati u obliku
koli¢nika p/g, gde je p ceo, a ¢ prirodan broj.

Iracionalni brojevi su oni realni brojevi koji nisu racionalni. Spomenimo sledece
iracionalne brojeve: /2 & 1,41421... (duzina dijagonale jedini¢nog kvadrata),
T~ 3,14159... (koli¢nik obima i pre¢nika bilo koje krunice) i ¢ = 2,71828...
(baza prirodnih logaritama). Realni brojevi se geometrijski predstavljaju na brojnoj
osi, tj. pravoj liniji na kojoj su odredene dve tacke: jedna predstavlja koordinatni
pocetak O i odgovara broju 0, i druga, obi¢no desno od nje, koja odgovara broju
1. U stvari, postoji obostrano jednozna¢no preslikavanje izmedu realnih brojeva sa
Jedne i tacaka na brojnoj osi sa druge strane.

U ovoj glavi prikazacemo aksiomatsko zadavanje realnih brojeva.

Posmatraemo skup R = {x,,z,...} koji je zatvoren u odnosu na operacije sabi-
ranja (+) 1 mnoZenja () (tj., i zbir i proizvod bilo koja dva elementa iz IR je element
skupa R). Na osnovu sledece tri aksiome:

(RD (Vx,y,z€R) (x+y)+z=x+ (y+2) (asocijativnost sabiranja);

(R2) (30€R) (VxeR) x+0=0+x=x (postojanje neutralnog elementa za
sabiranjec);
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(R3) (VxeR) ((—x) €R) (—x)+x=x+ (—x) = 0 (postojanje inverznog ele-
menta za sabiranje),

skup R €ini grupu v odnosu na sabiranje, a ako se doda i aksioma

(R4) (Vx,yeR) x+y=y+x (komutativnost sabiranja),

tada (R, +) postaje Abelova ili komutativna grupa.

Na osnovu sledece Cetiri aksiome, (R\ {0},-) postaje komutativna grupa:
(R5) (Vx,y,z€R) (x-y)-z=x-(y-2) (asocijativnost mnoZenja);

(R6) (F1€R\{0}) (Vx€ER) x-1=1-x=x (postojanje neutralnog elementa za
mnoZenje);

(R7) (Vxe R\ {0}) (Ir ' e R\ {0} x ' x=xx1=1 (postojanje inverznog
elementa za mnoZenje); !

(R8) (Vx,yeR) x-y=y-x (komutativnost mnoZenja).
Prethodnih osam aksioma sa aksiomom

(R9) (Vx,y,z€R) x-(y+2) =x-y+x-z (distributivnost mnoZenja u odnosu na
sabiranje),

¢ine da struktura (R, +,-), tj., skup R u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja,

¢ini polje.

U skupu R definisana je i binarna relacija manje ili Jjednako (<) pomoéu sledeéih

pet aksioma;

(R10) (VxeR) x<x (refleksivnost binarne relacije <);

(R11) (Vx,y,z€R) IEYAy<Le=>x <y

(R12) (Vx,yeR) (x<yAy<x)=>x=y (antisimetrija binarne relacije <);

(R13) (Vx,yeR) x<yvy<ux (uporedivost);

(R14) (Vx,y,z€R) x<y= (x+z<y+ z) (kompatibilnost relacije < u odnosu
na sabiranje);

(R15) (Yx,yeR) (0<xA0<y)=0<xy (kompatibilnost relacije < u odnosu

na mnozenje);

Prethodnih petnaest aksioma definisu skup R sa operacijama sabiranja i mnozenja
i relacijom < kao uredeno polje. Konatno, imame aksiomu

(R16) Nekasu X iY dvaneprazna podskupa skupa R sa osobinom (Vx € X) (Vy €

1.1. Polje realnih brojeva 3

Y) x<y. Tadapostoji c € Rtakavdaje (Vx€X)(WyeY) x<c<y.

Ovih Sesnacst aksioma odreduju R kao kompletno uredeno polje. Primetimo da
skup racionalnih brojeva Q zadovoljava prvih petnaest, ali ne i zadnju Sesnaestu,
aksiomu,

Neka su x i y dva realna broja. Ako jex <y, tada jo§ pi§emo ¥ 2 x. Binarna relacija
> 7 Je relacija poretka, kao 3to je i relacija <. Ako vazi x <yix # ¥, tada piSemo
x < y. Takode imamo po definiciji x >y < y <x.

Uvedimo jo$ ncke pojmove vezane za skup realnih brojeva.

a) Brojd € R je donje ogranitenje nepraznog skupa X C R, ako vazi (Vx € X) x> d.

b) Skup X C R je ograniten odozdo, ili sa donje strane, ako ima bar jedno donje
ogranicenje.

¢) Najvece donje ograniCenje skupa X C R (ili: infimum skupa X )jebroji €R za
koji vaze uslovi:
(VxeX) x>i (4. i je donje ograni¢enje skupa X);
(Ve>0) (IxeX) x<i+e.

d) Infimum skupa X C R koji pripada skupu X se naziva minimum skupa X.

e) Broj g € R je gornje ograniéenje nepraznog skupa X C R ako vazi

(VxeX) x<g.

f) Skup X C R je ograniten odozgo, ili sa gornje strane, ako ima bar jedno gomnje
ogranicenje.

g) Najmanje gornje ograniéenje skupa X C R (ili: supremum skupa X) je broj s € R
za koji vaZe uslovi:
(Vx€X) x<s (4. s je gornje ograniCenje skupa X );
(Ve>0)(IxeX) x>s—¢

h) Supremum skupa X C R koji pripada skupu X se naziva maksimum skupa X.

i) Skup X C R je ogranicen ako je ograni¢en i sa donje i sa gornje strane.
Aksioma R16 se Cesto zamenjuje slede¢om, ekvivalentnom, aksiomom:
(R16’) Svaki sa gornje (respektivno donje) strane ograni¢en neprazan podskup
skupa realnih brojeva ima supremum (respektivno infimum).

VaZni podskupovi skupa R su intervali sa krajnjim tatkama a i b, gde je a < b.

Otvoren interval je (a,b) := {x €R| a <x < b}.
Zatvoren interval je [a,0]:={xe Rl a <x<b}.
Intervali suiskupovi (a,b]:={xeRla<x<b} i [a,b):={xeR a<x<b}.
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Primetimo da su svi ovi intervali ogranieni.
NeograniCeni intervali su sledeéi skupovi:

(a,+) :={xeR x>a} i [a,+):={xeR x>a};
(=oo,b) i ={xeRlx<b} i (—oo,b]:={xeR|x<b}
(—o0,+) :={x e R} =R

1.1.1 Skupovi brojeva

Prirodni brojevi

Skup prirodnih brojeva N je najmanji podskup skupa R koji sadr#i 1 i koji ima
osobinu da ako n € N, tada i n4+ 1 € N. Na osnovu ove definicije vai princip
matematicke indukcije, koji se Cesto koristi kada treba pokazati ta¢nost neke for-
mule za sve prirodne brojeve, :

Princip matematitke indukcije. Ako je podskup E skupa prirodnih brojeva N
takav da

1 EE;y

akon€ F,tadain+1€E, ’

tada je £ = N, tj. skup E se poklapa sa skupom N,

Cesto se koristi i skup Ny := N{J{0}.

Celi brojevi

Skup celih brojeva, Z, sadrZi sve prirodne brojeve, 0, kao i brojeve oblika —n, n €
N, koji su inverzni (ili: suprotni) prirodnim brojevima u odnosu na operaciju sabi-
ranja. Primetimo da operacija “— ", oduzimanje, definisana sa b—a := b+ (—a),
izvodi iz skupa prirodnih brojeva, ali je dobro definisana u Z (tj., razlika dva cela
broja je ceo broj). Skup Z je komutativna grupa u odnosu na sabiranje,

Racionalni brojevi

Skup racionalnih brojeva, Q, sadi7i sve elemente oblika p-¢~!, gde pe Zig e N,
i njegove clemente obi¢no nazivamo razlomeima. Operacija “/”, deljenje, defin-
isanasaa/b:=a-b~', b+ 0, izvodi iz skupa celih brojeva, ali je dobro definisana
u Q. Skup Q je komutativna grupa u odnosu na sabiranje, dok je skup Q \ {0}
komutativna grupa u odnosu na mnoZenje.

Iracionalni brojevi

Kako je ve¢ reCeno, iracionalni brojevi su oni realni brojevi koji nisu racionalni,
Realan broj napisan u decimalnom obliku je iracionalan ako i samo ako ima beskon-
afno mnogo decimala razli¢itih od nule, koje se ne ponavljaju periodi¢no. MoZe se
pokazati da se aksioma R 16, odnosno R16°, moZe zameniti sa konjunkcijom dve
vaZne teoreme: Arhimedove i Kantorove,

I.1. Polje realnih brojeva 5

1.1. Arhimedova teorema.
Za dva realna broja x > 0 i y postaji prirodan broj n takav da vazi nx > .

1.2. Kantorova teorema.
Neka je dat zatvoren interval [a,,b,] za svako n € N i neka za m > n vaZi

[G,.u, bm] - [a,l,b,,], I_-j» ay S ay < bm < bn- Tadaje ﬂ [anabn] '_)'é Q.

neN
1.1.2  Apsolutna vrednost
x, x>0
1.3. Definicija. Apsolutna vrednost realnog broja xje data sa |x|={ 0, x=0;
‘ —x, x<0Q.

Neposredna posledica ove definicije je da za svaki realan broj x vaZi
M=|-x i —[x<x<h.
Apsolutna vrednost realnog broja je uvek nenegativan broj i predstavlja rastojanje
izmedu datog broja x i 0. Rastojanje izmedu dva realna broja x i y definiSe se kao
|x—y|. Ako je € pozitivan realan broj, tada vazi
x| < eako isamo ako je —e <x <&,
|x| > € akoisamo akojex>e€ ili x < —g;
|x| =€ ako i samo ako jex=¢ ili x=—¢.

1.4, Primer. Pokazati da za proizvoljne realne brojeve x i y vaZe sledece osobine:

x| |«
;od) —‘z—, 0.
yl bl Ls

o b)x—y|> |x— |y

i

) x| <[+ b o by =Ly

ReSenja.
a) Sabiranjem ncjednakosti —|x| <x <|x| i —|y| <y <|y|, dobijamo
~(rl+ 1) Sx+y<lal+hl il eyl <[+ ]yl
b) Na osnovu osobine dokazane pod a) imamo
M=y 4yl S =yl 4D i b= ly—x+al <= (x—y)|+]xl.
QOdatle je
—fr=yl <= I < b=yl = ¥l = yl| < o=,
Relacije ¢) i d) slede neposredno iz definicije apsolutne vrednosti. »
Radi kraceg pisanja koristi se oznaka

b
Y oxpi=xi4x4 4,
k=1

gde sux1,x2,...,X, proizvoljni realni brojevi, Ostavljamo €itaocu da pokaZe da za
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14
SVE X1,X2,...,X; € R vaZi sledeca nejednakost: | ¥ x;
k=1

H
< X [xl
k=1

1.1.3 VPrincip matematicke indukcije

1.5. Primer. Kori§céenjem principa matematicke indukcije pokazati da za svako n € N
vaze sledecée formule.

a) 1+2+3+---+n:@;
b) 143454t (20~ 1) =n?;
c) l+22+32+...+n2:”(”+1)(2n+1).
: z :
d) 1+23+33+m+”3=(”(”_;'12) i
e) ! + ! ! - 1 _on
12723733 (2”—1)(2n+1)_n+1’
Resenja.

a) Za 1 imamo taénu formulu 1 = % Pod pretpostavkom da je formula taina za n :

B sl n(n;—l)

2 ( 1) (n+1)(n+2)
Zlk—Zk'l-(n‘i'I) —2—,

Sto znadi da je formula tacna i za n+ 1. Na osnovu principa matematiéke indukcije sada
moZemo tvrditi da je formula taéna za sve prirodne brojeve.

dobijamo

+(rn+1)=

b) Za1imamo taénu formulu 1 = 1. Pod pretpostavkom da je formula taéna za n :

14+3+5+--+(2n—1)=n?, dobijamo
n+1 n
Y (2k-1) =Z(Zk—1)+(2m.+1):r12+2n+1=(n+1)2,
k=1 k=1

Sto daje tacnostizan+ 1.

¢) Za |l imamo taénu formulu 1 = 172—3 Pod pretpostavkom da je formula tadna za u :

an+D(2n+1)

1+22432 4. pp? = - ; dobijamo
’ilkz = i 24 (n+1)2= plat1)(Zn+ 1) +(n+1)2= (n+1)(2n2 +n+6n+6)
k=1 k=1 6 9
(n+1)(n+2)(2n+3)
= > ,

1.1. Polje realnih brojeva 7

tj. tatnostizan+ 1.

d) Za 1 imamo taénu formulu 1 = (Q) . Pod pretpostavkom da je formula taéna za n :

Z
n(n+1)
2

14254334 402 = ( ) , dobijamo
n 2 2
ntl (n(n-&- 1)) 1P (n+1)*(n* +4n+4)

3 _ 3 %,
k;k = L;k +{(n+1) 7 y

(n+1)*(n+2)?
4 H
odnosno, formula je tatnaizan+ 1.

¢) Zal imamo % = 5 Pod pretpostavkom da je formula ta¢na za n :
1 1 1 1
e b e B e
T 2-1-23+34+ +n(n+l) n+1,do ijamo
"il o B 1 _ n(n+2)+n _ n’+214+1 o+l
k(k+ 1) a+l (n+D)m+2) ar+1)m+2) nn+)n+2) n+2’

§to znadi taénost i za n+ 1.

f) Za 1 imamo - ST 1 71 Pod pretpostavkom da je formula taéna za n

3=
LS S S : — " dobijamo
373557 @n—1)@n+1) 2n+1 3
ekl | B n_, 1 _ a(2n+3)+1
L; (2k—1)(2k+1)  2n+1 (2r+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)

(n+1)(2n+1)  n+1
(2n+1)(2n+3)  21+3’
tj. ta¢nost formuleizan+ 1. b

1.6. Primer. Pokazati da je zbir prvih n ¢lanova geometrijske progresije sa prvim ele-
mentom a i kolicnikom q # 1 jednak

-4

a+aq+ag*+---+aq" ' =a Ty

9 Pod pretpostavkom da je formula taéna za n :

1 —
a+aq+aq2+...+aqﬂ_1 :a—q" vazi

l—gq
5 1—g" oo g i n+l
a+ag+aq+---+ag ' +aq" = al_q +aq"=a q’llt_?q q

n+1
_ et
s

[
ReSenje. Zaljea = fe

tj. formula je tatnaizan+ 1. »
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L7. Bernulijeva nejednakost.
Primenom matematicke indukcije pokazati Bernulijevu nejednakost

(L+A)">1+nh, za n>2, h>—1, h£0.
ReSenje. Za 2 vazi (1+h)? = 14+ 20+ k> > 1 +2h, jer je 12 pozitivan broj. Pod pret-

postavkom da je nejednakost tacna za n > 2, (14h)" > 1 -+ nh, tada iz prethodne
nejednakosti sledi (zbog 1+ /> 0) :

(I+hm)"H = (14m)"-(1 +h) > (1+nh)(14+h) = 1 +nh+h+nk> > 1+ (n+1)h,
tj. formula je tatna i za n+ 1, jer je nii? > 0.

Primetimo da za n = 1 data ncjednakost nije taéna, jer tada vazi 14+ h = 1+h.
Zapravo je

(1+h)">1+nh, za neN, h>—1. p

1.1.4 Binomna formula
Ako je n prirodan broj, sa n! (¢ita se: n faktorijel) se oznaCava proizvod svih prirod-
nih brojeva od ndo 1, tj. n!=n(n—1)---2-1. Po definiciji uzimamo 0! = 1.

n!

mn_—k),‘ ftEN, .P'CEN[),

Po definiciji binomni koeficijentjc je (;) =
0<k<n, '

1
1.8. Primer. Na o " B YT - _
i a osnovu (k)+(k+l k1) neEN, keENy, 0<k<n-—1,

pokazati binomnu formulu
(a—f—b)":z (:)a”_kbk, a,beR, neN. (1.1)
k=0 :
ReSenje. Za 1 formula (1.1) postaje tatna jednakost
1 |
(a+b)! = (O) a1 (l)al_]blio- Pod pretpostavkom da je formula (1.1)
tatna za n, iz a) dobijamo

(a+b)lz+l — (E (:) arl—kbk) (f1'+b) = i (:) ankk*l-lbfc_}_ i (Z) anfkbk-l-i
: - k=0 \X

k=0 k=0

- n n+1 S n n n—k-1 1k f n+1
(0)“ L ((A) ¥ (k— 1))“ " (n)b

141
— gt Z": (n—i— 1) gL ekl 'i (n+ 1) 2k
k k ’
k=1 k=0
Sto daje tanost zan+ 1. p

1.2. Polje kompleksnih brojeva 9

1.2 Polje kompleksnih brojeva

Skup kompleksnih brojeva C je skup svih uredenih parova (g, b) realnih brojeva,
R x R.

Dva kompleksna broja data sa (a1,b1), (a2,02) € Rx R su jednaka ako i samo je
a) =dap i[)g sz_.

Za bilo koja dva kompleksna broja data sa {a,d), (¢,d) € R x R defini§imo

operaciju sabiranja (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d);
operaciju mnoZenja (a,b) - (¢,d) = (a-c—b-d,a-d+b-c).
Skup komplcksnih brojeva C, sa gore definisanim sabiranjem i mnoZenjem, ¢ini
polje.
Podskup skupa kompleksnih brojeva ¢iji su elementi uredeni parovi (@,0),a € R,
identifikujemo sa skupom realnih brojeva, odnosno par (a, 0) identifikujemo sa a.
Kompleksan broj (0, 1) nazivamo imaginarna jedinica i oznaavamo sa ;. Znadi,
i=(0,1).

Ureden par (0,1) ima osobinu da je

(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0- 1+ 1-0) = (= 1,0), ili 2=—1.
Jednatina x% + 1 = 0 nema reSenja u skupu realnih brojeva, Naime, kvadrat bilo

kog realnog broja je nenegativan broj, pa je i x> +1 > 0, za svako x € R. Resenja
jednatine x*+ 1 = 0 su kompleksni brojevi x, = (0,1) =7 i x, = (0,—1) = —i.

Kompleksne brojeve (a,b) moZzemo zapisati kao a 4 bi. Broj a nazivamo realni
deo kompleksnog broja a + ib, a broj b nazivamo imaginarni deo kompleksnog
broja a+ ib.

Zbir dva kompleksna broja je (x1 +iy1) + (x2 +iy2) = (x1 +x2) +i(y1 +¥a).
Razlika dva kompleksna broja je (x; +iy1) — (x2 +iy2) = (%1 —x2) +i(y; — y2)-

MnozZenje kompleksnih brojeva vrsi se po pravilima mnoZenja binoma binomom,
odnosno (x1 +iy1) (X2 4+iv2) = (x102 — y1y2) +i(x1y2 +x2y1), pri éemu je 2 = —1.

- . s 21 = X142 —Yiy2 | Xay1— X1y
Koli¢nik kompleksnih brojeva z; : 70 = = = 212, = 20 Y X

2 T TR+ 24
ako x3 #£0, ili y2 #0.

Na primer, za zy = 14+2i, 2z =1-2i, z3=3+5iiz4 =3 —5i, imamo
Z1+n=14+2i+(1-2) =2, z3+z24=3+5i+(3-5i) =6,
—n=1+2i—(1-2i) =4, z23—z21 =3+ 5i— (3—5i) = 10,

]
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7 Z4 . 1—21 PR Y 85 109

5 ——073——=5(14+2)) 4+ —— — ) — =———_"

21+ 3 03 S(14+2i)+ 3 6(3+51) 2 e

2324 = (3+5{) (3= 5i) = 34,

ﬂﬁl+2i713_1f zl_1+z'7j

3 345 34 34° w 1—i

z 3450 8 15, 3450 . 22 31.

Sk S5 —1, Z—3Z2= (1-2i) = =+ =—i.

24 3-—-5i 17 17 o 3-—-5{ 17 17

Primetimodaje #=—1, #=~i, =1, $=1,..., odnosno
I-4k - 1’ i4k+l = T:, i4k+2 — _1’ i4k+3 - —i, ke 7.

U skupu kompleksnih brojeva ne moZe se uvesti relacija poretka > .
Kompleksan broj a — bi se naziva konjugovano kompleksan broj kompleksnog
broja z = a+ bi i oznadava se sa 7 = a — bi.
Zbir dva konjugovano kompleksna broja je realan broj, jer je (a+ bi)+ (a—bi) =
2a.
Proizvod dva konjugovano kompleksna broja je takode realan broj, jer je (a+
bi){a—bi) = a®> + b2 _

Kompleksan broj z = x+iy odreden je uredenim parom (x, y) realnih brojeva, pa se

y .................. :

O X
Slika 1.1.

tako svakom kompleksnom broju x + iy moZe jednozna¢no pridruziti tadka A(x,y)
u xy—ravni , i obmuto, svakoj tacki u xy—ravni odgovara samo jedan kompleksan
broj.

Posmatraéemo u Dekartovom koordinatnom sistemu proizvoljnu tacku A, A # O,
sa koordinatama (x, ) # (0,0). Oznagié¢emo sa p duzinu duzi OA, a sa ¢ ugao koji
poluprava odredena tatkama O i A zaklapa sa pozitivnim smerom x—ose (slika
1.1). Veza izmedu p i ¢ preko x i y data je sa

x=pcosf, ¥ =psing. (1.2)

DuZina p naziva se moduo kompleksnog broja x + 7y, a ugao ¢ argument kom-
pleksnog broja z = x4+ iy, u oznaci ¢ =argz € [0,27) (glavna vrednost argumenta).

1.2. Polje kompleksnih brojeva ’ 11

Prema tome, kompleksan broj z se moZe zapisati:

u trigonometrijskom obliku kao  z= p(cos+ isin0). (1.3]
u eksponencijalnom obliku kao 7= pe®. (1.4)

Na primer, za kompleksan broj: 5, vazi p=35, ¢=0, 5=5¢"";

i,vazl pesly g=nfl, = /2)

i+1vazl p=v2, 0=mn/4, 1+i=+/ 2",

Ako suz=a+biiZz= a-— bidvakonjugovano kompleksna broja tada je
Z=a*+b?=p2

1.9. Teorema. Ako su dati kompleksni brojevi
21 = pi{cosdy +ising;) i zp = pa(coss +isindy,), tada je
a) 7122 = (p1(cos §1 +isingy))(p2(cos ha +isinds)) = p1pa(cos(91 +¢2) +isin(¢; +
$2));

pi(cosdr +ising;) P ~ - ~ ‘
pa{cosdy +isingz)  po (cos(@1—92) +isin(d1 —¢2));

¢) (pi(cos¢y+isind;))" = pf(cos(nd;) +isin(no;));
2%k 2%k
d) /pi(cosdr +isindr) = /P (Cosw+isinw> , k=0,1,...,n—1.

Formule ¢) i d) se nazivaju Moavrove formule,

Dokaz.

a) (pi(cosdr +isind1})(p2(coss +ising,))
= p1p2(cos ) cos Py — sind; sin@y + i(cos P; sindy + sin; cos 1))
= p1p2(cos(Pr +2) +isin(¢; +¢2)).

pi(cosd +ising;) p1 (cos@y +isingr)(cosdr —ising,)
pa(cosr+isinda)  pa cos? ¢ + sin®

= %(cosgbl cos Q2 + sing; sindz +i(sin@; cos P2 — cos §; sinds))

— %(cm(% — @) +isin(¢1—92)). >

1.10. Primer. Odrediti
a) (1+0% b (1+i/3)% @ (1+cos(E)+isin(E))".
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ReSenja. Koristicemo Moayrovu formulu ¢) iz teoreme 1.9.

a) Na osnovu 1+i=\/§(cosg+ising) je
(1+i)* = (v/2)? (cos—+181n—) =(V2)? (_£+,‘/_) = —2+72,

5
(1+i/3)° = (2 (cos%c-%ising)) =25 (cos% +rs1n?) =20 (—%+i\/7§)
—1+i/3).

, T T s T =
c) Kakoje 1+cos= +isin— = 2cos® = + 2isin— — toje
! 3 3 i

(1+cos§+ising)7: (Zcosg (cosg+ising))7= (2%_?i (cosg+ising))7

7 : 3
= (V3)’ (C()s?n+isin7—6ﬂ) =372 (~g—ié) = = f(\/ﬁ%—l) >

L.11. Primer. Odrediti a) v/4i; b) JY1—i; ¢ /343
ReSenja. Koristiéemo Moavrovu formulu d) iz teoreme 1.9.
T I 4+ 2kn Z 4ok
a) V&= \5/4 (cos§+ising) . (cos L +isin2 +5 “) ,72ak=0,1,2,3,4.

Zak=0 je di= x/_(cos—+rsmn)

10 10
Zak=1 je vdi= \/_(cos—+zs1n?g)—xs/1i.

Zak=2 je /di= \/_(cos_-l-xsmg—)
Zak=3 je A = f(c s—+1s1n

17w

Zak=4 je di= \/—(cos—-{—x sin— 10

0,1,2,3.
Zak=0 je 1—i= \/f(cos-—+rf;m

1
Zak=1jey1— \/“(cosﬁ-{ws'n 15675)

. 23
Zak=2 je Y1—i= \/_(cos +zaml—6n)

T

Z42
b) V1—-i= \/\/_ coq—~+xsm—— :4\/§(coq +m1n Zm) zZak =

1.3. Funkcije 13

16 16
i . .. F . . 39¢m
Ako stavimo dalje k = 4 dobijamo v/1 —i= co s + isin —

16
= \/_ (cos:— +isin— L

3in I
Zak=3 je yi—i= \/_(cos—+1 e “)

) , §to je isto kaoiza k= 0.

16
2 2km T4 2km
c) \/5 \/§+3i= \5/\/12(cos§+ising) =y \/ﬁ(cosz' 5 +isin2 3 ), A k=
0,1,2,3,4.
Zak=0je VV3+3i= ¥ 12(coqﬁ+zsm 15)

Zak=1je v//3+3i= Y12 (cos%+isin7—“
Zak=2je v/V3+3i= 1012(0
Zak=3jev//3+3i= ¥ IZ(COSE+iSin£,E).
Zak=4je V/V/3+3i= "’12(

1.3 Funkcije

1.3.1 Osnovni pojmovi

1.12. Definicija. Neka su A i B dva neprazna skupa. Pridrufivanje (korespondencija,
pravilo) f koje svakom elementu skupa A dodeljuje tacho jedan elemenat skupa B
naziva se funkcija.

Ekvivalentna prethodnoj definiciji je

1.13. Definicija. Neka su A i B dva neprazna skupa. Relacija f C A x B je funkcija ako
vaze sledeéa dva uslova
i) (VxeA)(IyeB) (ny)ef;
ii) ((x.y1) € fA(x%y2) € ) = =2
U oba sluCaja piSemo f : A — B. Skup A naziva se domen ili definicioni skup,
a skup B se naziva kodomen funkcije f. Ako (x,y) € f, pisaéemo y = f(x). Za
veli¢inu x € A kaZzemo da je nezavisno promenljiva (ili: original), a za veli¢inu
y = f(x) € B da je zavisno promenljiva (ili: slika).

Skup vrednosti funkcije f je skup
flA)={y € B|Ix€ A, y= f(x)}, 8to znali f(A) CB

Mi ¢emo posmatrati samo one funkcije ¢iji su i domen i kodomen neki podskupovi
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skupa realnih brojeva R. Takve funkcije se nazivaju realne funkcije jedne realne
promenljive, a u ovoj knjizi ¢emo ih zvati funkcijama.

Posledica definicije 1.13 jeste da su dve funkcije fi: Ay —+B; i fo: Az = B>
jednake ako i samo ako imaju jednake domene, tj. A} = Aj,, jednake kodomene, tj.
By = B», i, naravno, ako vazi fi(x) = f2(x) zasve x € A} = Aa.

Na primer, funkcije £(x) = Va2, x € (0,4+) i g(x) =x, x € (0,400); su jednake,
a funkcije f(x) = Va2, x € Rig(x) =x, x € R imaju razli¢ite skupove vrednosti,
pa zato nisu jednake (f(R) = [0,+o0) i g(R) = R).

Funkcije f(x) = Inx*, x#0, g(x) =4Inx, x € (0,+o) nisu jednake.

Prema prethodnom, funkcija je zadata odredivanjem cele trojke (A, B, f). Medu-
tim, Cesto je funkcija data samo analitickim izrazom (formulom) y = f{x), po-
drazumevajuéi pri tom skupove A i B kojima pripadaju nezavisna i zavisna pro-
menljiva. Onaj podskup skupa realnih brojeva R za koji data formula ima smisla,
zvacemo prirodnim definicionim skupom funkcije f.

1.14, Primer. Odrediti prirodni definicioni skup Dy za sledece funkcije:

D) f(0)=vZ—-5  DfW=vI-  of(x)=vith

4
@) £ = g OfW =g D) =In(x+1)

g f{x) =In(x*+1); h) f(x) = /), i) f(x) = /6D,

ReSenja.

a) Kako je 2x—5 > 0za x> 5/2, to je interval Dy = [5/2,4oe0) prirodni definicioni
skup za datu funkciju.

b) Dati izraz ima smisla za 9 —x* > 0, tj. za (3 —x)(3+x) > 0. Posto je
3—x>0zax<3 i 34+x>0zax>-3tozax€e[—3,3]vazi9—x*>0.
Medutim, iz nejednakosti

3—x<0zax>3 i 3+x<0zax<-3
sledi da je skup x—ova za koje je u isto vreme 3 —~x < 01 3 +x <0 prazan.
Znati da vazi 9 —x* > 0 <= x € [-3,3], a skup [—3,3] 1 jeste traZeni prirodni
definicioni skup Dy za funkciju f.

0 D;=R. d) Dy =R\ {-2,2}.
e) D;=R. f)Df={x€R x+1> 0} =(—1,+00).
g) Df=R h) DIZR\{—I}. i) DfVER. B
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Funkcija f : A — B sa osobinom da za svaki par x; i x; iz skupa A vaZi
x1 #x = f(x1) # f(x2) zove se injekeija (ili funkcija 1-1).
Funkcija f': A — B sa osobinom (Vy € B) (3x € A) f(x) =y zove se surjekcija
(ili funkcija na).
Drugim recima, funkcija f je surjekcija ako i samo ako je f(A) = B, tj. ako se njen
skup vrednosti poklapa sa njenim kodomenom.
Funkcija f': A — B je bijekcija ako je i injekcija i surjekeija.
Na primer, funkcija f: A — B data sa
a) f(x) =3x+2,A=B=R, jeste bijekcija;
b) f(x) =3x*+2,A=B=IR, nije ni injekcija ni surjekeija;
¢) f(x)=3x2+2,A=R, B=]2,+o) nije injekcija, ali jeste surjekcija;
d) f(x) =3x>+2, A =[5,15], B= R jeste injekcija, ali nije surjekcija;
) f(x) =3x"+2,A=(0,+o), B=(2,4), jeste bijekcija.
Za dve funkcije f: A— Big: B— C, funkcija go f: A — (C, datasa
(g0 f)(x) == g(f(x)), x€A4,

zove se kompozicija funkcija f i g, ili sloZzena funkcija od fi g.

1.15. Primer. Funkcije f i g su date sa

a) f(¥)=x+3,gx)=2%—vx  b) flx)=2+1 g(x)=22-3.
Odprediti sloZene funkcije (fog)(x), (g0 f)(x), (fo f)(x)i(fofof)(x).
ReSenja.
a) (fog)x)=flelx)) = (r—vH)+3=2+3—Vx
(g0 N)(x) = g(f(x)) =2(x+3) —Vx+3=2x+6—x+3.
Primetimo da je, na primer, (fog)(l)=41i (gof)(1)=6.
(fof)(x)=ff(x)) =(x+3)+3=x+6;
(fofo f)(x) = f(f(f(x))) = flx+6) = (x+6) +3=x+9.
b) (fog)x) =f(g(x)) = (2x—3)*+ 1 =4x? — 12x+ 10;
(g0 f)(x) =g(f(x)) =2(x*+1) -3 =2¢—1;
(foN)x) = ff(x) = (P +1)*+1=x"+22+2;
(fofof)(x) =f(f(f(3)) = (x“ +20+2) =(x*+22+2)°+1
=+ 415+ 8x 4 82 5. >
Neka je funkcija f A — B bijekcija. Tada za svako y € B postoji tatno jedan
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clemenat x € A, takav da je y = f(x), pa je relacija
7= {w) € BxA|y=[f(x)}

funkcija sa domenom B i kodomenom A koja se naziva inverzna funkcija za f.
Inverzna funkcija je takode bijekcija i za nju vaZi

(WeB) [THy)=x = flx) =y
Vaze jednakosti (Vx€A) flof(x)=x i (Vy€B) Ffof Yy =w
1.16. Primer. Odrediti invergnu funkciju g za datu funkciju f, gde je

a) f(x) =3x+1, x€ (oo, +e0);  b) f(x) =x%, x € (—o0,0);

c) f():) :x’l, X € (01+°°)'! d) f(x)'= 1_.x, X € (—00,—-1)U (1:+°°)-

It

Resenja.

a) Skup vrednosti date funkcije je interval (—oo,+-e0), §to postaje definicioni skup za
inverznu funkciju, pa iz x = 3y + 1 (razmenom mesta x i y) sledi da je inverzna
funkcija g za funkciju f data sa

8) =/ () = 5, x€ (—en,4e0)

b g(x) = fHx) =—v% za x € (0,+).
¢) glx)=/""(x) =% za x€(0,+x).

- " 1k
d) Zax= 1—_'_)), posle sredivanja dobijamo inverznu funkciju ili=)
y

T
x € (—o0,—1)U(1,e0). Znadi, za datu funkciju f vaZi da je f(x) =g ==
zasve x € (—oo, —1)U (1, +0). >

Grafik funkcije /' : A — B je podskup G skupa R?> =R xR dat sa

sz{(x,f(x))‘xeA}.

Skup A C R je simetri¢an (prema koordinatnom pocetku) ako za sve x € Avazida
i—x€eA.
Funkcija f : A — B, gdc je skup A simetri¢an, je parna, ako vazi

(Vxe4) f(=x)=f()-

(Geometrijski, to zna¢i da je grafik parne funkcije osno simetriCan u odnosu na

y—0s1.)
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Funkcija f : A — B, gde je skup A simetri¢an, je neparna, ako vazi

(xeA) f(=x)=—f(»).

(Geometrijski, to znaci da je grafik neparne funkcije centralno simetri¢an u odnosu
na koordinatni pocetak.)

Funkcija moZe biti ili parna, ili nepamna ili ni parna ni neparna.

1.17. Primer. Ispitati parnost, odnosno neparnost sledecih funkeija na njihovim prirod-

nim domenima:

a) f(x) :xE +1; b) f(}C) —sinx+x:
0 flx)=v@+r+1-vi—x+1; d) f(x)=1n1tj;

e) flx)= & +x+1; £): . ) = el -I-'Sx.

Resenja.
a) Kako je za svako x €R, f(—x) = (=x)>+1=x"+1= f(x), to je data funkcija
[ parna,
b) Posto je za svako x € R,
f(—x) =sin(—x) + (—x) = —sinx—x = —(sinx+x) = — f(x),
to je funkcija f neparna.
¢) Kako za svako x € R vaZi:
f(=x) =/ (=32 —x+1=/(—x) +x+ 1= (V2 +x+ 1=V —x+ 1) =—f(x),
to je funkcija f neparna.
d) Zalx| <1je

f(=x)=In
pa je funkcija f neparna.
e) Zasvakox € Rje f(—x) = e’ 4 (—x)*+ 1 = f(x), pa je data funkcija parna.
f) Funkcija nije ni parna ni neparna, jer je, npr., f(—1) =e ! =3 #e' +3= f(1), 4.
£ nije parna i, npr., f(=2) = e 2 —6# —e'/? —6=—f(2), tj. f nije neparna. »
Funkcija f je ogranitena na skupu X C A ako postoji C' > 0 sa osobinom
(VxeX) |fl¥)|<C
Funkcija f : A — B je periodiéna na A ako postoji realan broj T 7 () sa osobinom
(Vx€A) flx+1)=f(x).

Broj T se tada naziva period funkcije f: A — B. Osnovni period funkcije f je

1-x 1+x
=1In(1—x) —1In(1 =— = —f(;
o n(1—x) —In(1+x) lnl—x ]
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najmanji pozitivni period te funkcije (ako postoji).
Na primer, funkcija f(x) =A- sin(ouc +B), x € R, uzuslove A # 0, o # 0, je

periodi€na sa osnovnom periodom — | l (Pokazite to!)
o

1.18. Primer. Ispitati periodicnost sledeéih funkcija na njihovim prirodnim domenima:

a) f(x)=2siti5x, b) f(x)=sin’x;
o) flx)=gx; d) f(x) = cos3x+3sin3x.
ReSenja.
a) Funkcija je periodiéna sa osnovnom periodom ?:535
b) Funkcija je periodiéna sa osnoynom periodom T, jer je sin®x = %, a funkcija

[(x) = cos2x je periodi¢na sa petiodom 21/2 = x.
¢) Funkcija je periodiéna sa periodom 7.
n
d) Funkcija je periodi¢na sa periodom 3 >
Funkcija f: A— B

raste na A, ako za svaki par x|, x, tafaka iz skupa A vaZi x; < x2 = f(x1) < f(x2):
ne opada na A, ako za svaki par x;, x; tataka iz skupa A vaZix; <x = f(x1) < f(x);

ne raste na A, ako za svaki par x1,x; tataka iz skupa A vazix; <x» = f(x1) > f(x2):
opada na A, ako za svaki par x;,x> tataka iz skupa A vazix; < xa = f(x1) > f(x2)-
Funkcija f: A — Bima

lokalni maksimum (respektivno strogi lokalni maksimum) u tacki xp € A ako pos-
toji broj € > () sa osobinom da vaii

x€ (xo—¢&,x+&)NA = f(x) < f(x0)
(respcktivno Y€ (xp—&x0+€)NA)A (x#x0) = flx) < f(xo)):

lokalni minimum (respektivno strogi lokalni minimum) u tacki xp € A ako postoji
broj € > 0 sa osobinom da vazi

x € (xo—&x0+€)NA = f(x) 2 f(x0)

(rcspcktivno (x € (xo—&x0+€)NA)A (x#£x0) = f(x) > f (xo)).

Zaizraze "maksimum" i "minimum" koristi se i zajednicki termin "ekstremna vred-

nost", ili, krace, "ekstrem".

1.19.
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1.4 Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcije su:

stepena funkcija: f(x) =, x € (0,400), zafiksnose R
(specijalno za s = 0 data funkcija je konstanta);

eksponencijalna funkcija: f(x) =a*, xeR, a>0ia#1;

logaritamska funkcija: f(x) =log,x, x € (0,40) a>0ia#1;
trigonometrijske funkcije: f(x) = sinx, x € R; f(x) =cosx, xe R, f(x) =
tgx,xER\{w }; flx)=ctgx, xe R\ {kn| k€ Z};

inverzne trigonometrijske funkcije (sa eventualnom restrikcijom domena).

Elementarne funkcije sc dobijaju primenom kona¢nog broja algebarskih operacija:
sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i deljenja, kao i (kona¢no mnogo) operacija kom-
pozicije, na osnovne elementarne funkcije.

1.5 Neke elementarne funkcije

1.5.1 Polinomi

Funkcija
Pn( ) an)al'}"an—llﬂ 4+t aix4ap, x€R (1.5)

gde su koeficijenti a;, j = 0,1,...,n, realni brojevi, naziva se polinom stcpena
n € N, ako je koeficijent a, # 0. Po definiciji uzimamo da je konstanta polinom
nultog stepena.

Dva polinoma su jednaka ako su istog stepena i ako su koeficijenti uz iste stepene
jednaki.

Broj xp je nula polinoma P,(x) iz (1.5), ako je P,(xo) = 0. Ako je broj xp nula
polinoma P,(x), koji je racionalan, realan odn. kompleksan broj, tu nulu ¢emo
zvati racionalnom, realnom odn. kompleksnom nulom tog polinoma.

Teorema. Osnovni stav algebre. Za svaki polinom stepena n € N postoji tano n
(realnih i/ili kompleksnih) nula, medu kajima moZe biti i jednakih.

Ako je xg realna nula polinoma Pn(x), tada postoji polinom sa realnim koefici-
jentima Q,_1(x), gde je Qu_1(x) = by 1 X"~V + by 2% + -+ 4 b1x+ by, stepena
n— 1, tako da vazi

P.(x) = (x=a15)yi(x). (1.6)
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Broj xo € R je realna nula m—tog reda polinoma P,(x) iz (1.5), ako postoji polinom
sa realnim koeficijentima R, _,,(x), stepena n — m, takav da je R,—,,(x0) # 0 i vaZi

Py(x) = (x— x0)" Ru—m(x).
Uopste, svaki se polinom F,(x) sa realnim koeficijentima, oblika (1.5), stepena ,
moZe na jedinstven nac¢in napisati kao proizvod
Pux) = au(x—x))™ - (x—2)" - (P 4bixte)te (2 +bx+ ek, (LT
gde za prirodne brojeve mj, j=1,...,r i prirodne brojeve Iy, k=1,...,s, vaZi
n=um+-+m+2(l+---+1).

U relaciji (1.7) x; su medusobno razli¢ite realne nule polinoma FP,(x), reda m T
j=1,...,1 dok su nule kvadratnih trinoma x> + bgx + ¢y, k = L,...,s. konjugova-
no-kompleksne nule polinoma P,(x).

Naci realne nule polinoma iz (1.5) je, u opstem sluéaju, sloZen zadatak, Sto se

ti€e racionalnih nula tog polinoma, uz dodatni uslov da su svi koeficijenti a %
J7=0,1,...,n, celi brojevi, vazi sledeée jednostavno tvrdenje,

1.20. Teorema. Neka je dat polinom P,(x) iz (1.5) sa celim koeficijentima. Ako je ra-

zlomak p/q nula polinoma P,(x), gde su p € Z i q € N relativno prosti brojevi (1.
razlomak p/q se ne moZe uprostiti), tada vaZi:

imenilac p je ¢inilac slobodnog flana ag;
brojilac q je éinilac koeficijenta ay,.

Teorema 1.20 daje potencijalne racionalne nule datog polinoma sa celim koefici-
jentima. Postupak koji omoguéava da se odrede koeficijenti bg,by,...,b,_; poli-
noma Q,_(x) iz (1.6) i proveri da li su potencijalne vrednosti zaista nule datog
polinoma, naziva se Hornerova shema.

Objasni¢emo u opstem slu¢aju primenu Hornerove sheme. Neka je x = xp moguéa
racionalna nula datog polinoma, odredena na osnovu teoreme (1.20). Stavimo (
jedan od faktora izraza ag/a,)-

bp1=an, bu2=x0bu_1+an_1,..., bo=x0b+a,
odnosno, u opStem slucaju,
by = xobps1 +app1, k=0,1,...,n—1.
Osim toga, ncka je
r = xgbg + ap.

Sada postoje dve moguénosti:
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(i) ako je r =0, tada je x = xo nula posmatranog polinoma;

(ii) ako je, medutim, r # 0, tada pretpostavljena vrednost x = xo nije nula posma-
tranog polinoma.

U praksi, to se proverava na slede¢i nacin:

Prvo se ispisu svi koeficijenti datog polinoma, tj. ukljuujuéi i one koji su jednaki

nuli. Na osnovu gornjih jednakosti za koeficijente by, k= 0, 1,...,n— 1, 1 broj »

pravi se slede¢a shema:

dy Qp-1 OGp—2 . 4 ... dp | X =JXo
bu1 bps . bp .. by ! r

i primeni gornja analiza o odnosu brojeva r i 0.

1.21. Primer. Odrediti racionalne nule sledecih polinoma:
a) P(x) =2x"+4x—6;
b) Pi(x) =243 —4x—12;
¢)  Py(x) =2x" — 13x° +28x> — 23x+ 6;
d) P =x-+2-1
e) Pr(x)=x"+6x° —5x" +9° — 107 +4x —5.
Resenje.
a) Dati polinom je drugog stepena, pa se nule mogu odredili reSavanjem kvadratne jednacine
po formuli
Ak -4.2:(-6) —4L8
2= 32 T
Racionalne nule polinoma P (x) su x; = —3, x2 = 1. Osnovni stav algebre (teorema 1.19)
kaZe da su to i jedine nule tog polinoma.
Prema tome, moZemo pisati 2x% + 4x — 6= 2(x — 1) (x+3).
b) Za dati polinom posmatrajmo delitelje broja 12, jer je ap = 12. To su brojevi

1,42, 43,54, +6,£12.

Kako je a, = a3 = 1, to su ovi celi brojevi i jedine moguce racionalne nule datog polinoma.
[spitaéemo da li je x = 1 nula posmatranog polinoma: &

1 3 —4 —i% | x=1 3
1 4 0 | -12. b

(Drugi red u ovoj shemi je dobijen u skladu sa prethodno objasnjenom Hornerovom she-i;

moim:
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Prvi broj u drugomredu, 1, se prepise iz prvog reda i upige u drugu kolonu. Zatim se nalaze
brojevi4 = 1-1+3, 1.4+ (~4) =01 konatno se dobija ostatak 1-0+ (—12) = —12.)

Kako je zadnja cifra u drugom redu —12 (tj. r = —12), to x = 1 nije nula datog polinoma.
Ispitaé¢emo da li je x = 2 nula posmatranog polinoma:

1 3 -4 -12 | x=2
1 5 6 | o

Kako je zadnja cifra u drugom redu 0, (tj. r = 0), to je x = 2 nula datog polinoma. Prema
tome moZemo pisati

P 4+3x% —dx—12= (x—2) (> + 5x +6).
Postupak se daljc nastavlja, tako §to je sada dovoljno traZiti nule novog polinoma drugog
stepena. To se sada moZe uraditi ili re§avanjem kvadratne jednacine
02 (x) :=x%+5x+6=0, ili, kao §to éemo mi to uradifi, ponovo pomoéu Homerove sheme.

Ako proverimo da li je x = —2 nula polinoma Q,(x), tada imamo

156] x=-=-2
. 8 ] 4

3to znati da je druganula polinoma P3(x), broj x = —2. Tablica takode pokazuje da je tre¢a
nula —3. Prema tome, moZemo pisati 2

B+3x —4x~12= (x—2)(x+2) (x +3).

¢} Za ovaj polinom posmatramo delitelje broja 6. To su £1,£2,£3,+£6. Delitelji broja 2 su

brojevi 4:1,:2, pa su moguée racionalne nule datog polinoma

13
£1,42,43, 46,45, £

Ispitademo da li su x = 1, x = 2 1 x = 3 nule posmatranog polinoma:

2 —-13 28 =23 6 | x=1
2 =11 17 -6 | 0 =x=2
2 =7 3 | 0 x=3

2 -1 | o

Primetimo da je u ovom slu€aju Homerova shema bila primenjena tri puta: prvi putna dati
polinom P4(x) za x = 1, pa za polinom 2x* — 1132+ 17x — 6 za x = 2, i konaénona polinom
2x* —Tx+3zax=3.

Kako je zadnja cilra u drugom, treéem i éetvrtom redu 0, (j. odgovarajuée r = 0), to znaéi
da su ova tri pretpostavljena broja zaista nule posmatranog polinoma. Dalje, poslednja
vista gornje sheme pokazuje da je Cetvrta nula posmatranog polinoma broj x = 1/2. Zna&i,
vaZi

d)

)
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234 — 133 +28x° = 23x + 6= (x — 1) (x — 2) (x — 3)(2x — 1).

U ovom sluéaju moguée racionalne nule polinomasu 1i—1, pa je

10 -11 0 -1 | x=1
1 1 0 1 1 | 0 x=-1
1 0 0 1 | 0 x=-1

1 -1 1 | o

Prema tome je P5(x) =x° —x3+x> — 1 = (x+ 1)*(x— 1) (x* = x + 1). Posmatrani polinom
nema drugih racionalnih nula. U stvari, ostale dve nule su konjugovano — kompleksni
brojevi, pa je dobijena faktorizacija polinoma Ps(x) oblika (1.6).
Moguée racionalne nule polinoma Py (x) su =11 %5, pa je
1 06 -5 9 —-10 4 -5 | =
11 7 2 11 1 5 | 0 «x=1
1 2 9 11 22 23 | 28
Znaéix = 1 je samo jednostruka nula (nije dvostruka), jer je u treéem redu poslednje tablice
zadnji broj 28. Ostavljamo Eitaocu da pokaze da vrednosti x = —1, x = 51 x = =5 nisu
nule datog polinoma, §to znaéi da drugih racionalnih nula ovaj polinom nema. U stvari,
polinom P;(x) drugih realnih nula i nema, i vaZi sledeca faktorizacija oblika (1.6):

Pr(x) =27 +65° = 5x* 4923 — 102 +4x - 5= (x = 1) (2 +x+ 5) (32 + 1)°. >

1.22. Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledecih funkcija:

B =0 gln) =xt, h(x) = x5;

b) f(x)=-x, g(x)=—x' hkx)=-x5%
o) flx)=x, 2D =4, (%) =2
d) flx)=-x g(X) = —X3., h(x) = —x.

i f
[4

Slika 1.2. Slika 1.3.

Regenja. Sve funkcije u ovom zadatku imaju za svoje prirodne definicione skupove

isti skup, naime ceo skup realnih brojeva i imaju jednu nulu u tacki x = 0.

a) Skup vrednosti sve tri funkeije je interval [0,+-c0) i parne su. Sve tri funkcije

opadaju nad (—oo,0), a rastu nad (0, o<}, pa imaju (lokalni i globalni) minimum
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u tacki x=10 (sL. 1.2).

b) Skup vrednosti ove tri funkcije je interval (—co, 0] i parne su. Sve tri funkcije rastu
nad (—e0,0), a opadaju nad (0,+oc), pa imaju (lokalni i globalni) maksimum u
tacki x =0 (sl. 1.3).

Slika 1.4. Slika 1.5.
¢) Skup vrednosti ovih funkcija je ceo skup R. Sve tri date funkcije su neparne, ras-
tue funkcije na R. (sl. 1.4).
y/

/ 113
=5,

/

- 52

)

Slika 1.6. Slika 1.7,
d) Skup vrednosti ovih neparnih opadajuéih funkcija je (—oo,4o0) (sl. 1.5). »

1.23. Primer. Resiti sledece nejednacine:

d) A1 S0 b) 6%+ 13x—5 < 0; c) x> +42>0;

24 2x—3
d) 2 +4<0: e) (¥ —4x)(—*+2x+3) <0; f)x.—";;_x4 <0.
Resenja.

a) Data nejednadina se moZe resiti na slede¢a dva nadina.
I naéin: Pre svega vazi x2 — 1 = (x— 1)(x+ 1), a zadnji proizvod je nenegativan
ako i samo ako je ili

(x=120Ax4+120) < x>1 Ax>-1) = x> 1,ili,
(x=1<0Ax+1<0) & (x<1Ax<~1) = x< 1.
Nejednakost x* — 1 > 0 vaii ako i samo ako je x € (—o0, —1]U[1, +o0).
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II naéin: Ova nejednatina se moZe resiti i pomoéu grafika parabole i njenog znaka,
Funkcija f(x) =x* — 1 data je nasl. 1.6 i nenegativna je za x € (—o0, —1]JU[1, +o0)
§to i predstavlja skup reSenja date nejednacine.

7]

b) Funkcija f(x) = 6x> + 13x—5 (sl. 1.7), ima nule u tatkama x; = % %= —-%, iima
5 1

negativnu vrednost za x € ( = 3) . Zadnji interval i jeste re§enje date nejednacine.
¢) Izx* 44 > 02a svako x € (—oo, +o0), sledi da je reSenje date nejednacine skup R.
d) Nema reSenja.
€) Na osnovu grafika funkeija f(x) =x% —4xi g(x) = —x*+2x+3, (sl. 1.8), je
¥ —4x<0zax€(0,4) i —x*+2x+3>0 za x¢€ (—1,3). Ovo znati da vazi
(Vx€(0,3)) (3 —4x)(—x>+2x+3) <0.

Takode je x* —4x >0 za x€ (—o,0)U(4,4+), i —2+2x+3<0 za x€
(=00, —1) U (3, +), 3to povladi

X € (o0, —1)U (4, +00) = (a® — 4x)(—x* +2x+3) < 0.
Skup reSenja date nejednacine je unija intervala (—eo, —1) U (0,3) U (4, +o0).
f) Naosnovu grafika funkcija f(x) =x*+2x—3 i g(x) = x2 —4 (sl. 1.9), sledi
X +2x—3>0zax€ (—o0,—3]U[l,400) i 2 —4<0 za x € (=2,2).
Prema tome, x € [1,2) = (x* — 4x) (x> + 2x—3) < 0. Dalje je

x2+2x—3§02ax€[—3, ]ix?-4>0zaxe (—o0, —=2) U (2, +0).
> +2x—3

Prema tome je <0 <= x€[-3,-2)U[1,2). »

Slika 1.8. Slika 1.9.
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1.5.2 Racionalne funkcije

Funkcija
P.(x
R = 24 e R\ [ €R| 0u(x) = 0}, (18)
On(x)’
gde su B,(x) i Q,,(x) polinomi stepena n odnosno /m, naziva se racionalna funk-
cija. ‘
Posebno znacajni primeri racionalnih funkcija su elementarne racionalne funk-
cije
A Bx+C
—, jEN, i R ——— N 1.
G '€V 1 Ermrae FED L2

gde su nule polinoma x* + bx + ¢ konjugovano—kompleksne,
1.24. Teorema. Racionalna funkcija oblika (1 .8)\ se moZe na jedinsiven nacin napisati
kao zbir elementarnih racionalnih funkcija oblika (1.9}, i, ako je n > m, jo§ jednog

polinoma stepena n— m.

1.25. Primer. U istom koordinatnom sistemu nacrtati grafike sledecih funkcija:

a) flx)= ; 8x) = ;13 hix) = is
b k=5, =g m=o

ReSenja. Svih Sest funkcija su definisane na intervalu (—e0,0) U (0,40}, i nemaju
ekstremnih vrednosti.

a) Funkcije f, g i & suneparne i opadajuée na intervalima (—e0,0) i (0, 4-0).

b) Funkcije k, / i i su parne, rastuce na (—oo,0}, a opadajuce na intervalu (0, +o0). p

1.26. Primer. Rastaviti na elementarne racionalne funkcije sledede racionalne funkcije:

2 x> —2x—35 1

a) 5 5 b) Ty C 3,,—;

x*—1 x*—2x—15 bl s = Y
q _*+3 o g, B 2% —4x+3

X —5x244 T x(x—1)% X =63+ 13x% — 125+ 4"
ReSenja.
a) Nule polinoma u imeniocu, x> — 1, su x = 1 i x = —1, pa prema teoremi 1.24, datu

racionalnu funkeiju moZemo rastaviti na zbir slede¢ih parcijalnih razlomaka:

2 A

5 = + .
»—=1 x=1 x+1
1z ove jednakosti dobijamo konstante A i B tako §to se prvo saberu poslednja dva razlomka

1.5. Neke elementarne funkcije 27

A B A(.X+1)+B(Jt-l) (A+B)x+A—B
x—1 x+1 x2—1 xi—1
i brojilac dobijenog razlomka izjednaéi sa brojiocem pocetnog (datog) razlomka. Tako do-
bijamo 2 = (A+ B)x+ (A — B), odnosno sizstcm jednatina A+B=0, A—B=2,s

v s 1 1
reSenjimaA =1, B=—1, §toznacida je R sy

b) Stepen brojioca je veéi od stepena imenioca, pa se prvo moraju izvrsiti sledece transfor-

macije:
B-w—35 P2 151+2x2+ 13x—35 x(:cl —2x—15)+2x*+13x - 35
2 —2x—15 —2x—15 x—2x—15
e 2ﬁ+ 13235 _ 5, 17x=5
x—2x—15 a2 —2x—15"
(Umesto ovih transformacija, moZe se podeliti polinom x* — 2x — 35 iz brojioca sa poli-
nomom x? — 2x — 15 iz imenioca, $to daje polinom x + 2 i ostatak e 1_7;__ 1 5.) Dalje je
=5 A B A(x+3)+B(x-5)
E—2x—15 x-5 x+3  2-2x—15
odakle se dobija sistem jednacinaA + B =17, 3A 5B=-5, paJcA 10, B=7. Prema
tome je M—_% x4+2+—7 10 + ! :
x?—2x—15 x—=5 x+3

¢) Polinom u imeniocu se moZe napisati kao x* —2x” +x—2 = (x —2) (x* + 1), postoje kon-
stante A, B i C, takve da vaZi

x+1 A Bx+C Ax2+A+Bx*—2Bx+Cx—2C
5 =—+— = 5 , odnosno
—224x—-2 x-2 x*+1 (x=2)(x2+1)
x+1 (A+B)Jt +(C 2B)x+A— 2('
—2x24x—2 - 22 4x-2

Izjednadavanjem brojilaca dobija se ‘;istcm_]cdnacma A+B=0, C-2B=1, A-2C=1,

odakle jeA=3/5,B=-3/51C=—-1/5, pcl_]c kona¢no
x+1 3x+1

S 4x-2 5(x—2) S(x2+1)

d) Vrednostix =1, x=2,x=—11x=—2sunule polinoma koji se nalazi u imeniocu, pa je
x+3 A B C
J —5x2+4=.x~1+x+1+x—2
funkcija ima oblik
(A+B+C+D)x> +(A—B+2C—-2D)x> — (4A+4B+C+ D)x —4A + 4B —2C+2D
—S5x%+4

Na osnovu toga sc dobija sistem jednacinaA +B+C+D =0, A-B+2C-2D=0,
—(4A+4B+C+D)=1, —4A+4B—2C+2D=3,sarcienjimad=~2/3,B= 1/3,
C=5/12iD=-1/12.

Prema tome, moZe se pisati

D . . ;
+ - o §to znaéi da posle sredivanja data racionalna

x+3_—2+l+5_1
¥=52+4 3@x—-1) 3@x+1) 12(x-2) 12(x+2)




28 Glava 1. Uvod

¢) Broj 1 je trostruka nula imenioca. Zbog toga, data racionalna funkcija se moZe pisati kao
¥+l A B 4 C A2t A+ By -B4C
(x=1)3  x—1 (x—1)0> (x—1)3" (x—1) ’
odakle se posle sredivanja dobija sistem jednaéinaA =1, ~-244+B=0, A—B+C=1,
CijasurefenjaA = 1, B =21 C = 2. Tako dobijamo jednakost
2+1 1 2 2
(x—13 " x—1 + (x—1)? + (x—1)%
£} U ovom sluéaju su vrednosti x — ! | x = 2 dvostruke nule polinoma koji se nalazi u ime-

niocu, pa se moZe pisati
22 —dx+3 A B n D
E . = - + + 5
M—6x3+ 1322 —12x+4  x—1 (x—-1)2 x—-2 (x—2)
_ AX —5Ax"+ 8Ax —4A + Bx2 —4Bx+ 4B Cx® —4Cx* +5Cx —2C+ Dx> — 2Dx+ D
N x—6x3 + 1352 — 12x+ 4 M —6x3+13x2 - 126+ 4
Odavde se dobija sistem jednaéina A+C=0, —-5SA+B—-4C+D=2,

8A—4B+5C—-2D = —4, —4A+4B—2(C+ D =3. Redenja ovog sistema su A =2,
B=1,C=-2,iD =3, paimamo
27 —4x+3 2 1 -2 3
63+ 32— 12x+4  x—1 * (x— 1)2+x—2+ (x=2)%" >

Slika 1.10. f(x) =d* Slika 1.11. f(x) = log,x

1.5.3 Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalna funkcija f(x) = a*, x € R, raste za a > 1 (slika 1.10 zaa=2) i
opada za 0 < a < 1 (slika 1.10za a = 1/2 - isprekidana linija). Funkcija je pozitivna
za sve x € R, pa nema nula. Eksponencijalna funkcija bijektivno preslikava R na
(0, 4o00).

Logaritamska funkcija f(x) =log,x, x > 0, je inverzna za eksponencijalnu funkciju
y = a'. Funkcija raste za @ > 1 (slika 1.11 zaa =2) i opada za 0 < a < 1 (slika
1.1l za @ = 1/2 - isprekidana linija). Nula funkcije je x = 1.
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1.5.4 Trigonometrijske funkcije

U ovom potpoglavlju £ uvek oznacava ceo broj, tj. k € Z.

Funkcija f(x) = sinx je definisana za sve x € R, i njen skup vrednosti je in-
terval [—1,1]. Neparna je i periodi¢na sa osnovhom periodom 27. Nule su u
tackama x = kw. Na intervalu oblika (—m/2+ 2km, /2 + 2kT) raste, a opada na
intervalu oblika (rt/2+ 2km,3n/2+ 2kn). Funkcija ima maksimume u tatkama
x = (4k+ 1)7/2, a minimume u tatkama x = (4k + 3)7/2 (slika 1.12).

by
g
1
0

\
Slika 1.12, f(x) = sinx

Slika 1.13. f(x) = cosx

Funkcija f(x) = cosx je definisana za sve x € R, i njen skup vrednosti je interval
[—1,1]. Funkcija je parna i periodi¢na sa osnovnom periodom 27. Nule funkcije su
u tatkama x = 1t/2 4 km. Na intervalu oblika (2km, {2k + 1)1t) opada, a na intervalu
oblika ({(2k 4+ 1)m, (2k + 2)x) raste. Funkcija ima maksimume u tatkama x = 2k,
a minimume u tackama x = (2k+ 1)x (slika 1.13).

sinx G §
Funkcija tgx = -je definisana za sve x € R za koje je cosx # 0, tj. na skupu
cosXx
¥, Ly
i 2
18 L%

Slika 1.14. f{x) =tgx Slika 1.15. f(x) =ctgx
R\ {(2k+ 1)m/2| k € Z}. Skup vrednosti je R. Funkcija je neparna i periodi¢na
sa osnovnom periodom 7. Nule funkcije su u ta¢kama x = k. Nema ckstremnih
vrednosti, i na intervalu oblika (—n/2 4 kx, /2 + kx) raste. Vertikalne asimptote
grafika su prave x = (2k+ 1)7t/2 (slika 1.14).

Funkcija ctgx = C?bx je definisana za sve x € R za koje je sinx # 0, tj. na skupu
sinx
R\ {kr| k € Z}. Skup vrednosti je R. Funkcija je parna i periodi¢na sa osnovnom

periodom ®. Nule funkcije su u tatkama x = (2k+ 1)1/2. Funkcija nema ekstrem-
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nih vrednosti, i na intervalu oblika (2km, (2k + 1)x) opada. Vertikalne asimptote
grafika su prave x = kT (slika 1.15).

1.27. Primer. Nacriati grafike sledecih funkcija:

a) f(x)= b) ' g(x) = e_(“"")z, m € R (Gausova kriva) .

2+1°

oi =
|

Slika 1.16. Slika 1.17.
a) Funkcija je definisana na R nenegativna ji:, parna ima (lokalni i globalni) maksi-
mum u x = 0, ¢ija je vrednost f(0) =1 (sL. 1.17).
b) Funkcija je definisana na intervalu (—oo,+e0, ), skup vrednosti interval (0, 1), ima
maksimum u tacki x = m. 1 ogranidena je na svom definicionom skupu, jer je
0<k(x)<1, xeR(sl 1.16).

1.5.5 Inverzne trigonometrijske funkcije

Osnovne trigonometrijske funkcije nisu monotone na svojim definicionim skupo-
vima. Zbog toga, da bi se uopste mogla definisati inverzna funkceija bilo koje od
njih, potrebno je prvo izvisiti restrikeiju polazne osnovne trigonometrijske funk-
cije na interval (po mogucstvu §to veci!) na kome ona jeste monotona, Inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija dobijaju prefiks "arc”, tj. arcsin, arccos, arclg i
arcctg,

Funkcija f(x) = arcsinx je, po definiciji, inverzna funkcija za funkciju Fi(x) =
sinx, x € [-7/2, /2], koja je restrikcija funkcije F(x) = sinx, x € R, sa R na in-
terval [—1/2,1/2]. Vazno je primetiti da na intervalu [—m/2, /2] funkcija F) raste,
a da je njen skup vrednosti interval [—1, 1]. Zbog toga je definicioni skup funkcije
finterval [—1,1], a njen skup vrednosti interval [—-1/2,7/2]. Dalje, funkcija f je
neparna, rastuéa i ima nulu u x = 0 (slika 1.18).

Funkeija f(x) = arccosx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju

Fi:[0,n] = [—1,1] datusa F(x) = cosx, koja je bijekeija. (Proveriti!) Defini-
cioni skup funkcije g jeste interval [—1, 1], skup vrednosti je interval [0, 7], i opada
(slika 1.19).

Funkcija f{x) = arctgx je, po definiciji, inverzna za monotonu funkciju
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e -
o 1 iz

Slika 1.18. f(x) = arcsinx Slika 1.19. f(x) = arccosx

Fi:(-m/2,%/2) =R, datusa F(x)=tgx. Funkcija f je definisana na celom
skupu R, njen skup vrednosti je (—m/2,7/2), rastuca je i neparna (slika 1.20).

by . y=m Ay

H ¥=x .
y=nlz / —m

o1 0 172

X

Slika 1.20. f{x) = arctgx Slika 1.21. f(x) = arcctgx

Funkcija f(x) = arcctgx je, po definiciji inverzna za monotonu funkciju F; : (0,7) —
R, datusa Fi(x) = ctgx. Funkcija f je definisana na celom skupu R, njen skup
vrednosti je (0,7), i opadajuéa je. Ova funkcija nije ni parna ni neparna (slika
1.21).

1.6 Razni zadaci

1.28. Primer. Nacrtati grafike sledecih funkcija:
1
a) f(x) =x+ vV b)f(x) = :
(x) f(x) s
d) flx)=3x—1]—|x+2|+x.

¢)f(x) =cosx+|cosx

3

A 220,
0, x<O.
b) Iz a) sledi da je data funkcija definisana samo za x > 0, i vaZi f(x) = 1/(2x).

Uputstva, a) Data funkcija se moZe izraziti kao f(x) = {

¢) Funkcija f je jednaka f(x) = 2cgsx, zzg ig;

je x€ U[-m/2+2kn,mt/2+ 2kn], odnosno f(x) =0 ako je x € U (n/2+
kEZ keZ

Znaci, f(x) =2cosx ako
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2k, 32 + 2kn).
d) Zax>1je f(x)=3(x—1)—(x+2)+x=3x—5.
Za-2<x<l1lje flx) ==-3(x—1)—(x+2)+x=-3x+1.

Konatno, za x < ~2je f(x)=-3(x—1)+(x+2)+x=—x+5.
=Xy x< =2

Znaci, data funkcija se moZe zapisati kao: f(x) =4 —-3x+1, -2<x<1; p
3x—35, x> 1.

1.29. Primer. Znajudi da je sinx < x <tgx, x € (0,7m/2), pokazati sledece nejednakosti:

a) |sinx| <|x[, xeR; b) cosx<m/2—x, x€(0,7/2);
¢) cosx> 1*.}.3/2, xeR d) costx—.xB'/3, x € (0,400).

Slika 1.22. f(x) =x+sinx Slika 1.23. f(x) = xsinx

1.30. Primer. Konstruisati grafike sledecih funkcija:

a) f(x) =x+sinx; b) f(x) =xsinx; ¢) flx)= ﬂ
d Jflx)= %nllx e) f(x)=sin (%) : B Fx) =xsin (i)

ReSenja. Grafici ovih funkcija su dati na slikama 1.22-1.27.

1.31. Primer. Konstruisati grafike hiperbolicnih funkcija:
X _ 2 e* L™

D fW=she="" b)) =che= 20
. oy ‘_ex_e—,x.. . 1+€f,1
c) f(x)=thx= o 4} Flix)=cthr= ey

ReSenja, TraZeni grafici su dati na slikama 1.28-1.31. »
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Slika 1.26. f(x) = sin’

1.32. Primer. Pokazati sledele jednakosti:

a) ch(x+y) =chx-chy+tshx-shy;
¢) sh(x+y) =shx-chyzxchx-shy;
thx+thy

¢ hixty)= Ty

J A

Slika 125, flx) = E

1_

~ =
y=x p="—x

Slika 1.27. f(x) = xsin!

b) ch(2x) = ch?x+sh?x;
d) sh(2x) = 2shx-chux;
2thx

B =

Uputstvo, Iz definicija funkcija sh i ch (zadatak 1.31) sledi za sve x € i

¢ =chx+ shux,

™ = chx—shux.

Na osnovu jednakosti &Y =¢*-¢, x,y € R, i prethodne relacije, sledi da za svako

x,¥ € R vaZe jednakosti:

& = chx+y)+sh(x+y) = (chx+shx)(chy+shy),
et = ch(x+y)—sh(x+y) = (chx —shx)(chy—shy).

1.33. Primer. Pokazati da za svako x,y € R vaze sledece jednakosti:

a) chx+chy= 20hx+y ch2?

N

x+y x—y
shx = Lh— _—
¢) shx+shy=2s 5 ch 5

x+y h

b) chx—chy=2sh—— 2

x+y {5

d) shx—shy=2ch oS Ty
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1
to

al

Slika 1.29. f(x) =chx

by }-T
1
L
=1 S 4,:7 —
o X | X
o I a1

A\ | » Ay
Fml ﬁ

Slika 1.30. f(x) = thx Slika 1.31. f(x) = cthx

1.34. Primer. Nacrtati grafike sledecih funkcija:

a) f(x) =sin(arcsinx);  b) f(x) = arcsin(sinx); ¢) f(x) = x/'e%.

ReSenja.

a) Funkcija arcsinx je definisana na intervalu [—1,1], i vazi f(x) =x, x€[-1,1]
(slika 1.32).

Slika 1.32. f(x) = sin(arcsinx) Slika 1.33. f(x) = arcsin(sinx)
b) Funkcija je definisana na celom skupu R, jer je |sinx| < 1. Periodi¢na je sa perio-
T
o x, —=<x<m/2
dom 27, i vazi (slika 1.33): f(x) = 2
T—x, T/2<x<3n/2.
¢) Funkcija je definisana na intervalima (0, 1) i (1,e0) i, na osnovu osobine logaritma,
vazi f(x) =x/18* = x18:10 = [0, p
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1.6.1 Parametarsko zadavanje krivih

Ncka su na intervalu I = [0, B] date dve funkeije x = ¢(t) iy = y(r), t € 1. Skup
svih tataka ravni koje su odredene koordinatama (¢(¢),y(t)), r € I (uz dodatne
uslove o difcrencijabilnosti funkcija ¢ i ), predstavlja krivu datu parametarski.

1.35. Primer. Nacrtati krive date parametarski, ako je a >0, t € R

) { x=a(t —sint); b) { x=acos’t; . {xar/(l+r3);

y=a(l —cost), y = asin’t, y=at>/(1+1).

Prva kriva se naziva cikloida, druga astroida, a treca Dekartov list.

by

Slika 1.34, Cikloida. Slika 1.35. Astroida.

Resenje.

a) Funkcija je y = f(x) definisana na skupu R, i po ¢ periodi¢na sa periodom 27. Na
osnovu sledeée tabele, moZemo nacrtati cikloidu (slika 1.34 za a=1):

r]0 n/4 /2 3n/4 T 3n/2 2n

x|0 a(x/4—ﬁ/2) a(m/2—1) a(3n/4—ﬁ/2) an | a(3n/2+1) | 2an

v|0 a([—\/i/il) a a(1+\/§/2) 2a a 0

I
: .

Slika 1.36. Dekartov list. Slika 1.37. Arhimedova spirala.

b) Akoje 0<r<m/2, tadaje 0<x<a (t=0,x=a,y=0, t=7/2,x=0,y=a).
Akoje m/2 <t <T, tadaje —a<x<0 (=7, x=—a,y=0) (slika 1.35 za
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a=1).
c¢) Slika 1.36 zaa=3. »

1.6.2 Krive date u polarnim koordinatama

7a svaku tacku A (x,y) ravni, izuzev koordinatnog pogetka 0 (0,0), postoje jed-
noznaéno odredeni polarni ugao @ € [0, 27[ i polarni radijus ili poteg p € [0, +oo]
takvi da je

X=pcos®,y=psin@.
Zapar (p,©) se kaZe da su polarne koordinate tacke A. Skup svih tacaka ravni koje
su odredene sa (p(9),9),¢ € («,B) predstavlja krivu zadatu u polarnim koordi-
natama.

1.36. Primer. Nacrtati sledece krive zadate u polarnim koordinatama (a > 0) :
a) p=at (Arhimedovaspirala); b) p=e® (logaritamska spirala);
¢) p=a(l+cos¢) (kardioida); d) p=a*cos(29),
gde se kriva d) zove Bernulijeva lemniskata.
ReSenje.
a) Naslici 1.37. predstavljena je Arhimedova spirala za a = 1.

Primetimo da kada polarni ugao ¢ raste od 0 do oo, tada i polarni radijus p raste

od 0 do oo,
¢) Na osnovu sledece tabele moZemo nacrtati krivu (slika 1.38 zaa = 1):
¢ 0 /4 /2 n/4 T | 3n/2 | 2n

0| 2a a(1+\/§/2) a a(l—\/i/z) 0| a |2a

d) Funkcija p = p(¢) je definisana za cos 29 > 0, tj. za ¢ € [-7/4,7/4]U[3n/4, 57/4]
(slika 1.39).p

Slika 1.38. Kardioida. Slika 1.39. Bernulijeva lemniskata.

Glava 2

Elementi linearne algebre

2.1 Matrice

Matrice se pojavljuju u mnogobrojnim primerima iz fizike i tehnike,

Matrica tipa /1 X n je pravougaona $ema brojeva koja ima m vrsta 1 n kolona i
zapisuje s¢ u obliku

ap 2 ... dip
(21 G2 ... 42

2.1
pil o weo p

Matrice se oznacavaju velikim slovima A, B,C, ...

e . 2 &5 w =t 8L ,
Na primer, matrica: A = 1| ¥© lipa2x 2, B= 1 0 2| jclpa
-1 2

2T 3
3 cosm —-1,2
3x3, C=| ¢ 2 | jetipa3x2,aD= In3 | jetipa3x L.
1 5 -1

Brojevi ajj, 1, j = 1,2,...,n, su clementi matrice (2.1). Element a;; je u i—toj vrsti
i j—toj koloni matrice.

Kvadratne matrice su onc matrice kod kojih je broj vrsta jednak broju kolona.
Red kvadratne matrice je broj njenih vista odnosno kolona. U prethodnom primeru
matrice A i B su kvadratne matrice, Matrica A je reda 2 a matrica B je reda 3.

Dve matrice A i B su jednake ako su istog tipa i ako su clementi jedne matrice
jednaki odgovarajuéim elementima druge matrice.

2.1. Primer. Odrediii koje su od sledec¢ih matrica jednake:

&1
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[ -1 0 5
1 0 5 In1? eV
ISR S P[P
i V32 3 : ] 1 2 -1 tg(n/4) —2log,2

[ sin(31/2) cos(m/2) €"°

0 1 I 0
D= tg(n/4) 2sin{m/2) ~1 |, H= E ] ; F= 3 ] 3
sin(m/4) —6In(y/e) 2272 [ Lo m2 [ 1 -2

ReSenje. Matrica B ima dve vrste i tri kolone, te je tipa 2 X 3 i nije istog tipa ni sa
jednom od matrica A,C,D, I i F, pa nije ni jednaka ni sa jednom od tih matrica.

Preostale matrice su kvadratne i to A 1 D su reda 3, dok su C,H i F reda 2.

Matrice A i D su jednake, jer je svaki clement matrice A jednak odgovaraju¢em
clemenlu matrice D i obmuto.

Na primer, element —1 u prvoj vrsti i prvoj koloni matrice A jednak je elementu
sin(3n/2) iz prve vrste i prve kolone matrice D; element 0 u prvoj vrsti i drugoj
koloni matrice A jednak je elementu cos(m/2) iz prve vrste i druge kolone matrice
D i tako dalje.

Matrice C i IT su jednake, a nisu jednake sa matricom F, jer je, na primer, element
tg(n/4) u drugoj vrsti i prvoj koloni matrice C jednak je clementu 1 u drugoj vrsti
i prvoj koloni matrice /1, a clement —21In, 2 u drugoj vrsti i drugoj koloni matrice
C jednak je elementu —2 iz druge vrste i druge kolone matrice f1.

Matrica F nije jednaka sa matricom C, a takode ni sa matricom H (elementi u prvoj
vrsti razmenili su mesta), B '

2.1.1 Sabiranje matrica

Neka su A i B dve matrice istog tipa m X n. Tada je zbir matrica A1 B matrica C
tipa m x n, ¢iji su elementi jednaki zbiru odgovarajuéih elemenata matrica A i B.
Vecoma je vazno naglasiti da sc mogu sabirati samo matrice istog tipa.

2.2. Primer. Date su matrice

3 2 1
A= 12 —-12 1 ,B:[_1 2 _3],C=[_7 2 8},

5 F T3 0 -2 0 3 —-12 3
76 5 22 6
D= 2 1 -1 ,H:H _;],F= 5 2 ],
—-15 9 55 -18 3

Urvrditi koje se od datih matrica mogu sabrati.
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Redenje. Matrice H i F ne mogu sc sabrati ni sa jednom od datih matrica, ni medu
sobom, Mogu sc sabrati matrice A i D kao 1 matrice B i C na sledeéi nadin:

[ 3 2 1 7 6 5
A+D = 12 —-12 1 |-+ 2 1 —1
| 2 -03 12 L—-15 9 55
i 3+7 246 1+5 10 8 6
= 1242 =120 1-1 | = 14 —-11 0],
| 2+(—15) 0349 12+55 -13 87 67
. -1 2 =37 7 =5
Bpo = [10 -3 0]*[—3 ~ig ]

10-3 -2-12 0+3

8
3
6 —~3 5
7 —14 3 a

S

Za sabiranje matrica istog tipa vaZi
zakon komutativnosti, tj. A+ B =B+ A.
zakon asocijativnosti, tj. (A+B)+C=A+ (B+ ().

Na primer, ako su date matrice A= [ bl ] , B= [ 5 10 ] ; O= ( —(I) i ] .

2 7 1 5!
Tada je
_— 1 -1 5 —10 0 3
avmec = (|3 ][ 78]+ 3]
e 41] 0 3]_[6 -8
B 3 10 -1 4|72 14/
odnosno
; N 1 =1
A+(B+C) = 2 7J+(

Nula matrica tipa m X n jc matrica ¢iji su svi clementi nule. Nula malrica je
neutralni element za operaciju sabiranja u skupu matrica istog tipa.
Na primer, neutralni elementi za operaciju sabiranja matrica tipa
000 .
3x3jc | 0 0 0|, 2x3je [8 8 8] Ix2je '[8 8]
0 0 0
Skup matrica istog tlipa u odnosu na operaciju sabiranja matrica ¢ini komutativou
grupu.
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MnoZenje matrica brojem

Matrica se mnozi nckim brojem tako §to se svaki clement te matrice mnoZi tim
brojem. Za proizvoljne realne brojeve A i g i proizvoljnu matricu A vazi da je
(M)A =2(A),  (A+pA=rM+pA.

Na primer,

pa— 5 =2 2

5 o 4 g B 3 (12 -6 4 G ~3 &
200 3 101=lo 26 2> 5|10 82|=|5 41
<118 -6 0 g =g 2

Matrica —1-A oznacava se sa —A i vaZi A+ (—A) = —-A+A = 0, gde je O nula
maltrica istog lipa kao i matrica A.

Oduzimanje matrica definiSe se na slede¢i natin: A—B=A+(—B).

2.1.2 Mnozenje matrica

Neka su dale dve matrice, matrica A tipa 2 X 2 i matrica B tipa2 x 3
ay ap bu b bis
A= , B= ;
az am by b bos
Proizvod matrica A i B je matrica C &iji sc clementi dobijaju na sledceéi nacin:
e ez ez | _ | an an bit bin bia
€21 € 03 ax  an bay baa b3
[ an-butan-bay an-bntan-bn an-biztan-bas
T an-butan-by an-bptan-bn an-biytan-by |
Svaki element matrice C' se moZe izraziti kao
Cij = CI;'][)]J,‘ —i—a’fgbgj, =12, §=1,2,3.
U opstem slu¢aju mnoZenje matrica definiSe se na sledeci na€in.
Necka je matrica A tipa m X n i matrica B tipa n X p. Proizvod A - B matricaA 1 B je
matrica C tipa m x p takva da je
Cij:Gilblj+af2b2j+---+ainbnj: i=132:"'1]n= j:1121"'!1)‘
Primetimo da sc mogu mnoZiti samo one matrice kod kojih je

broj kolona prve matrice A u proizvodu A- B jednak broju vrsta druge matrice
B u proizvodu A - B.
Kvadratne matrice istog reda se uvek mogu mnoziti. Na primer, imamo

2 2 4 ~1:242:(=7) —1-4+2-11
s]'[q 11]_[3-2+(—5)-(—7) 3-4+(=5)-11

A-B = 3 .

»r
_ [—16 18]_

1
Bl —43
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1 2 -1 0 é i g
C-D=|7 -5 8 3
0 2 =30 o 0 0
6 -1 -2
1+12+94+0 3+8+0+0 54+4+0+0 22 119
=| 7-30-724+18 21-204+0-3 35-10+0-6|=| =77 -2 19
0+12+2740 0+84+0+0 0+4+0+0 39 8 4

Matrice A i B su tipa 2 X 2, i matrica A - B je istog tipa,

Matrica C je tipa 3 x 4, dok je matrica D tipa 4 % 3, i one se mogu mnoZiti.Naime,
matrica C ima tri vrste i Cetiri kolone i ona, kao prvi faktor u proizvodu, moZe se
mnoZiti sa svakom matricom koja ima Cetiri vrste, a takva je matrica D (ima cetiri
viste i tri kolone). Dobijena matrica C'- D ima tri vrste i tri kolone, znaci onoliko
vrsta koliko ima matrica C (tri) i onoliko kolona koliko ima matrica D (tri).

Zakon komutativnosti za mnoZenje matrica ne vazi,

Ako matrice nisu kvadratne, tada je o€igledno, a na slede¢em primeru éemo pokazali
da komutativnost ne vazi ni za kvadratne matrice.

o 0 1 5 7 6 5
AP = | F =2 0| =7 =& Ll=] 4 I ~87{,
0 —4 2 0 0 —4 | 28 16 —12
0 1 5 3 i 1 -7 =22 10
BA = | -7 =4 1|-| =7 =2 0|=| 14 11 -5
0 0 -4 g —4 F 0 16 -8

2.3, Primer. QOdrediti koje se matrice mogu mnoZiti { igmnoZiti il.

-1 6 a2 = 10 -2
a)A = 3 3]; b)B=| -9 0 5 [: c)C:[ —'];
- 301 4 3o-1 4
4 —6 -5
—12 )
an=13% @&z @.J:{lg : ;1}; nrE=| 2 |:
3005 : 1
2 0 3
- R 8 5 0 1
gG= :; 5 2 |: hWH=|1 -4 =2 3 |=
1 o 4 0 0 4 -2

ResSenje. Matrica A ima dve kolonc, pa se moZe mnoZiti samo sa matricama koje imaju

dve viste a to su matrice C'iJ. Imamo da je
_ o6 11 o0 —=2] [17 -6 26
ac = [3 —3J'[3 o 4J_[—6 3 —18]’
L Bet B w 12 2] [ 8 6 26
At = [ 3 —3][ 3 -1 4}_[21 —33 —18]‘
Dobijene matrice imaju dve vrste kao i matrica A i tri kolone kao matrice C'iJ.

Matrica B ima ui kolone i moZe se mnoZiti sa matricama koje imaju tri vrste, a to
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su matrice D, F 1 1.

o]
]
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-1
oo
-0 I

|
W
R
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2 -8 -16 12
=72 —-45 20 -19
25 11 14 =2
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1

L =4
0 0
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Dobijene matrice imaju tri vrste kao i matrica B. Prva matrica ima dve kolone,
druga jednu a treca Cetiri kolone kao i matrice D, F i H u proizvodima B-D,B-F i
B - H, respektivno. Dalje je

. [1 owz]rggg [‘—6 0—11J
o _ 1 =1 9 2 |
3 -1 4 R 21 10 2
s e -6
1 0 -2 N, R
co-] 15 %] ).
3 -1 @] E 5} 19 2
- [5
1 @ =2 7
C'F:{ . 2 :[ ]’
3 -1 4| E } =15
C‘”i{l 0 -2 f' j 3 g [s 5 =B 5]
= » s =t 7 = ) L ]
3 1 4] 0 0 1 - 23 19 18 -8
(4 —6 ] L6 - 49
DA=|5 0 {‘3 _’3]= -5 30 |,
| 3 5 | 12 3
I —6 -
4 -6 Y @ & 1“4 6 -32
DC={5 0|5 _; 4l=]5 0 -0,
|3 5| 18 -5 14

L
=]

4 -6 o R
P =ty
D= {12 ’ ”: 50 —60 —10 |. >
- 45 —41 14

Ako su A, B i takve matrice da su proizvodi A - B i B-C definisani, tada su defini-
sani i proizvodi (A-B)-CiA-(B-C) 1 vaZi asocijativnost

(A-B)-C=A-(B-C),
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Sto ilustruje sledeéi primer.

g 2 "
ame = ([& TIN5 7
-5 2
4 =D 18 10 —10
= -8 14 [“5 '; 'f] 54 —74 2 |,
= 17 -93 35 25
C o o
0 -3 2 4 =2
vwa = | s 4 ([ 5 7] )
5 = ] -5 3 1
[0 =21 18 10 -10
= 6 4 -[__195 :2 _53]-: 54 —74 2
| -5 | -93 35 25

Za svake tri matrice A, B i C vazi

A-(B+C)=A-B+A-C (leva distributivnost mnoZenja matrica u odnosu na sabi-
ranje malrica);

(B+C)-A=B-A+C-A (desna distributivnost mnoZenja matrica u odnosu na
sabiranje matrica);

k(A-B)=(kA)-B=A-(kB), keR

pod uslovom da su proizvodi koji se gore pojavljuju definisani,

Proizvod matrica A i B moZe biti nula matrica i kada su matrice A i B razli€ite od
nula matrice,

Skup kvadratnih matrica reda a ¢ini u odnosu na operacije sabiranja i mnoZenja
matrica prsten.

Kvadratna matrica reda n &iji su clementi na glavnoj dijagonali jednaki jedinici a
ostali nule naziva se jediniéna matrica i oznacava sa E ili [.

Vazi relacije A-E = E - A, gde je E jedini¢na matrica reda n a A proizvoljna
kvadratna matrica reda s.

Kvadratna matrica reda n €iji su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli
naziva sc dijagonalna matrica. Na primer, jedini¢na matrica reda 3, je

1 00 3 0 0
E=10 1 01}, a A=| 0 =2 0 | jcdijagonalna matrica.
0 0 1 0 0 5
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2.2 Determinante

3 - g 5 L L | d1 diz | .
Determinanta drugog reda koja je pridruZena matrici [ J J jeste broj
dz) a23
dap dja . . -
D= =ay1-dx —az;-arn je. Determinanta trefeg reda
day  ar
a1 apz di3
detA=| axy an dn (2.2)
3] a3 dsz3
apy ap ds
je broj pridruzen matrici A = | a1 axn a3

asp  diaz 4z

Viste, kolone, glavna i sporedna dijagonala determinante su istovremeno vrste,
kolone, glavna i sporedna dijagonala matrice kojoj je pridruZena determinanta,
Matrice i determinante i pored toga §to slicno izgledaju sustinski sc razlikuju. De-
terminante uvek predstavljaju broj, dok matricc nemaju brojnu vrednost,
Elementi determinante su oznaceni kao i kod matrice sa a;;, gde prvi broj i odreduje
vrstu, a drugi broj j odreduje kolonu u kojoj se a;; nalazi. Tako, na primer, clement
a3 pripada drugoj vrsti i trecoj koloni, Zbir brojeva i i j tj. broj i + j moZe bili
paran ili ncparan, §to odreduje parno odnosno neparno mesto elemeita a;; j ude-
terminanti. Tako sc element aa3 nalazi na neparmom mestu (jer je 243 = 5), dok
sc element a33 nalazi na parnom mestu (jer je 34+ 3 = 6). Ako sa + i — oznadimo
respektivno parna i neparna mesta, tada je njihov raspored u delerminanti treéeg

e o o
redadatsa| — + -

I + - +
Determinanta drugog reda, u oznaci M;;, zove se minor ili subdeterminanta za
element a;j, 7, j = 1,2,3, i obrazuje se tako $to sc iz polazne determinante treéeg
reda (2.2) izostavi i—ta vrsta i j—ta kolona u kojoj se element a;; nalazi, pa pre-
ostali elementi obrazuju determinantu drugog reda M;;. Tako se minor M, =

a2 2 o . - . iy §
= U3 dobi ja climinacijom prve vrste i prve kolone u kojima se nalazi cle-

a3 d33
ment apg.

Kofaktor ili algebarski komplement clementa a;; je izraz A;; = (=1 My 4. o
je minor za dati element g;; ; pomnozen sa +1 ili —1 u zavisnosti od parnosti l'n(:\td.
na kome se ay; ; nalazi.

Na osnovu toga determinanta treéeg reda iz relacije (2.2) jednaka je (razvijanje
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determinante po i—toj vrsti)
app ap a3
ax an a3 |=anAj+aplAp+apAi, zasvakoi=1,2,3.

azy dsz a3z
Na primer, vazi

app dip a1y
ax dn3 €ty d23 azl d»
dai axn oy |=dn - = a2 +a;;3
a3z as3 asl das azp ds
azy  dsa diyy
Necka je data determinanta
1 2 -1
D=3 1 4 1. (2.3)
2 -1 3

Odredi¢emo njenu vrednost razvijanjem po elementima prve vrste.

R I A LRI
12 1 3 -1 3 2 3 2 -1
= 1 (@B={=4) =2:(9—=8)=(=3=2)=7-2+5=10.
Razvijanjcm po clementima trece kolone dobijamo
[ 1 ’ .
o= |5 g2 Aol s
2 —1 3|

= —1-(=5)—4-(=5)+3-(=5)=10.
Determinante treceg reda mogu se izraCunavati i pomoéu Sarusovog pravila :

Iza treée kolone polazne determinante treceg reda dopisu se prva i druga kolona, pa
sc izmnoZe elementi na "silaznim " dijagonalama ™\, i dobijeni rezultati saberu. Od
toga sc oduzme zbir proizvoda clemenata po "uzlaznim” dijagonalama . Dakle,

P L

ayy 12 13 ayp Ay
vy h" h™ A
7 '
aa) a2 axn @l ax
% N N
# . Y
aij 3o 33 azly a3
NN N
+ o+ 4
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= ay1anays +aaas +ai3az azn — (a13a00631 +a11023032 +a12021433)-
Na primer, po Sarusovom pravilu determinanta (2.3) je jednaka

i % -1 &
D = |3 1 4|3 1 =113+2-4-24(=1)-3-(=1)
2 wd F|R =1

~(2-1-(~1)+(~1)-4-1+3-3.2)=22—12=10.

2.2.1 Osobine determinanti

1. Vrednost determinante se ne menja ako se vrste zamene kolonama ne me-
njajuéi poredak.

Prema tome vrednost determinante se moZe dobiti razvijaniem po elemen-
tima bilo koje vrste ili kolone, a ne samo razvijanjem po ciementima i—te
vrste.

2. Ako dve vrste (ili kolone) zamene mesta determinanta menja znak.

3. Determinanta se mnoZi nekim brojem tako $to sc elementi jedne vrste (ili
kolonc) mnoZe tim brojem.

4. Vrednost determinante je jednaka nuli
ako su bilo koje dve vrste (ili dve kolone) jednake,

ako su elementi jedne njene vrste (ili kolone) proporcionalni odgovarajucim
clementima druge vrste (ili kolone),

ako je jedna vrsta (ili kolona) jednaka linearnoj kombinaciji drugih vrsta
(ili kolona).

5. Vrednost determinante se ne menja ako se clementima jedne njene vrste (ili
kolonc) dodaju odgovarajuéi elementi druge vrste (ili kolone) prethodno
pomnoZeni nekim brojem.

Navedena osobina se ¢esto koristi pri izratunavanju determinanti.

6. Vrednost determinante &iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki
nuli jednaka je proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.

7. Ako je svaki clement k—te vrste determinante treéeg reda (2.2) prikazan kao

aij zbkf+ckj: J: 1,2,3,
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tada je determinanta (2.2) jednaka zbiru determinanti Dy + D3, €ije su sve
vrsle, izuzev k—te, jednake vrstama determinante (2.2), k—tu vrstu deter-
minante Dy obrazuju clementi byp,by2,b13 a k—tu vrstu determinante Do
obrazuju elementi ¢g1,Cka,Cha-

Analogna osobina vaZi i za kolone, §to sledi iz osobine 1. determinanti,

Navedeno pravilo se jo§ naziva i pravilo sabiranja determinanti.

Na primer, zbir dve determinante je

1 3 0 1 30 1 3 0
1 2 3 /4+/5 7 9|=|6 9 12
2 1 2 2 1 2 2 L 2

Primetimo da determinante koje se sabiraju imaju prvu i treéu vrstu jednake, a
razlikuju im se samo druge vrste. Zato determinanta koja predstavlja njihov zbir
ima jednaku prvu i trecu vrstu kao date determinante, a druga vrsta je jednaka zbiru
odgovarajucih clemenata druge vrste datih determinanti,

1 2 3
Primetimo da je | 4 5 6 | =0. Elementi trece visie su lincarne kombinacije
7 8 9

clemenata prve i druge vrste tj, 7=2-4—1, 8=2-5-21i 9=2-6-13.

2.2.2 Determinante viSeg reda

Determinanta reda » data je sa

aip diz ... dig
a a» ... dy
=anAn +apdAp+...+ @A (2.4)
dol a2 --- dup
odnosno,
a1 ap .- dip
dar) da2 ... A2y
) =apAn +apAn+ ...+ aipAis, (2.5)
Uyl g2 .. Qpp

zasve i =2,...,n. Pri tome je Ay, j=1,2,...,n kofaktor ili algebarski komple-
ment clementa ayj, j=1,2,...,n, i definisan je analogno kao i kod determinante
tredeg reda. Dakle, A;; = (—1)"7/M;;, gde su M;; minori ili subdeterminante za
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clement «.,, j=1,2,...,n. Dakle, izraunavanje determinante reda n se svodi na
izraCunavanje # determinanti reda n— 1.

Determinante reda n imaju analogne osobine kao i determinante treCeg reda.

2.4, Primer. Izracunaii sledece determinante:

‘ 2 L F 01
1 10 2002 11 2 -1 1 3 {311 1
i 19 2003 ) b)l 4 0 4 ol 1 1 4 1 1
110 0 -1/ I -1 -1 =1V 1115 1
110 2002 12\ 2 2 & 3 1111 6|
Resenja.

a) Ako prvu vistu pomnozimo sa —1 i dodamo drugoj, trecoj i Eetvrtoj vrsti dobijamo
determinantu &iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli, te je

T 10 2002 11 110 2002 11 iy i
I 9 2003 3 0 -1 1 -8 B

L 18 0 -1 |0 0 -2002 —-12 | 8 —200(2) —1]2 = 2002.
1 10 2002 12 0 0 0 1

b) Dodavanjem prve kolone drugoj, trecoj i €etvrtoj koloni dobijamo

2 -1 1 3 2135
(o4 0 4| _|rsaus|_|232_0 2
1—1~1—1—1000_475_3;0
2 2 5 3| 24 75
a4
:5-‘2 i‘:uo.
0
2111 1 211 1 1 .
’13111 —12000‘ éééé
511411:—10300=—0300
1115 1 100 4 0 il
11116 1000 5
el 11 2 11
+5 T1 28 ol=24+5(]2 0 0|44 -1 2 0| =304 »
ol i 1 03 0 -1 0 3
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2.2.3 Inverzna matrica

Ako je maltrica A tipa m X n data sa

an diz ... dig il d2 ... dml

dx1 axp ... 4y ’ daip dn ... dp2
A= , tadaje A'=| . ; . . ;

Am1 App oo Amy Al A2 «ao Opa

transponovana matrica matrice A.

Primetimo da je matrica A’ tipa n X m, odnosno, elementi vrsta matrice A su cle-
menti kolona matrice A’ i obrnuto. Na primer,

4 3 1 4 -1 2

zamatricu A= | —1 0 1 |,transponovana matricajeA’'=| 3 0 0 |,
2 0 5 1 15
1 -3 1 L7
a za matricu B = [ 4 01 ] transponovana matricaje /= | -3 0
1 I

Ako je kvadratna matrica A jednaka svojoj transponovanoj matrici, tada za takvu
matricu kazemo da je simetri¢na matrica.

Izraz “simctricna” poti¢e od Cinjenice da je za kvadratne matrice A tipa n X n, koje
su simetriéne, a;; =aj, zasve i, j = 1,2,...,n.

51 =2
Na primmer, matrica A = 1 4 7 | jesimetriéna, jer je jednaka svojoj transpono-
-2 7 =6
vanoj matrici A'.
a ap ... dig
. . ar1 o2 ... A2y R . .
Neka je matrica A datasa A = | | ; ; . i ncka je A;; algebarski
Uyl dp2  --- Uup
komplement (kofaktor) clementa a;; u determinanti matrice A, Tada sc maltrica
App An ..o Ap
Ap An ... Ap , ) . ) .
AT = | . ) ) . , naziva adjungovana matrica matrice A. Prime-
Aln A?.n Anu

timo da se kofaktori Aj; u adjungovanoj matrici A* nalaze na istom mestu kao i
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njihovi odgovarajuéi clementi a; u transponovanoj matrici A’ matrice A. trica.
. . 7 3 , 7 =1 Svaka regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu.
Na primer, za matricu A = | 5| Je Al= 3 s ]
- Kvadratna matrica jec regularna ako i samo ako je detA razliCita od nule.
Kofaktor za clement 7 je 5; za element —1 je —3;57,3 clement 3 je 1; za element 5 Inverzna matrica A~ za regularnu matricu A odreduje se na sledeéi nadin:
je 7. Prema tome, adjungovana matrica je A™ = " ) =) 1 *
1 7 A7l = —— A7,
detA
-1 2 =5 -1 3 6 Inverzna matrica jediniéne matrice je jedini€na matrica istog reda.
Za B= 3 0o =21, iB = 2 0 -1 imamo I T g b £ = atrice ie dat trica. t i relaciis A_l =R,
6 —I iq _5 _2 4 nverzna matrica inverzne matrice je data matrica, ., vazi relacija ( ) =A.
Matrice A i A™! su uzajamno inverzne.
(o —1] | 2 -1 > ol Matrice A i A~' su komutativne.
-2 4 -3 4 =5 =2 ; L , 2 ;
2.6. Primer. Odrediti inverzne matrice sledecih matrica:
| _| 36 -1 6 -1 3 7_;;_22__;; 1 -2 3 -1 -2 2 _g 2_3_2
-2 4 -5 4 -5 -2 i ) a)A=| 3 0 11]: b)B= 6 3 -1]|; D= o
-3 11 -6 1 53 > 1 -2 0 -3 0
| 4 =2 1 0
-3 6] | -1 6 13
i 0 -1 2 -1 2 0

1 3 4
- Resenja. a) detA = 4, a transponovana matrica matrice A je Al=| -2 0 0 |.Ad
Jediniéna matrica je simetri¢na, pa je jednaka svojoj transponovanoj matrici, a 31 2

takode je jednaka i svojoj adjungovanoj matrici. jungovana matrica matrice A je

[ ]oo| _|-20 \ l -2 0
2.5, Teorema. Ako je A kvadratna matrica tada je A-A* =A*-A=dctA-E. 1 & v 2 31 0 4 -2
A |341 14‘ ‘13 _| 2 —10 3
- =L L 2 3 2 e AL e
U prethodnom primeru je A-A* = 73S 3 = 380 =-38E, ! 0 -8 6
-1 5 17 0 38 3 4 i 4| 1 3
detA = 3§, detB = —311 0 0 l 1 -2 0 l -2 0
-1 2 =5 -2 -3 -4 =31 0 0 - )
B-B*= 300 =2 || =24 26 —17 | = 0 -31 0| ==31- Prema tome inverzna matrica A~ matrice A je
6 —1 4, -3 11 -6 0 0 -31 I | 0 4 -2 0 1 -1/2
E. Al = A== -2 =10 8 |=]| -1/2 -5/2 2 |
Actd 41 0 -8 6 o =2 32
Kvadratna matrica A je regularna ako postoji kvadratna matrica B takva da je
Al B 1 -2 3 0 1 -1/2 1 00
ZaistajeA-A"'=1}13 0 1 [-| =1/2 =5/2 2|=]010].
Moze se pokazali da za kvadratne matrice vazi sledeca ckvivalencija: 4 0 2 0 -2 352 0 0 1
A-B=E < B-A=E. b) U ovom sluéaju je
Inverzna matrica matrice A je kvadratna matrica, koja sc oznacava sa A~ koja 1 -2 2 iy g D
zadovoljava uslov A-A~1 = A ATl =E. AR & 3 —f|=1 ®B=|=2 3 1,

Kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica naziva sc singularna ma- -2 1 =2 2 ~1 —2
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r ‘ 301 2 1 =% 3|7
| -1 =2 7| 2 =2 2 -1
[ -5 -2 -4
. 6 =2 -1 -2 -1 6
B = 7‘_1 = S 7. 5 :I- 4 6 11 |.
2 5 9
[6 —2 -1 =2 -1 6
| |3 | T| -2 1 -2 3| ]
Prema tome je
. R s )
*':1 Br=1-1 14 6 11 |=| 14 6 11
SR 2 s 9 12 5 9

¢) Determinanta matrice C jednaka je nuli tako da ne postoji inverzna matrica C™' za

matricu C.

d) deth =

-2 =2 4

e 2 0 -2

0 -3 1
12 0
20 0

a3 *

paje DT = ] 0
8 —12

0 -3 0
2 -2
Yy =24,
0 -3 0
-2 1 0
g 0 =3
| <8 =8 |
0 0 0
0 -2 4
3 ~3 1
0 0 0
0 -2 4
~jl O -2
0 0 0
0 -2 4
06 0 =3
=3 -3 1
-12 0
~B =2
o o0}
=T

0 -2 -2 4
yo| 0 2 0 -2}
-3 0 -3 [
0O -2 0 0
g <9 0 2 0]
3 0 1| = -3 0 -3
O ~Z M g =2 D
0 -2 4 i -3 .8
| B B <5 W B
0 -2 0 0 -2 0
0 ~F 4 § = w2
¢ Z - -lo 2 o0
0 -2 0 0 -2 0
0 -2 4 0 =8, =8
= & '3 =2 0 2 0
-3 0 1 -8 o -5
1/2 0 ~1/2 0
-5/6 0 -1 el
—1/3 0 0 0
~1/3 =lfp =12 12

2.7. Primer. Regiti, tamo gde je to mogude, matricne jednacine A-X =B, X-A=28,
ako su A i B date matrice, u X nepoznata matrica, gde je

[1

; B{

2 0

a) A= 5 ~1
| -3 0

1 =1

b) A= —1 i
=3 np

3 ]
0
_4~
£
-2

_4—

0
I

2 3
-1 0 |;
0 1

2.2. Determinante
1 =1 2] 0 3 1
¢) A= 0 5(, B=| 2 1 =2
| = 3 0 -3 -1 0
3 —4 2] 01 30
d) A= -3 0 31, B=|2 1 0 0
-3 21 | 01 0 2

Re$enja. AkojeA-X =B, tadaje X =A~'-B, aakoje X-A =B, tadaje X = B-A7!,

$to znadi da treba prvo odrediti matricu A™",

a) Matrica A je tipa 3 X 3, te je i njena inverzna matrica istog tipa. Malrica B je takode

istog tipa, pa se mogu odrediti proizvodi A=!-BkaoiB-A~

g 9 3] -4 0 -3
OvdejedetA=|5 -1 0 |=-1, A7'=| -20 -1 -15
-3 0 4 3 0 2
jednacine A- X = B dato sa
—4 0o =3 1 2 3 -7
X=A""B=] =20 -1 15 |- 0 ~1 0 |=]| —-35
3 0 2 1 0 1 5
Resenje jednacine X -A = B je
‘ I 2 3 ] . 0 =3 -35
X=B-A"=|0 -1 01| =20 -1 -15 | = 20
1o o1 30 2 -1
Obratiti paznjudaje A~ -B#B-A"L
3 3 1
_ 2 T 7 _
b) lzdetd =4, A~1= =L § ldede
-1 -1 0
5 3 1 1 3
2 1 7 ]
x=atp=| L0 |=] ]
-1 =1 0 0 -2
Proizvod B-A~! se nc moZe odrediti.
-8 s 3
¢) Uovomsludajujedetd =2, A~'=| -2 1 -7 |,
3 -1 1

, le je reSenje

—8
-39
6

—_
o

—15

. =175

11

—-27
15
-1
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[ =it eg 0 3 1 ¥ -1 - % ReSenje. Na primer, ako u matrici A izostavimo drugu kolonu, tada dobijena kvadratna
X=A"1B=| -3 = 2 1 =2|=| 3 -6 -3, 10 0 100
[ 4 = 1 3 =1 0 i« 7 5 podmatrica ima determinantudet| 0 0 0 | =0 0 0 |=0.Analogno se po-
XY=B.A-1= 0 —1 2 . 1| _4a 9 _15 kazuje da su i sve druge podmatrice treceg reda matrice A singularne.  Postoji,
-5 _2 2 % 1 % 225 —~10 3 medutim, regularna kvadratna podmatrica drugog reda ¢ija je determinanta razlicita
i 10 0 od nule. Naime, dct[ (1) 2 } = (]) (3) =3#0.
. — —1 i i =
d) SadajedetA=—6, A7 = 3 -3 3 g ’ Prema tome je rangA = 2. b
1 100 01 30 -3 234 . ¢ is . -
x=a-lp=l.| 23 2 o 2100|=|-3 33 s 2.3 Sistemi linearnih jednacina
2l-102] o102 2.9, % %
Jednacina oblika
I u ovom slu€aju proizvod B-A~! se ne moze odrediti, B aix; +aaxo ... Faux, = b, (2.6)

gde su nepoznate xj,xa,...,X,, jeste linearna jednacina. Recalni brojevi ay,a,
2.2.4 Rang matrice ..., d, su koeficijenti, a realan broj b je slobodni €lan lincame jednacine.
Linearna jednacina (2.6) je homogena ako je b = ().
Neka je data matrica A tipa m x n. Kvadratna podmatrica matricc A, reda manjeg

g . . . . . . N Cesto se nepoznate u jednaéini (2.6) oznadavaju sa x, y, 2,1, .. . ,.
ili jednakog od min(m,n), je matrica do koje se dolazi precrtavanjem odredenih SeskysEeg JecmenA26) ! syt

vrsta 1 kolona matrice A. Na primer, jednacine
5 2 -1 2x o :
1 -3 3 S5x14+ 2% — 8x3 =0, 5 0.7y=4, 2x+ \/§y+ 127 = —0.5 jesu lincarne jed-
N4 primer, malrica A = 0 6 1 |ma ¢etiri podmatrice reda tri i jedna od natine:
L-1 4 3 xy+y—z=8, 3+3y+3z=3, 5sin(2x)+ 3y — xz* = 5 nisu lincarne jed-
e [ 5 2 -1 . ‘ ' ) _ natine.
njih je 1 -3 3 |, dokoje se dolazi precrtavanjem trece vrste matrice A.
[ -1 4 3 Sistem od # linearnih jednacina sa n nepoznatih x;,x2,...,.x, jc sistem
. s 2] ... . : : .
Matrica, reda dva, 1 3 J , je jedna od podmatrica matrice A koja se dobija anxitapxt...vagpx, = b
precrtavanjem trece i Cetvrie vrste i treée kolone matrice A. anxi+anx+...+amx, = b 27
Rang matrice A je red njene regularne kvadratne podmatrice, takve da su sve : : .
kvadratne podmatrice veéeg reda, ako postoje, singularne. d, ¥ Aol e At = b
Rang matrice oznacava sc sa rangA.
Rang matrice je broj koji je manji ili jednak od broja vrsta ili kolona tc matrice. Ako su sve jednadine u (2.7) homogene, odnosno ako je by = by = ... = b, =0,

tada je sistem (2.7) homogen,
Resenje sistema (2.7) je uredena n—torka realnih brojeva (x1,x2,. .., %), takva da

1 00 0 . . g T
2.8. Primer. Odredili rang matrice A= | 0 0 0 0 njcne k()mp(mcnlc X1,X2,. .4, zad()voljava_]u SVCJCdHaCII’lC sistema (2.7).
0 2 3 4 Resenje (ay,aa,...,a,) sistema (2.7) ¢emo zapisivati u obliku
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X =4y, X = dan, §.45 Xy = dy.
Sistem lincarnih jednacina je
saglasan (mogué, resiv, konzistentan) ako ima bar jedno resenje,
nesaglasan (nemogué, neresiv, kontradiktoran, protivre¢an ) ako nema nijedno
rcienje.
Ako sistem ima (a€no jedno reSenje (j. jedinstveno reSenje, tada sc kaZc da je
odreden.

; : x—y=1 s mcon S T
Na primer, sistem . je odreden, jer ima jedinstveno refenje x=2, y=1.

x—y=1
Sistem =ty tivredan, jer nema reSenja
B — =5 je protivredan, jer Senja.
Sistem %’:}_2;7 i g je homogen i ima samo trivijalno reSenje x =0, y= 0.
. ty—z=-2 . . .
Sistem ()iizy 42— 4 je saglasan, jerimarcSenje x =1, y= -3, 2= 2,

Lako sc proverava da sistem nije odreden, jerjex =t¢, y=5—8r, 2=5-3t,za
svako ¢ € R, takode reSenje datog sistcma.

x+2y+3z=0
Homogen sistem  4x+45y+6z=0 ima trivijalno re§enjex=0,y=0,z=0,a
Tx+8y+9z2=0
takode i netrivijalna reSenjax =, y=—2t, z=1, zasvakor € R.
Dva sistcma linearnih jednacina su ekvivalentna ako je svako refenje prvog sis-
tema i reSenje drugog sistema i svako refenje drugog sistema je i reSenje prvog
sistema.
+y = 7 —x +5y = 13
=2y = -—4° gx —4y = 4

isto refenje x =2, y = 3.

Sistemi su ckvivalentni, jer imaju
Za svaka dva protivreéna sistema kaZzemo da su ekvivalentni. Ako se u datom sis-
temu izviSe sledece transformacije sistema:

medusobna zamena bilo koje dve jednacine sistema;

mnoZenje bilo koje od jednatina sistema brojem razli¢itim od nulc;

jedna jednacina sistema sc pomnoZi nekim brojem i doda nekoj drugoj jed-
nadini sistema,

dobija se ekvivalentan sistem jednacina.
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2.3.1 Gausov metod eliminacije

Gausov metod eliminacije sastoji se u tome da se pomocu gore pomenutih trans-
formacija izvrsi climinacija jedne po jedne nepoznate iz jednacina sistema. Poka-
zacemo to prvo na sistemu od tri jednacine sa tri nepoznate. Sistem jednadina

x =y +2z = 8
-2x +y 4z = -5 (2.8)
4x —y -3z = 7

transformiSimo na sledeéi nadin.

Prvu jednaCinu sistema ne transformiS$emo, ali je pomnoZzimo sa 2 i dodamo drugoj
Jjednacini ( tako eliminiSemo nepoznatu x iz druge jednaéine). Ako prvu jednacinu
pomnoZimo sa —4 1 dodamo treéoj jednacini tada ¢emo eliminisati x iz wece jed-
nacine. Posle toga ekvivalentan sistem je oblika

xro=y 42z = 8
-y 45z = 11 .
3y =11z = =25

Sada drugu jednacinu pomnoZimo sa 3, a zatim je dodamo trecoj, koja sada ima
samo nepoznatu 7. Tada imamo sistem

x =y 42z = 8
-y +5z = 11.
4z = 8

Ovako dobijen sistem je ekvivalentan sa polaznim sistemom. Iz poslednje jed-
nacine dobija z = 2. Iz druge jednacine je y=—1, a iz prve je x+ 1 +4 = §, j.
x=3.

Prikazimo sada Gausov metod eliminacije u opstem slu¢aju. Ncka je dat sistem od
m jednacina sa n ncpoznatih

apxy+apxt+...tanx, = b
a1 Xy +anx2 + ...+ ayx, = b

. (2.9)
amX1 +apexa+ ...+ dypky = Dy

takav da je kocficijent ap; # 0. (Ako je, na primer, u prvoj jednadini ay, = 0, tada
sc za prvu jednaCinu moZe uzeti ona jednacina kod koje je koeficijent uz x; razlicit
od nule.)

ve . s . ang . s . .
PommnoZimo prvu jednadinu sistema (2.9) sa ——— i dodajmo je drugoj. Nas-
ap

. . g . . Ve O hyl . .
tavimo ovaj postupak i na kraju prvu jednainu pomnoZimo sa i i dodaj-
11
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mo je poslednjoj. Tako dobijene kocficijente u drugoj, trecoj, ..., m—toj jed-
nadini ekvivalentnog sistema oznacimo respektiviio 88622,y €y €325+ 45 Cy oo s

Cody -+ Conns  slobodne Elanove sa dh, ds, . .., d,,. Tako dobijamo sistem

apxi + apxa + ...+ awpx. = b
coxa + o+ Xy = 2
(2.10)
Co2Xa + oo+ Cun¥n = ¢ Lo

U sistemu (2.10) moZe postojati jedna¢ina ¢iji su svi kocficijenti na levoj strani
jednaki nuli a slobodan €lan razli¢it od nule. Tada je sistem protivreéan i postupak
reSavanja se obustavlja. Ako se, medutim, dobije jednacina ¢&iji su svi koeficijenti
na levoj strani kao i slobodan ¢lan jednaki nuli tada se ta jednacina odbacuje. Ako
sistem (2.10) ima vise od dve jednadine nastavljamo postupak. Neka je ¢z # 0.
Tada prva 1 druga jednacina sistema (2.10) ostaju nepromenjene. Dalje, drugu

. 8 5 ¢y, . 3 58 % ; v
jednadinu pomnozimo sa ——— i dodajemo je treéoj i tako dalje. Tako dobijamo
cn
sistem
anxy + apxa + azxz + ...+ apXs = D
X2+ cxy + + cwxn = b
ey + + ek = fa 2.11)
Ey3Xs t+ ...+ Eppky = Jrs

gde smo sa e33,€41,...,en, 0znacili novodobijene koeficijente a sa f5, fa,..., fin
novodobijene slobodne ¢lanove u ekvivalentnom sistemu (2.11).

Nastavljajudi postupak moZemo doéi do jednog od sledeCa dva sistema:

gux 4+ g + oguxs + ...+ gk = M
gnxy + tgg3.x3 + + ?2;:-’5:1: = f‘fz 2.12)
Loy = ;t,.m
puxy + ppxe + ..o+ puxr + ...+ Pa=q1
paxy + + .[)gkx}; = a3 {h_nxﬂ 2({2 (2.13)
}?kk-xk + ...+ })knxn = -

Ako smo u dosada$njem postupku dobili sistem (2.12), pri ¢emu je g;; # 0, i =
1,2,...,n, tada sc vrlo jednostavno izraGunavaju nepoznate x,Xs,...,Xx; poccv od
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x,. Nepoznatu x, nalazime refavanjem poslednje jednacine
Smnkn = hy,

u sistemu (2.12). Zamenjujuéi tako dobijenu vrednost nepoznate x,, u pretposled-
nju jednadinu sisterna (2.12) dobijamo vrednost nepoznate x,_; i tako dalje. To
znaci da imamo jedinstveno reSenje, pa je dati sistem saglasan i odreden sistcm,

Ako na kraju navedenog postupka dobijamo sistem (2.13). napi$imo ga u slede¢em
obliku:

puxr + oprxe 4+ o+ puXr = g1 — PretiXks] — o~ Pla¥a
panXa A+ ... PuXe = G2 P41 Xk T e T Pk
PekXe = qk — Pkk+1Xk+1 — - - — PhknXa-

Sada umesto nepoznatih xp.q,..., %, stavljamo proizvoljne brojeve i na taj nacin
+1y yhn

dobijamo sistem oblika (2.12), koji re$avamo na navedeni nacin. Odavde zakljucu-

jemo da sistem (2.9) u ovom sluéaju ima beskonaéno mnogo reSenja.

Na primer, sistem jednacina

2xk =y +z = 9
x +4y +2z = -9 (2.14)
3 +y -2z = 19

se re§ava pomocu Gausovog metoda eliminacije na slede¢i naCin:

Zamenom mesta prve i druge jednadine sistema (2.14) dobijame ckvivalentan sis-

tcm
x +4y +2z = -9
2x -y 4z = 9. (2.15)
I 4y -2z = 19

PomnoZimo prvu jednatinu sistema (2.15) sa —2, i dodajmo drugoj jednacini, a
vatim sa (-3) dodajmo trecoj. Tako dobijamo sistem

x +4y 42z = =6 x 44y 42z = -9
—~9y —3z = 27, odnosno -3y -z = 9. (2.16)
—1ly -8z = 46 —1ly -8z = 46

Ako sada drugu pomnoZimo sa —% dobijamo

X 44y 42z = -9
—y -3z = 27.
(-8+11/3)z = 13

Iz poslednje jednadine dobijamo z = —3. Iz druge jednadine je y = —2, a iz prve je
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jedinstveno refenje po promenljivim x,y i z. Medutim, kako jednu promenljiva u

x = 5. Na primer, ako u sistemu jednacina - : . . . ‘ .
moZemo da biramo proizvoljno, to sistem ima beskonaéno mnogo reSenja, b

X 4y +2z = 1
5x 45y +10z = 2
3x =3y +6z = 7T
pomnozimo prvu jednacinu sa —5 i dodajmo drugoj jednacini, a zatim pomnoZimo
prvu jednadinu sa —3 i dodajmo trecoj, dobijamo sistem

2.3.2 Kramerovo pravilo

Resenje sistema od 1 jednacina sa n nepoznatih

x 4y +2z = 1 i
0 = -3. ‘ anx) tapxat...Fant, = by
—6y = 4 ‘ a21X] F draXa + ...+ A2k = b @2.17)
Daljc se postupak ne nastavlja, jer smo u drugoj jednadini dobili (0 = =3, §to je : : : : ’
protivre€nost. Prema tome dati sistem nema reSenja tj. protivrecan je. Ap1 X1+ X2 + o+ GunXn Dy
U prethodnom primeru smo videli da prilikom primene Gausove metode climi-
nacije mozemo doéi do jednadine, kao $to je bila druga, ¢iji su svi koeficijenti pomoéu Kramerovog pravila, ako je D # 0, formira se na sledeci nacin:
jednaki nuli, a slobodan ¢lan je bio razlicit od nule. U tom slu¢aju dati sistemn je
protivietan. Ako do takvog slucaja ne dodemo, dali sistem je saglasan, _ Dy o P .= D,
n=s—, x= ) cevy Xn ’
D D D
2.9, Primer. Odrediti resenje sistema
ay a2 ... dig
x  +y +2z +2u =5 . , . az a2 ..
7 gde je determinanta sistema D datasa D =
2z 4y =g —u = i E e
3x 42y Az 4w = PR T R
—x -y +2z +u =3 Determinante Dy, i = 1,2,...,x, formiraju s tako §to sc u determinanti sistema I

i—ta kolona zameni kolonom koju &ine slobodni €lanovi. Tako dobijamo daje
pomocu Gausovog metoda eliminacije.

Redenje. PomnoZimo prvu jednacinu datog sistema sa —2 i dodajmo je drugoj jed- by 4 ... An o by .. dun
nadini, zatim pomnoZimo prvu jednaéinu sa —3 i dodajmo trecoj i na kraju doda- - by anm ... dn o tor b o
jmo prvu jedna¢inu etvrtoj jedna€ini. Tako dobijamo ckvivalentan sistem : P I C : I Y
x +y 42z +2u = 5 by aw - O Gpy b e O
-y —5z =5t = -=10
-y =5z —5u = -—10 an daiz ... o
4z +3nu = 8 ar; @z ... by
Primetimo da su druga i treéa jednadina jednake, pa sc jedna izostavlja. Tako do- D, =] . : S
bijamo sistem od (i jednacine sa Cetiri nepoznate Ayl Qnz -+ Du
x 4y 42z = 5—2u : ..
—y =57 = —10+45u . Dokaz. Pokazaécmo da je xy - D = D, a analogno se pokazuje da je 1 za sve
By s 8 —3ij = 2 Ssewaatl

" . . . r oD = 2.18
Ako umesto nepoznate # stavimo odreden realan broj dobijamo sistem koji ima %D =Dy (@42
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S obzirom na osobine determinanti imamo da je

apxy apz dipy - din

dn1x) dpp a3 ¢ U

. as1xy ay az;y - - A3y
X1 D=

Ap1 X1 dy2 Gpy - Oan

Pomnozimo sada drugu, trecu, ...1 poslednju kolonu redom $a X2,X3, ..., Xy 1 1ako
dobijene kolone dodamo prvoj koloni, dobijamo

xp+ D=1,

jer je onda svaki ¢lan u prvoj koloni redom jednak by, ba,...; Dy B

2.10. Primer. Pomocu Kramerovog pravila resiti sisteme jednacina

X ¥ e
x 4y -z = 1 g~z th = ¢
4y —¢ 4% 4% = 65 W -—F 4y +3 = -3
B ey g o= R 24y -2z = =2
1 1 -1 10 0‘
Resenja. a) Determinanta sistema je D =| =2 3 2|=|-2 5 0|=15
5 -1 -2 5 6 3 |

Determinanta sistema je razli€ita od nule. Prema tome, sistem ima jedinstveno
re§enje. Determinante Dy, Dy 1 D; su

7 1 =1 0 0 -1
D, = 6 3 2|=| 20 5 2|=-30,
S ~18 -3 =2
j R a 7 —1
B, = |~ & 1 0 6 2 |=60,
5 —~4 3 i wll =g
117 10 0
p. = |-2 3 6{=|-2 5 20|=-75

5 -1 -4 5 -6 =39
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. , D, D D,
Prema tome, reienje sistema je x = = -2, y= I—; =4, z= I—; =3
x =2y +3z = 12
b) Sistem jednacina ckvivalentan datom sistemu je  —6x +4y 43z = —36
x +2y -8 = -8
Kako je
1 -2 3 1 =2 3
p=l-6 4 3|={0 -8 21 |=4
1 2 —8| |0 4 -1
12 -2 3 3 -2 3 | 1 -2 =5
D,=1| —-306 4 31=8-] -9 4 31=8-|-5 4 19 | =438,
-3 2 -8 —1 1 —4 0 1 0
1 12 3 1 3 3 I 3 3
pD,=| -6 =36 31 =4-3-| -2 -3 1 1=12-10 3 7 | =24,
1 -8 -8 1 -2 -8 0 -5 -—11
1 -2 12 1 -1 3 ‘ 1 0 0
D.=|-6 4 -36|=42:|-6 2 —9 |=8-| -6 —4 9 |=16,
12 -8 11 =2 12 -5

2.3.3 Diskusija sistema linearnih jednacina

Posmatraéemo sistema od (ri jednadine sa i nepoznate i tada na osnovu (2.18)
imamo da je
x-D=D,, y-D=D,, z-D=D,, (2.19)

sc move izvisiti diskusija sistema na sledeci nacin: Iz (2.19) sledi:

Sistem je odreden, odnosno ima jedinstveno reSenje ako je D # 0.

Ako je D =0, tada

ako je (D, # 0V (Dy # 0) V(D £ 0) sistem je protivrecan, jer iz (2.19) sledi da
je tada 00 # 0:

ako je (D, = OADy = OAD:, = 0) sistem moZe da ima beskonatno mnogo
reSenja. a moze da bude i protivrecan, Sto resava naknadna analiza primenom
Gausovog algoritma.

Na primer, sistem jednacina 3x+ 3y+3z=4, Sx+5y+5z2=4, w+2y+22="T1.
je lakav da sve traZene determinante imaju vrednost nulu, jer imaju bar po dve iste
kolone, te je
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3 3 3 4 3 3
D=|5 5 5 |=0, D=4 5 5 |=0,
2 2 2 T 22
3 4 3 3 3 4
Dy=|5 4 5|=0, D,=|55 4]|=0
2 7 2 2 2 7

Medutim , sistem je protivre€an, jer ako se prva i tre¢a saberu i oduzmu od druge
jednadine dobija se da je 0 = =7,

ax +y +z =
2.11. Primer. Resiti i diskutovati sistem jednadina x +ay +z = a .
x 4y H4az = a

a 1 1
ReSenje. DeterminantasistemajeD=| 1 a 1 [. Dodavanjem druge i trece kolone
11 a
prvoj koloni, a zatim izdvajanjem faktora a+ 2 ispred determinante dobijamo da je
a+2 1 1 1 11 011
a+2 a 1 |=(@+2)|1 a 1 |=(@+2)|l—a a 1 |=(a+2){a—1)(a—1).
ia+2 1 a 1 1 a 01 a

Dalje, ako u determinanti D, oduzmemo prvu kolonu od druge kolone dobijamo

11 1 0 1
D,=| a a 1|=| a 0 1|=@-1)-(1—a)=—(a—1)*(a+1).
a1 a at 1—a* a

MnoZenjem lreée kolone sa —a i dodajuéi je drugoj determinanta D, postaje

a 1 1 a l—a 1
By=1 @ 1|=|1 0 1|=—(1—a)-(a=1)=(a—1)~
a> a 1 0 a

Oduzimanjem treée kolone od druge u D, dobijamo

7 VR | a 0 1
o 2= gt v =1 0 al|l=@-1-@-1)=(a—1)*(a+1).
11 & 1 1—-a* a&
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Znaéi D= (a+2)-(a—1)}, Dy=—(a+1)-(a—1)>, Dy=(a—1)*, D,=
(a+1)?-(a—1). Prema tome, ako je D # 0 tj. a # —2, a # 1, reSenje sistema je

o _ Di_—fa+D-@=1> D, __ (a—1)
D (a+2)-(a—1)2" D (a+2)-(a—1)¥ (2.20)
7 = D, _(a+1)*-(a—1)? ‘
D (a+2)-(a—-1)*"
Diskusija sistema
Determinanta sistema je jednaka nuli za @ = —2 1 a = 1. Za sve ostale realne

brojeve a # —2, a # 1, sistem ima jedinstveno reSenje. Na primer, za a = 2, sistem
je oblika
2x 4y 4z =1
¥ 42y 4z = 2.
x +y 42z = 4

Determinante su: D=4, D, = -3, D, =1, D, =9, pa iz (2.20) sledi da je reSenje
sistema

x=-3/4, y=1/4, z=9/4 (2.21)

Regi¢emo isti sistern Gausovom metodom eliminacije, Ako prva i druga jednacina
zamene mesta dobijamo sistem

x 42y 4z =
2x 4y 4z = 1.
x 4y +2z = 4

PommnoZimo prvu jednacinu sa —2 i dodajmo je drugoj, a zatim pomnoZimo prvu
jednacinu sa — 1, i dodajmo je trecoj. Tako dobijamo sistem

x +2y +z = 2
=3y —z = 3.
-y +z = 2

Sabiranjem druge i trece jednacine dobijamo

x +2y +z = 2
=3y =z = =3.
-4y = -1

Odavde dobijamo iste vrednosti za x,y i z, kao i pomoc¢u determinanti, date u (2.21).

Akojea=1,tadaje D=0, D, =0, D,=0, D,=0. Sistem ima beskonacno
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mnogo refenja, jer u stvari imamo jednu jednacinu sa tri nepoznate. Znaci, ako
dve od njih, na primer x i y izaberemo proizvoljno, tada je tre¢a od njih z potpuno
odredena.

Akojea=—-2,tadaje D=0, D,#0, D, #0, D,# 0. Sistem je protivretan.
Zaista, za a =2 imamo —2x+y+z=1, x—2y+z=-2, x+4+y—2z=4.
Ako saberemo ove tri jednacine dobijamo O = 3, $to je kontradikcija. »

ax -y -2z = 1
2.12. Primer. ReSiti i diskutovati sistem jednadina 4x —3ay +5z = -=3.
2x +y —az = -1
ReSenje. Imamo da je
a —1 =2 a—3 -1 -2 1 -1 =2
D=|4 -3a 5|=|9-3a -3a 5 |=(a-3)-|-3 -3z 5
2 1 —a 3—-a 1l —a -1 1 —a
0 -1 =2
=(a—3)-| 3(14a) —3a 5 |=3(a-3)2+a)(1+a),
0 1 —a
1 -1 =2 I -1 -2
Di=|-3 -3a 5|=|-3 —3a 5 {=3(1+a}{a+2),
-1 1 —a 1 0 0 —a-2
a 1 =2 a 1 —2
Dy=|4 =3 +5|= 4 -3 +5 | =3(a+2)(a+1),
12 -1 —a 24a 0 —a-—-2
a -1 1 a -1 0
D,=|4 -3a -3 |=|4 -3a -3-3a|=3(a+]1){a+2).
2 1 -1 2 1 0
3(a+1)(a+2) sk §6

Prema tome, refenje sistemaje x =y =g7= a—3)(1+a)a+2)
a#-2,a#—la#3.

Diskusija sistema

Determinanta sistema je jednakanulizaa=~2,a=—1ia=3. Zaa#2,a# —1

i a # 3 sistem ima jedinstveno resenje.
Akojea=—1,tadaje D=0, D, =0, D, =0, D,=0. Sistem je neodreden, za

a = —1 imamo
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—x—y—2z=1, 4dx+3y+57=-3, 2x+y+z=-1.
Ako prvu jednaginu pomnoZimo sa —2 i dodamo treéoj dobijamo drugu jednacinu.
Akojea= -2, tadaje D=0, D, =0, D,=0, D,=0. Sistem je neodreden, za
a = —2 imamo i

—2x—y—2z=1, 4x+6y+5z2=-3, u+y+2z=-1.
Prva i treca jednalina su iste,
Ako je a =3, tadaje D=0, D, #0, D, #0, D,+# 0. Sistem je protivrecan.
Zaista, za a = 3 imamo

3x—y—2z=1, 4x-9y+5z=-3, 2x+y—3z=-—1.
Sabiranjem prve i trece jednacine dobijamo 5x — 5z = 0, tj. x = z, a mnoZedi weéu
Jednatinu sa 9 i dodajuéi je drugoj jednagini dobijamo 22x — 227 = — 12, 8to je u
suprotnosti sa x =z. p

2.13. Primer. Odrediti konstantu k tako da sistemi

x +y —k =0 X =y +2k = 2
a —2x -3y 43 = 0 ; b) 2x -3y = -2
3x 42y = 4k+1 —x =y +k = -3
x 4+ +2%—3 = 0
¢) —2x —3y = 1-3k-k,
3x +2y = 4k-2

budu refivi.

Refenja. Ovde imamo tri jednaine sa dve nepoznate x i y, pa da bi sistem bio resiv
bar jedna jednacina mora biti linearna kombinacija ostalih dveju jednacina i tada
jedna od jedna¢ina sistema mo¥e da se izostavi, Zna&i determinanta sistema mora

biti jednaka nuli.
I 1 —k I 1 k|
a) lz | -2 -3 3(=10 =1 3-2k|=4-k=0, sledidajek=4.
| 3 2 —4k-1 0 -1 —k-—1

Zaista, ako u dati sistem jednacina zamenimo dobijenu vrednost & dobijamo
x+y=4, =2x-3y=-3, Ix+2y=17.

Ako prvu jednaginu pomnoZimo sa 5 i dodamo drugoj dobijamo trecu jednadinu.

Znati, imamo dve jednaCine x+y =4 i 2x+ 3y = 3, sa dve nepoznate. ReSenje



b)

c)

2.14.

a)

¢)
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sistemajex=9, y=-5.

1 ~1 2k-2 1 -1 2k-2
Kakoje| 2 -3 2i=10 -1 —4k+6|=—-11k+11=0,
-1 =1 k43 0 -2  3k+1

za k=1, zamenom k = 1 u dati sistem dobija se
x—y=0, x-3y=-2, —x—y=—4.

Ako se druga jednacina pomnoZi sa 6, a trea sa —3 dobijaju se jednacine 12x —
18y = —12, 3x+ 3y = 12. Njihov zbir je 15x — 15y = 0, $to je prva jednacina
pomnoZena sa 5, pa je ona nepotrebna. ReSenje sistema je x =2, y = 2.

11 2k—3 (R | 23

Sledidaje | =2 —3 k*+3k—1|=|0. -1 K+7k-7 |=K+17Tk—18=
3 2 —4k+2 0 —1 —10k+11

Ozak=—-18ik=1. Ako je k= —18 imamo

x+y=39, Zx43y=269, 3x+ly=—T4

Sabiranjem druge i tre¢e jednacine dobijamo prvu jednainu pomnoZenu sa 5.
ReSenje sistema je x = — 152, y = 191.

Ako je k = 1, tada dobijamo sistem x+y =1, 2x+3y =23, 3x+2y = 2. Sabi-
ranjem druge i trece jednacine dobijamo prvu jednad¢inu pomnoZenu sa 5. ReSenje
sistemajex=0,y=1.p

Primer. Da li se moZe odrediti konstanta a tako da sistemi

2x +y —2az = 0 —3x =y 43az = 0
x =y +az = 0; b) x 42y —az = 0;
ax -y +z = 0 ax =y +z = 0
Zortay  Fgoo~b = 0

~Xx +y +z +at = 0

ax -y +z +t = 0°

—-x 4y H4az 4+t = 0

imaju 1 netrivijalna resenja.

ReSenja. U ovom primeru sistemi su homogeni, jer su svi slobodni ¢lanovi jednaki

nuli. Prematomeua)ib)x=y=z=0,iuc) x=y=z=1 =0 su sigurno redenja,
ali trivijalna. Medutim, ako je jo§ i determinanta sistema jednaka nuli, tada sistem

a)

b)

c)

2.3. Sistemi linearnih jednacina 69

moZe da ima i beskona¢no mnogo refenja.

2 1 —=2a
Determinanta sistemaje | 1 —1 a | = (I —a)(a—3),te je ona jednaka nuli
a —1 1

zaa=1,a=3.

AKko je @ =1 imamo sistem 2x+y—2z=0, x—y+z=0, x—y+z=0.
Druga i tre¢a jednacina su iste pa imamo dve jednatine 2x+y=2z, x—y= —z,
sa tri nepoznate, Cija je determinanta sistema —3 # 0. Birajudi z proizvoljno i resa-
vajui sistem po x i y dobijamo x = z/3, y = 4z/3.

Ako je a = 3 imamo sistem 2x+y—6z=0, x—y+3z=0, 3x—y+z=0.
Sabiranjem prve i druge jednacine dobijamo 3x— 3z =0, tj. x = z, §to zamenom u
prvu daje y = 4z.

-3 —~1 3a
Iz 1 2 —a|=-5-5a"#0, a€R, sledije da sistem protivreZan,
a —1 1
Determinanta sistema je
1 a 1 -1 1 I -1
-1 11 a 1 1 1 a
s =11 L|TOTHy g
-1 1 a 1 1 a 1
X E 1
=(a+1)- =(a+1)(1—a) 1 1 a
0 -1 1 1 1 i
l—a 1 a 1
=(a+1)(1—a)-(a®>+3).
Za g = —1 imamo sistem

x—y+z—t=0, —x+y+z—1t=0,—x—y+z+t=0, —x+y—z+t=0.
Cetvrta jedna¢ina je ista kao i prva pa se izostavlja. Sabiranjem prve i druge jed-
nacine dobija sc z = t, a sabiranjem prve i tre¢e dobija se x = ¢, odakle sledi da
sistem ima refenjex =y =z€ R.

Ako je a =1 dobijamo sistem

x+y+z—1t=0, —x+y+z+1=0,x—y+z+t=0, —x+y+z+:1=0,
CijasureSenjay=t=x=—z€R. »
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2.3.4 ReSavanje sistema jednaina pomocu matrica

Neka je dat sistem od # linearnih jednacina sa n nepoznatih

anx)+apxe+...tapx, = b
as1x) + anxs -1- ety = o 2.22)
anxi+apxa+...Fauxn = by
Sistem (2.22) moZemo zapisati kao matricnu jednacinu
AX = B, (2.23)
an apn ... QA Xy by
. ) an ... au X2 by
gdeje A= ) . s X = ; , B=
dpl A2 ... Qpy Xn by,

Matrica A naziva se matrica sistema, a matrica

ain a2 ... A, b
_ as ap ... ap b
A =

dnl Gn2 .-- Gun U

se naziva proSirena matrica sistema.

Ako matrica A ima inverznu matricu A~!, tada je reSenje matri¢ne jednacine (2.23)
dato sa

X =B, (2.24)
Zbog nekomutativnosti mnoZenja mora se paziti sa koje strane se matrica B mnozi
matricom A~ -

2.15. Primer. Resiti sisteme jednacina

x -y 42z = 8 —x +2y -3z = -1
a) -2x +y +z = -5 b) 2x —4y +6z =
dx —y =3z = 1, x -y +2z = 3

pomodu matrica.

Resenje.
a) Umesto datog sistema jednaina posmatraéemo ckvivalentnu matriénu jednacinu

AX =8,
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1 -1 2 8
gde je matrica sistema A= | -2 1 1 |, a B=| =5 |. Determinanta
4 -1 -3 7
TL 5 3
. . .. . —1: % 1‘11 g v .
sistema je —4 i inverzna matrica A~ je A=! = T 11 Prema tome resenje
. - e - - 5 z Z
matri¢ne jednaline AX =B je
1 5 3 r
JEEERIRE:
il I8 Rl I U I e Bl B
g 3 04 74 L1

Odatle sledidajex =3, y=—1, z=2.

b) Matrica sistema je singularna, pa ne moZemo primeniti prethodno opisani postupak

reSavanja. p

Vazi slede¢a teorema.

2.16. {Kroneker-Kapelijeva teorema] Sistem linearnih jednadina (2.22) je saglasan

(resiv) ako je rang matrice sistema jednak rangu pro§irene matrice sistema. .

U primeru 2.15 pod a) matrica sistema ima rang 3, a takode i profirena matrica
1 -1 2 8
sistema A=| -2 1 1 -5 | imarang3.
4 -1 =3 7
U prethodnom primeru pod b) matrica sistema kao i prosirena matrica sistema
imaju rang 2. Sistem je re§iv i ima beskona¢no mnogo refenja x =5—2z, y=

24z, z=1z, gde je z proizvoljan realan broj.
x +y +z = 1
Sistem 2x +2y +2z = 3 imamatricusistemaranga 2, medutim, proSirena
x =y 42z = 3
1 111 1 11
matricasistema A= | 2 2 2 4 | jeranga3,jerje| 2 2 4 |=2#0.
1 -1 2 3 1 2 3

Pri reSavanju sistema linearnih jednacina pomocu inverzne matrice broj potrebnih
operacija je velik i stoga je Gausova metoda podesnija za primenu,

2.4 Vektorska algebra

Veli¢ine koje &esto sreéemo u matematici, fizici i hemiji karakterise samo jedan
broj. Na primer, duZina, povr$ina, zapremina i temperatura potpuno su odredene
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jednim brojem. Takve veliCine nazivaju se skalarima. Za razliku od njih, veli¢ine
koje zovemo vektorima, odreduju tri faktora: pravac, smer i intenzitet. To su na
primer, brzina kretanja Cestice, ubrzanje i sila koja deluje u nekoj tacki.

Radi reprezentacije vektora, podimo od dve tacke A i B koje odreduju duZ AB.
DuzZina duZi je skalar i to pozitivan, ako se tatke A i B razlikuju, Medutim, ako
odredimo da je tatka A prva a tacka B druga tacka, onda smo u stvari uveli ori-
jentaciju na pravoj AB, i to od tacke A ka tacki B. U tom slucaju moZemo govoriti
o uredenom paru (A,B), u oznaci zﬁ, koji éemo zvati vektor AB. Dakle, vektor
AB je odreden pravcem ("nosacem"” vektora zﬁ) smerom na pravoj AB (od A ka
B) i duZinom duZi AB tj. intenzitetom vektora AB, koji éemo obeleZavati sa |1ﬁ|
Vektori AB i CD su istog smera (suprotnog smera) istog pravca tj. ako su prave AB
i CD paralelne i tacke B i D nalaze se sa iste (respektivno suproine) strane prave
AC.

Vektori AB i CD su jednaki ako imaju isti'pravac, imaju isti smer i isti intenzitet
tj. |E| = |CTD)| (AB i CD su podudarne duzi). Geometrijski, vektori ABiCD su
jednaki ako postoji translacija koja prevodi vektor AB u vektor CD.

Ako se tacke A 1 B poklapaju tada AB obrazuje nula vektor i oznadava se sa ﬁ

Cc C

D
Slika 2.1. Slika 2.2.

Nula vektor nema ni pravac ni smer.

Vektori A—é i Ii‘ sabiiaé'u se na sledeci nacin: (sl. 2.1.) fﬁ + B?' = zﬁ'
Razlika dva vektora A — BC se posmatra kao zbir vektora ABi —BC.
Osobine operacije sabiranja vektora

Zbir dva vektora je vektor tj. @ + T="1.
Za sabiranje vektora vazi zakon asocijacije, tj. (@ + )+ =@ + (B + ).
Za svaki vektor @ va#i @+ 0 = 0 +d=7.

Svaki vektor @ ima suprotan vektor — @, zakojije @+ (- @) = (— @)+ @ = v.

Za svaka dva vektora vaZi zakon komutacije tj. @ + D=7 +7.
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Dakle, skup vektora ¢ini komutativiu grupu u odnosu na operaciju sabiranja,

Ako je m € Ri @ vektor, tada je m@ vektor &iji je intenzitet |m|| @ |, pravac je jed-
nak praveu vektora @ a smer je jednak smeru vektora @ za m > 0, a suprotnom
smeru vektora @ zam < 0. Ako je m =0 tada je 0@ = .

Osobine operacije mnozZenja vektora realnim brojem (skalarom)
Za svaka dva vektora @ i B vaze sledece relacije:

L =5

m(nd) = (mn)d@, zasve mncR;

(m+n)@ =m@+nd, zasve mn€R,

m(@ + ?) =mda —%—m?, zasve m€ R

2.4.1 Vektori u Dekartovom koordinatnom sistemu

Neka je dat Dekartov pravougli koordinatni sistem sa osama x,y i z i tatkom O kao
koordinatnim pocetkom (sl. 2.3.). Neka tatka A ima koordinate (1,0,0), tatka B

,,,,,,,,,,,,,

Slika 2.3, Slika 2.4

. . e . ;o =F ¢S
ima koordinate (0,1,0) i ta¢ka C ima koordinate (0,0,1). Vektori i, j i k su
definisani sa i = 0A, j = 0B, k = OC. Vektori ?, j 1 k se nazivaju koordi-
natni vektori ili ortovi,
Za svaki vektor @ postoji jedinstvena tacka M (ay, ay, a;) (sl 2.4.) za koju je

D S

OM=a,i +a,j+ak =T.
Na taj nacin se uspostavlja obostrano jednoznacna korespondencija izmedu vek-
tora @ i uredene trojke realnih brojeva (as, ay,a,) € R3. Tako, na primer,

vektoru 7 odgovara uredena trojka (1,0,0),
vektoru 7} odgovara uredena trojka (0, 1,0),
a vektoru & odgovara uredena trojka (0,0, 1).
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Intenzitet vektora @, u oznaci | @), je dat relacijom
!7F%5ﬂkz 4+ (@) F (@),
Akosuvektori @i B datl sa@=a,7 +a, ] +a, I( T =b,
tada je zbir vektora @ i B vektor
@+ B = (a+b) T +(ay+b, ?+(az+b VK.

Ako je 7—0; i +av J —l—azk tada je m@ = ma, 7 +mav J +mazk me R,
§to se moZe zapisali u prostoru R? na sledeéi natin:

T4+b,7 +¢, %,

m(a,,ay,a;) = (ma,, may, ma,).
Na primer, za vektore @ = 37~ 27 + 6_.(’} i D=7
12| =+ (22 + =V =7, |T|=+/T )2 +47=/81=9,i

Z+B5=037-27+6%)+ (?—SJ +4R) =47 —107 +10%,
38 —28 =337 —27 +6%) =27 -8 7 +4F) =77 + 107 + 10%.

—8] +4k . je

2.4.2 Skalarni proizvod vektora

Skalarni proizvod dva Lektora 2178, uozmaci @- 5 , definise se kao proizvod
II'ItCHZI[CLd vektora @ 1 b 1 kosinusa ugla koji obrazuju vcktou @i b ioznatava
sa@ T, Znaci da je

= 2|7 |cos(£(7, ). (2.25)

Primetimo da je rezultat skalarnog proizvoda realan broj (skalar).

Ne nulti vektori & i b su ortogonalui, ako i samo ako je _thov bkdlaﬂll prouvod
jednak nuli. Na primer, vektori @ = 27 —4; -3 la b=57 -[—41 —2% su
ortogonalni jer,je vaZzi

BB =7 ~47 -8R 57 247 2 B)= 10— 16 16=10
Osobine skalarnog proizvoda

Za svaka tri vektora @, ? i T vare sledeée relacije:

a) 7@ =2

b 2 F=F 7 i

07 (T+2)=2-T+2-2;

d) (k??)-?zk( ‘-_g)zﬁ‘ (k?) za svako k € R;
e) ﬁ-7=0,
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Na primer, pokaza¢emo da vaZe osobine a) i b) skalarnog proizvoda.

a) Po dcfiniciji skalarnog proizvoda je

J?H?]cos(&(? Ti’)
b) @ [7Hb]cos(£ Tf b )—[ || @|cos(2

|—a?H7|coso |—a>r
b , @) =

_}
2.17. Teorema Ako su vekton 7; b dati sa @ = ay a -I—av Jra ki
b =b, +b,,] +b, k tada je

2-T = ab+ayby+ab,. (2.26)

Dokaz. Vektori ?, 7} i ? su uzajamno ortogonalni i intenziteta 1 tako da iz
definicije skalarnog proizvoda, odnosno iz relacije (2.25) sledi

T-T=1, T-T=1, B¥=1, 77T=0 7. %=0 7 -T=0
Plcmdtomeje
77 = (C{\i’—i-av_] +az_k}) (bl_')ﬂ—bvj}—!-b?)

= ab(T D) +ab (T T)+ab(R-B) =abs+aby+ab. »

Na osnovu relacija (2.25) 1 (2.26) vazi
1217 |cos(£(2, B)) = a,by + ayby + aby, (2.27)

odakle se kosinus ugla izmedu dva vektora izraZava kao

Lob(é(? = aby +a.b, +azb = b+ ayby +ab, . (2.28)
2|7 \/a§+a§+a§-\/b§+b3+b§
2.18. Primer. Odrediti ugao izmedu vektora @ i 3) ako su
3 3 4
8 B=27+7-F, B=T+7 b @=47-27+28;, B=-T-TF
ReSenja.
- ?b 241 _ 38
a) lzcos(£(@, b)) = ]7|I o = AT 7375 , sledi da je ugao
izmedu vektora @ i B jednak Z.
= -6 . -6 ¥ i T T
b) Tzcos(£(@, b)) = 0 ey ey s R 7 sledi da je ugao izmedu

vektora @ i b jednak arccos (—3[) -z >




g
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Ako je vektor @ dat sa @ = ax_; +ay? +a ki 7, 7}, i K su ortovi tada
vazi

77 = |Bleos(Z(@, 7)) =a, @7 =|2|cos(£(,T))=a,

. = [7|cos(£(?,?))=az, |7|=Va§+a3+a'g’.

Uglovi koje vektor @ zaklapa sa koordinatnim osama su prema tome dati sa

e a, — av
cos(L(@, 7)) = —2 cos(L(7, 7)) = ——
vJai+ai+a? V@ +a+al

cos(L(@, F)) =

a*+a?+a?

9
ND

s

&

Kako je 7D = \7”?[003(&(7,?)) i |cos(é(7,?))| <I,toje
@ T <[2IT.

Na osnovu osobina a) i b) skalarnog proizvoda je

1B+ P=(F+8)(@+8)=a-8+22- 5+ b =2 +22- D +|B >

Kakoje @b <|2-B|<[@]-[B|toje
1@+ B <|2P+2@||T1+ TP = (12| +(F))>

odakle se dobija o 5
' @+ 0| <|2|+]|5 ]

2.4.3 Vektorski proizvod vektora

Vektorski proizvod vektora 7 i b koji su razli€iti od vektora ﬁ definise se kao
vektor @, uoznaci @ = @ X b ¢iji je

pravac odreden normalom na ravan koju obrazuju vektori @ i ?;
smer odreden po pravilu desnog zavrtnja;
intenzitet | €| = |7H?| sin(Z(@ 3))) (sL2.5.).

Ako je bar jedan od vektma ZiD jednak vektoru I tada je @ x 7= ﬁ
Ako su vektori @ i B kolinearni, tada je sin(Z£(@, 7 )) =0, paje @ x 7=71.

%
Vektori 7', ] I k su uzajamno normalni, intenziteta 1, te iz definicije vektorskog
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/ Z‘>=?x?

W/

Fi
Slika 2.5,
proizvoda sledi
Ix7-T, Ix7=1, IxT-T.
ix7:k, ?xk:?, kx_i}z_f, odnosno
TxT=-F%, ExT=-7, TxF=-7.
Ako su vektori Tz‘ i bdatisa @ = a,‘_r}+av7}+ az?, _g = b_,_i) —i—bvj} +bz?,
tada je
= : :
TxT = (a7 +a, ] +aR)x(by T +b, 7 +b k)
= ab (T x D) +ab(T x F)+ab (T x T)+ab (T x F)
- =

+azb(k X r)—l—azb(k % F)
= ab R+ a7 T+ ava(—?;)} +ab, T+ asz_ji +aby(—T7)
= (ayb,—ab,) i’ —(ab,—ab,) j + (axby —ayby) k.

Na osnovu toga se vektorski proizvod moZe izraziti pomocu determinanti na slededi
nacin;

axT = | alp|e a|7y]e ol
by bz b.\ bz 4 b)— b.v
Dakle, simbolicki @ x T se moze zapisati pomoc¢u "determinante”
- = =
— ik
RO =|d @ a |- (2.29)
b, by b

Osobine vektorskog prmzvoda
Za svaka tri vektora @, b 1 €@ vave sledeée relacije:

a) ?xb——(b @)

b) (m?)x b —m(?x b), za svako m € R;
0 Tx(T+7)= XD+ %

d) @ x(md@)=0, zasvakome R.
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2.19. Primer. Dati su vekiori

a) ‘c?=—2_i}+37—47(.}, T)}:—?—l——f—?;
by =57 37 +5%, BT=-T+37-7%.

Odrediti @ x TiTxa i pokazati da va%i @ x = _Tx@.

Resenje.
- = =
- L & # = a7 T
a) @xb=|-2 3 —4|=7+4+2]+ k (razvijali smo determinantu po ele-
-1 1 =1
mentima prve viste),
7 7 7
Txd=|-1 1 —1}=-T-27-F=—(@x7)
-2 3 —4 '
- ==
— Poog K — — —+
b) @xb=| 5 -3 5|=67+30j+12k,
-1 3 =7
- =
- ¢ gk —r — = -
Dx@=|-1 3 —7|==67T-307-12K=—(@x5b)»
5 -3 5

2.20. Primer. Za vekiore @ = T2 7+ R, B =27 +37 5%, 2=77-T7 -
AR i skalar m = =3 proveriti tacnost osobina b), ¢) i d) vektorskog proizvoda.

Resenje.
777
)y (@) x T =(=3(FT 2T+ B)x@7T+37-5F)=| -3 6 -3
2 3 =5
—3(@xD)=m(@x D).
— — = - = 3 - = =
3 i ] k T B < i j ok
¢) @x(b+7)= S ) 1l=| 1 =2 1|+ 1 =2 1
247 3-1 -5-4 2 3 =5 g =1 =4

= (@xD)+(@x7).

d) Sledi na osnovu toga §to je determinanta koja ima dve iste vrste jednaka nuli. b

2.21. Primer. Akojeﬁga,h i +ayj +azk i l) =b,i +b J +b A izvesti obrazac
za odredivanje ugla izmedu vektora @ i E} pomodu vektorskog proizvoda.

2.4, Vektorska algebra 79

Redenje. Intenzitet vektorskog proizvoda je [@ X 3}] =|2| |?| sin(£(@, T;)) Prema

tome je
77
| 2xT b b b
| X b by by, b
sin(é('a?‘,_b)))=l_c?_)|: i A -
|| b] q+ﬁ+£¢%+%+@

Intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora T = fﬁ i :‘3} — AC jednak je povrSini
paralelograma kojeg odreduju ova dva vektora. Neka je /1, visina paralelograma
koja odgovara stranici AB = a. Iz pravouglog trougla BD'Dsledidaje h,=| b |sin0,
gde je B ugao izmedu vektora 2ibD. Dakle,

17 x B =2 B|sin(4(@, B)) = | @|h =P

X . 2 T d 5 v
Motze se pokazati da za svaka tri vektora @, B i vaii relacija

| @x(Tx?)=(2-2)8 - (2-T)°. (2.30)
2.22. Primer. Pokazati na_;}mmer u vektora @ = —_r++2 Jj— 7} T)} = 5_1.') = 37} - ?,
7= 4_1)—2 j — 6K tacnost relacije (2.30).
Resenje, Odredi¢emo prvo @ x ( E% 7). Sledi da je
T T F
Fx(Tx?) = @x| 5 ~3 -1 |=(-T+27-F)x(167 +267 +2%)
4 -2 -0
- = 57
A T
= | =1 2 —-1|=30i-14j-58k.

16 26 2
S druge strane je
(@ )T (@2 =((-T+27-%)-47 -27 -6
~(-T+27-T)- (57 -37 - F)(
B8 T g e By (= 10) 4T —2 ] —6

2.4.4 MeSoviti proizvod vektora

: =¥ . ; i
NE])\d su data tri vektora @, b i ©. _J)Ako prvo vektorski pomnoZimo vektore 4
i B, odnosno odredimo vektor @ x b = 7, pa tako dobijeni vektor d skalarno
pomnozimo sa tre¢im vektorom 7 dobijamo megoviti proizvod vektora (@ xb)-
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2. Dakle, meSoviti proizvod vektora je skalar.

Ako su vektori @, ? i @ dati u trodimenzionalnom Dekartovom koordinatnom
sistemu

T = ax?—l- a_v—j}-i—az?, 7= bx_i> +by7}+ bﬁt}, P=cT +cy7 —[—cz—?,
tada je na osnovu relacije (2.29)

(Tt‘x_b))~?:((a;_i)+ay7}+azﬁ) x (b, i —|-va +bz?

; -
DT +en T +e

=(| % %7 =T+ a"' a" 73 (.7 46,7 +c.K)
b, b, b, b,
ay a a, a A
by b, b b O | by by |
— G G &
teje (@xb)-T=|a a q
b, b, b,
o ay 4y 4
Analogno se pokazuje daje @ (B x¢)=| b, b, b,
' Cx Cy C

Na osnovu osobine determinante da se njena vrednost ne menja ako prvo prva i
druga vrsta, a zatim druga i treca vrsta zamene mesla, dobija se

[45% ay da;
7 (b x?)=(@x V¥ T)-T=|b b b
C; Cy (g

. . v s didiall G - sa —
Primetimo da se ne mo¥e izvrditi ni mno¥enje (@ -5 ) x 7, niti @ x (b - <),
jer je skalarni proizvod skalar, a ne vektor.

2.23. Primer. Odrediti meSoviti pmizvod vektora

=07+ T 2%, T=-T+37+5F i 2=47+37 4%
2 1 =2
ReSenje. @-(D x?)=| -1 3 5|=-8 »
4 3 —4

Geometrijsko tumacenje meSovitog proizvoda

Pokazaéemo da je |(@ X E)) - 2| =V, gde je V zapremina paralelopipeda kojeg
obrazuju tri vektora @, b i €.
Neka su dati vektori 7,_3 et I g :E, T =ACi? — AD.

%)

2.4. Vektorska algebra g1

Zapremina paralelopipeda odredenog duZima AB, AC i AD je V = BH, gde je
B povr§ina osnove koju obrazuju vektori @ i b,a H visina paralelopipeda. Po
definiciji skalarnog proizvoda je

(@ xTB)-7 =7 x B[ Clcos(£(d,?)),

gde je 7 —@xD. Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda @i ? je
povriina paralelograma kojeg obrazuju duzi AB 1 AC, te je

@xB|=B

Vektor 7 (koji predstavlja vektorski proizvod vektora @i ?) je vektor koji je

normalan na ravan osnove paralelopipeda, odnosno vektor d se nalazi u praveu

visine paralelopipeda. Neka je 6 ugao izmedu vektora 2id. Ako je taj ugao

oftar, tada je cos® > 0, pa se visina paralelopipeda I moZe predstaviti kao (s.2.6.)
=|?|cosH,

odakle sledi da je meSoviti proizvod tri vektora jednak zapremini paralelopipeda

kojeg obrazuju ta tri vektora tj.

(@ xTB)-? =7 x B||2|cos(£(d, 7)) = BH.

Ako je 8 tup ugao, tada je cos® < 0, pa je visina paralelopipeda I = —{_c>|cos 0,
odnosno

(@x D)2 =|2x B[ C|cos(£(d,?)) = —

$to znadi da je apsolutna vrednost meSovitog proizvoda (@ x ?) - jednaka za-
premini paralelopipeda kojeg obrazuju tri vektora @, b i, odnosno

(@ x3)-2|=

2.24, Primer. Dati su vektori

) F=27+F+R, B=7-2%, 2=-T+T7+%
2 = f}—“f—_f?, i e 2=37+37-2%.

Odrediii
a) kosinuse uglove izmedu svaka dva data vekiora;
b) vektorske proizvode svaka dva data vektora;
¢) povriine trouglova koje obrazuju svaka dva data vektora;
d) visine paralelograma koje obrazuju svaka dva data vektora;

e) zapremine paralelopipeda koje obrazuju vekiori @, ? i

ReSenja.
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- ?‘ b 0+1-2 1 — 1-2
s(£(2,8))= cos(£(V,?))=—x =
D a)eos(A(@, b)) = an = e s =~ 7 53
1 24141 : b
_—, cosl (@ 7)) = ———— =0, aje £(@,P)=2.
= (£(2,7)) Vi paj (@,7)=3
_)
T 77 7 7 %
b) @xb=| 2 1 1|=-37+47+2F @x7 g I 1=
0 1 =2 -1 1 1
777
-374+3%, Tx?=| 0 1 -2 |=37+27+7%
-1 1 1
. : g el 5 5K . -
¢) Povriina paralelograma kojeg obrazuju vektori @ i b je Py = [@ x 5| = /29, a
1 29
povrsina trougla je Pry, = 5[7 X _)! = g

Za veklore @ 1 @ povriina pdra]eiogramé je P =@ x 2| =3v2,

3v2
a povriina trougla je Pry. = = [Tz’ 2| = \/_

Za vektore B i ¢ je povriina paralelograma Py, = [3) x | =14, a povrsina
: 1 V14

trougla je Prpc = 5[3} X F[= —5

d) Visina paralelograma odredenog vektorima @ = AB i B = AC, na stranicu a, koja je
odredena tatkama A i B, dobija se kao koliénik povrine paralelograma i intenziteta

. Pab V29
vektora @ te je hyp = — = ——-.
7l V6
P. 32
U sluéaju paralelograma odredenog vektorima @ i @ imamo h,. = T%] = W
P, 14
U slucaju paralelograma odredenog veklorima T i 2 sledidaj jehpe = l_fr| = —ﬁ
21 1
e V=(@xB)-2=| 0 1 -2 |=9
-1 1 1
— 2—-1+1 2 =342 2
LB = e =,  cos(£(?,? s 10
a) cos(£(, 1)) Bl BB (£(2,2)) = \/5 B e
- 6+3+2 11
cos(Z(b,7?)) = = .
A8 oN =5 = " wm
- =
sdonif £ - 7 K 3 b
Blgxb=] 1 =1 =1|=28<~F4+3E,
2 1 -1
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T 7 & o ex 77 7
ZxP=| 1 -1 -1 |=5T-F+6%, Txe=|2 1 -1|=
3 3 =2 3 3 =2
T+F+3%.
1 V14
¢) Uovomslugaju je Py, = | @ X b[—\/14ipovr§inatr0ugIaPTab:E?x?|:7.
62
Za vektore @, Cie P =@ x T =62, ]Tar:—fﬁx—ﬂ g
V1l
Za vektore B ?JeP;,,:_]b % ==/ 1 PTbc:_l 7= 5

d) Analogno kaou 1) sledi da je

% P \/ﬁ A o \/6_2 A P \/ﬁ
b — = lyc = = \be = = 2
TR B R B TR I
_} I -1 -1
QV=|(adxb 2 1 ~-1||=|-3=
3 3 =2

2.5 Analiticka geometrija

Koristeci koordinate tataka u odnosu na neki koordinatni sistem, analititka ge-
ometrija svojim metodama opisuje skupove tataka datih nekim svojstvima, Medu
tim svojstvima su na primer: rastojanje dve tatke, rastojanje tacke od prave i
ravni, koordinate tacke koja datu du deli u nekom odnosu, povriina trougla
ako su date koordinate temena, udaljenost taéaka u trodimenzionalnom pros-
toru za 2 jedinice od date prave, itd. Koordinatni sistemi koji se pri tom koriste,
mogu biti razlicite prirode, kako na pravoj, tako i u ravni i prostoru. Otuda i razne
vrste koordinata tataka. Pomenimo pravougle, kosougle, polarne, sferne, cilin-
dricne i krivolinijske koordinate. Jedan isti skup taéaka se u odnosu na jedan
sistem moZe opisati jednostavnijom jednadinom nego u odnosu na drugi sistem
(jednacina kruga polupre¢nika 1 u odnosu na pravougli i polarni sistem). Zato, ako
opisivanje nekog skupa tadaka nije zgodno u odnosu na neki sistem, onda se vrsi
transformacija koordinata uvodenjem novog sistema u odnosu na koji je ispitivanje
tog skupa tacaka svrsishodnije.

2.5.1 Translacija i rotacija sistema.

Pretpostavimo da su data dva pravougla koordinatna sistema Oxy i O'X'y' u is-
toj ravni (dvodimenzionalnom prostoru) (sl.2.7.). Ako je M neka tacka te ravni
onda ona ima koordinate x i y u odnosu na sistem Oxy i koordinate ¥’ i y u



84 Glava 2. Elementi linearne algebre 2.5. Analititka geometrija 85
odnosu na sistem O'x'y'. Jasno je da su koordinate (x,y) i (x',))tatke M u nekoj % — @ koje ih on respektivno gradi sa x i y osom. Zato moZemo pisati
vezi. PokuSa¢emo da ustanovimo tu vezu i samim tim vezu izmedu osa ta dva B o

> -
pravougla sistema iste ravni. Pretpostavimo da je pravougli sistem O'x'y" dobijen I = 1cosQ+ jsm@.

g oo ! o .
Sli¢no, koordinate jedini¢nog vektora ? su kosinusi uglova @+ 3 1 ¢ tako da

TY imamo
7}! = —-_i>sin(p+7>cos(p.
¥ - - v - . . e — =¥ . — _
x Posto su za proizvoljnu tacku M njeni radljusl vektori ¥ =x1i +yj i T—N_
: x_iw—l—y—}}r jednaki, . X7 +y7} =xT + yﬁ onda zamenjujuéi izraze za 7 1
7 lednju jednakost, dobijamo
Slika 2.7. Slika 2.8. J uposiedyd) - GO0
pomeranjem-translacijom x i y osa paralelno svojim poloZajima, tako $to je koor-
dinatni poetak O pomeren u pocetak O’ (s1.2.8.) To znaci da su jedini¢ni vektori i R
paralelnih osa jednaki. Oznac¢imo ih uobicajeno sa ' i j. X T
Neka su 7 i 7’ respektivno radijus vektori tatke M u odnosu na pocetke 01 O’ /(w
datih pravouglih koordinatnih sistema Oxy i O'x'y’ (51.2.9.). Tada imamo N),g, >
—
P=xi+y] 1 P =+¢T+Y7F, ki 00 =07 +p7,
gde su o i B koordinate tatke ' u odnosu na sistem Oxy. Slika 2.11. Slika 2.12.
Posto je ‘
i . : : . . = i ¢ — i ]
P=P' 100, toje x?—i—y?z(x’?-l—y’?)-#(&?—[—ﬁ?). xi+yj x'(r Los¢+151nj) +y ( i sing+ jio 0]
= (¥ cos@—y'sin ] ¥’ sin@—+y' cos ;
Odatle su x=xX+u i y=y+B, (¥ cosp—y'sing) ¥ + (x'sing+y cosg) J
veze izmedu koordinata (x,y) i (¥/,y')tatke M u odnosu na sisteme Oxy i O'xy'. Odatle su
x=xcosQ—ysin@iy=x'sing+y coso,
14 P veze koordinata (x,y) i (x,y')tatke M u odnosu na stari i novi pravougli sistem.
A7 AT 2.25. Primer. Koju liniju u ravni Oxy predstavija jednacina x* +y* — 2x—2y—7=0?
0 = > S s ReSenje. Grupisanjem ¢lanova (dopunjavanjem do potpunog kvadrata) imamo (x — 1Y+
I ' (y— 1)2 =9. Ako uzmemo daje x=x'+1,y =y + 1 onda data jednalina postaje
Slika 2.9, Slika 2.10. X4y =3,

tj. ona predstavlja krug poluprcénika 3 sa centrom u koordinatnom pocetku O

s L3 e . 1] e . e 2 " -
Pretpostavimo sada da su ose X' i ¥ dobijene respektivno rotacijom osa x iy za sistema O'x'y’ koji je dobijen translacijom sistema Oxy. b

ugao @ oko koordinatnog pocetka O sistema Oxy. Ovo znaci da koordinatni sistemi
Oxy i O'x'y’ imaju zajednicki poéetak O = O’ (s1.2.10.). 2.26. Primer. Date su jednadine a) x> —y*=1, H} y=2.

g AL ! o L al e L P . .
Sada ¢emo naéi koordinate jedini¢nih vektora 7 i j u ECLHOSH na sistem Oxy Kako glase ove jednaéine u sistemu OxX'y' koji je dobijen rotacijom sistema Oxy
(sL.2.11.). Lako se vidi da su koordinate jedini¢nog vektora 7 kosinusi uglova @ i oko tacke O za ¥ .
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Regenja. Najpre imamo veze starih x iy sa novim koordinatama x' iy’ :

T b4 1
= = x’cosz——y’sin-— =—

xl_n'
T \1@( Y)
g s x’sin%-l-y’coszc-:-—(x'—i-y').

itV

a) Jednatina x* —y?> = 1 postaje X'y’ = —1. b)Jednadinay=x postaje y = 0.

Vidimo da isti skup tafaka u jednom sistemu ima “komplikovaniju” ili "jednos-
tavniju” jedna¢inu nego u drugom sistemu.p

2.5.2 Krive drugog reda

Pretpostavimo da u ravni imamo pravougli koordinatni sistem Oxy. Skup tacaka
ravni &ije koordinate zadovoljavaju jednacinu

F(x,y) =0, 2310

gde je F funkcija sa dve promenljive, zove se ravna kriva. Jednacina (2.31) je jed-
nacina te ravne krive.

Na primer, jednagina x+y = 0 je jednatina linije koja deli drugi i Cetvrti kvadrant
na jednake delove, i 12 +y* — 1 =0 je jednacina kruZnice sa centrom u koordinat-
nom pocetku i polupre¢nikom jednakim jedan.

Posmatrajmo sada polinom drugog stepena sa dve promenljive xiy:
F(x,y) = a8 + 2apxy + any” + 2135+ 203y + a3 (2.32)
gde je a?; + a3, +ak, > 0.

Jednagina F (x,y) = 0 se zove jednaéina krive drugog reda. Poznata je u literaturi
i kao algebarska jednacina drugog stepena sa dve promenljive.

Navedena jedna¢ina predstavlja u ravni razne skupove tacaka (0; dve paralelne
prave; dve prave koje se poklapaju; dve prave koje se seku; kruZnicu; elipsu;
hiperbolu i parabolu) i to sve u zavisnosti od datih koeficijenata a;j,7,j = 1,2,3.
Da bismo znali koji od navedenih skupova tataka u ravni Oxy predstavlja jednaCina
F (x,y) = 0, najpre ¢emo navesti kanonske (kanonitke) jednacine i glavne osobine
standardnih krivih drugog reda (koje se jo§ i zovu-konusni pr;seci).

Elipsa

Standardna jednacina elipse je

2 2
)
F+E=1,a>0,b>0
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afe

Slika 2.13. Slika 2.14.

Brojevi a i b se redom zovu poluose clipse. Ako je a > b onda se ZiZe elipse nalaze
na x osi, u suprotnom one su na y osi. Zize F, 1 F, su respektivno date koordi-
natama (—¢,0) i (¢,0), gde je ¢ = va? — b*. Koli¢nik § = -—”"Za“bl = ¢ zove sc eks-
centricitet elipse. Ocigledno je za elipsu 0 < e < 1, u sluCaju da jce=0(a=Db)
clipsa postaje krug. Prave x = £ = j:% se zovu direktrise elipse (s1.2.14.). Ako
je 0 < a < b onda su ZiZe elipse na ordinatnoj osi.

Hiperbola
Hiperbola je kriva u ravni ¢ija je jednalina

2

—1,a>0,b>0.

%
w[s

Pri ovakvoj jednadini (temena hiperbole suna x osi) a se zove realna a & imaginarna
poluosa. Zize Fy i F su respektivno date koordinatama (—c,0)i(c,0), gdejec=
Va* + b, Koli¢nik £ = Val+b: _ o yove se ekscentricitet hiperbole.. O€igledno

a

je za hiperbolu € > 1. Prave x = £ = d:% se zovu direktrise hiperbole, dok prave
y= :I:%x su njene asimptote ( s1.15). Ako jednadina ima oblik —;—i + ;,V;; =1 onda
su Zize hiperbole na y osi.

Slika 2.15. Slika 2.16.
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Parabola

Parabola je skup tadaka u ravni ¢ija je jednatina y* = 2px, p # 0. Ziza F parabole
ima koordinate (%,0) a jednadina direktrise je x = —£. Teme parabole je tacka
0(0,0) . Napomenimo da je ekscentricitet parabole e = 1 (sL2.16.). Ako je jed-
natina parabole data sa x> = 2¢y onda je y osa njena osa simetrije i Zi7a se onda
nalazi na y osi.

2.5.3 Opéta jednacina krive drugog reda

Zanavedenu algebarsku jednacinu drugog stepena sa dve promenljive imamo pos-
tupak na osnovu koga se dobija skup tacaka ravni Oxy koje zadovoljavaju datu
jednaciiu.

Teorema. Neka je u ravni dat pravougli koordinatni sistem Oxy i neka je
F (x,y) = a11x” + 2a12xy + any” + 2a13x + 2ay + as3 (2.33)

polinom drugog stepena sa dve promenlfive x 1 y.

Tada postoji pravougli koordinami sistem O'x'y' tako da se koristeli veze izmedu
x,y i X,y polinom F (x,y) svodi na polinom F (x',y') koji moZe imati jedan od
sledeca tri oblika:

ay x>+ dyny? +azs, ay dy # 0
112 P / ,
any” +2a;3x, ap a3 £ 0
o2 ! !
ayy* +az, ap #F 0.
Dokaz. I korak. Birajuéi zgodnu rotaciju koordinatnih osa x i y moZemo eli-
minisati ¢lan 2aysxy iz F (x,y). Neka je ajp # 0. Posmatrajmo pravougli sistem

Ox'y" dobijen iz polaznog sistema Oxy rotacijom x i y osa za ugao @. Nove i stare
koordinate su kao $to znamo, povezane jednaCinama

x=xcos@—y'sinQ, y=x'sin@+y coso.

Zamenjujuéi x i y preko ¥’ 1y, svodimo €lan 2a;2xy na ¢lan 2a,x'y', gde je

Sy = 2 (—aU sinQcos®+apn (cos2 ©— sin’ (p) + ass sinQcos (p)
= (a2 —ay1)sin2¢+ 2ap; cos2Q.

Da bismo eliminisali 2a},x’y' iz polinoma F (x’,y') dovoljno je staviti 2a}, = 0.
Odatle se dobija
ap —an

ctgop = 2,

2.28.
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Iz dobijene jednakosti moZemo naéi vrednost ugla @ za koji treba rotirati polazne
koordinatne ose da bismo climinisali ¢lan 2a},x’'y’ iz polinoma F (¥',y'). Drugim
re€ima, uvek moZemo odabrati koordinatni sistem tako da se u odnosu na njega
polazni polinom svodi na oblik

F(x,y) = apx” + axny” +2a13x+ 2az3y + as,

gde je a%l + a%z > 0. U nastavku ¢emo smatrati da svaki polinom drugog stepena
sa dve promenljive ima taj oblik. Pretpostavka da je az» # 0 ne uti¢e na opstost
razmatranja.

II korak. 1°:a;; -axn # 0 : Dopunjavanjem do potpunog kvadrata svakog od
sabiraka a11x7 4 2a13x i azy? + 2as3y, lako dolazimo do jednacine

2 n, o
a1 X + any” +dly, ay; -axn #0;

u odnosu na koordinatni sistem O'x'y'koji je dobijen translacijom sistema Oxy.
2° a1 =0,a13#0: Dopunjavanjem do kvadrata sabirka azpy* + 2a.3y dola-
zimo do jednacine
any” +2a13%, ax - ary # 0;

u odnosu na koordinatni sistem O'x’y’ dobijen translacijom sistema Oxy.
3%a;, =0, a3 =0: Posto je ostao samo zbir axy? + 2az3y+ a33 onda njegovim
dopunjavanjem do potpunog kvadrata, dobijamo jednadinu
dyy* +dls, dyy #0

u odnosu na koordinatni sistem O'x’y’ dobijen translacijom sistema Oxy.

Primer. Koji skup tacaka ravni Oxy zadovoljava jednacinu: x* +y* +xy+x+y =
0?

ReSenje. Imamo daje a;; =ap =1,a1n =a13 =a»3 = % te je ctg20 =0, tj. 0 = %_

Sada je
1 1 1 1
x=—X——y i y=—1d+—)
N VD
na osnovu veze xiysax' iy’ pri rotaciji sistema Oxy za ugao @ = . Zamenjivanjem
tako dobijenih x i y u datu algebarsku jednainu drugog stepena sa dve promenljive,
dobijamo oblik bez proizvoda koordinata

31."2 + Zﬁxﬁ' +yf2 T 0.
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Njega lako dopunjavanjem do potpunog kvadrata svodimo na oblik:

2
3(x’+¥) —§+y'2=0

§j. na oblik 3 +y" = %. Otigledno je da smo stavili =44 £,y =y
(translacija sistema Ox’'y'). DdLlc u sistemu O'x"y" algebarska jednadina x* +y 4+

xy+x+y="0ima oblik
xuz yn?.

(5 (@)

V2 iy o .
, b= ek Veze starih sa najnovijim

Sto predstavlja elipsu sa poluosama a =
koordinatama glase

oS

1, 1 1y w1

IR VIS VNS S SN UL I
=2 v 3 T Y2 3

Zize elipse su na osi y".»

2.5.4 Povrsi drugog reda
Neka je dat pravougli koordinatni sistem Oxyz u trodimenzionalnom prostoru. Skup
tataka ¢ije koordinate x,y,z zadovoljavaju jednacinu
Flamyg) =0 (2.34)

zove se Povrs u trodimenzionalnom prostoru, Jednatina (2.34) se zove jednacdina
povrsi. Tako na primer jednacina

24y 4+2—a>=0 (a>0)
je jednaina sfere polupre¢nika a sa centrom u tagki (0,0,0).
Opsta algebarska jednatina povr§i drugog reda ima oblik

3 (x,5,2) + L3 (x,,2) +aua =0
gde je D3(x,y,2) = apx” + any* + az3z® + 2a1axy + 2a13xz + 2a23xz kvadrama
forma sa tri promenljive, pod uslovom da je bar jedan od a;; # 0,1, j = 1,2,3,

Ls (x,3,2) = 2a232+ 2a1ax +2a2y + 2a3z

linearna forma sa ri promenljive i a44 slobodan lan.

Ova opsta algebarska jedna¢ina vdreduje bogat skup povisi. Njeno ispitivanje je
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komplikovanije od ispitivanja odgovarajuée opste algebarske jednacine drugog ste-
pena sa dve promenljive. Ovde ¢emo najpre izvesti jednacine ncklh specijalnih
vrsta povisi (obrtne, cilindri¢ne i konusne).

(X Xp1%0!

Slika 2.17. Slika 2.18.

2.5.5 Opsta obrtna povrs.

Obrtna povi§ se definiSe kao skup tacaka u prostoru koje se dobijaju rotacijom
date krive oko neke prave (ose rotacije). Izvedimo jednacinu obrtne povrdi, Neka
je kriva L data kao presek dve povrdi, tj. ¢;(x,y,z) = 0,i = 1,2 a osa [ rotacije u
obliky: T 0 = Y70 _ 27X
m n P
promenljivoj kruznici (presek sfere i ravni):

. Proizvoljna tatka M (x,y, z) obrtne povrsi pripada

(e—20)"+ 0= y0)’ + (2~ 20)” = o (2.33)

mx+ny+ pz=B. (2.36)

Eliminacijom promenljivih x,y, z iz (2.35),(2.36) i 9; (x,y,z) = 0,i = 1,2; dobijamo
karakteristiénu jednainu obrtne povrsi u obliku: ® (o, B) = 0. Sada je

& (\/(x—xnf +(y—y0)* + (2 —20)%,mx+ny +pZ) =0

jednacina obrtne povrsi (s1.2.18.).

2.29, Primer. Parabola z=x>, y= 0 rotira oko z ose. Napisati jednacinu tako dobijene

povrsi.

ReSenje. Ovde je @1 (x,%,2) = z2—x%, @2(x,,z) = y; osa rotacije ima jednatinu:

x—O__y—Oﬁz—O
o 0 1
Promenljiva kruZnica je datasa:  x*+y*+z22=0o?, z=8.

Karakteristi¢na jednatina se dobija eliminacijom promenljivih x,y,z iz @1, @2 i pro-
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menljive kruznice. Poto je y =0,z =P to je x> = B i onda je B+ p? = o karakter-
isti¢na jedna¢ina obrtne povrsi. Zamenjivanjem B sa zi o sa x* +y”* +z> dobijamo
daje z=x>+y* jednatina dobijenc obrtne povi§i. p

2.5.6 Opéta cilindri¢na povrs.

Neka je data kriva L : ¢;(x,y,z) = 0,i = 1,2 i vektor T = (m,n, p). Skup svih
pravih u prostoru koje prolaze kroz tacke krive L paralelno vektoru T zove sc
cilindri¢na povrs. Izvedimo jednacinu te povr§i. Uzmimo proizvoljnu pravu par-
alelnu datom vektoru koja sadrzi tacku My (x1,y1,21) date krive. Ako je M (x,y,2)
bilo koja tacka te prave, onda je

@ (x1,y1,21) =0, i=12 (2.37)

T2 :y—yl‘: Z—Zl. (2.38)
m n P
Iz (2.37) i (2.38) (Cetiri jednacine-tri nepoznate: x;,y;,z;) elimini$imo xi,y;,z;.
Rezultat te eliminacije je jednacina oblika F (x,y,z} = 0, koja predstavlja jed-
nacinu cilindri¢ne povrsi. Kriva L se zove direktrisa cilindricne povrsi a prave
paralelne datom vektoru koje prolaze kroz tacke date krive zovu se generatrise
povrsi (s1.2.19.).

2.30. Primer . Napisati jednacinu cilindriéne povrsi ako je direktrisa data jednacinama

’C2+)’2: 3 221)

a generatrise su paralelne z osi.

ReSenje. S obzirom da je vektor z ose na primer (0,0, 1) to jednaéine (2.37) i (2.38)

(ima ih ukupno 4), glase:

q+yi=1,  za=1l

Eliminacijom x;,y; i z; iz njih dobijamo: x; = x,y; = y,z1 = 1. Zamenjivanjem u
prvu jedna¢inu nalazimo da je x* +y* = 1 traZena jednaCina cilindri¢ne povrsi. »

2.5.7 OpSta konusna povrs.

Neka je data kriva L : ¢; (x,y,z} = 0,i = 1,2 i tacka V (a,b,c) . Skup svih pravih u
prostoru koje prolaze kroz tacku V i svaku tacku krive L zove se konusna povrs,
Izvedimo njenu jednadinu. Uzmimo pravu odredenu datom tatkom V i proizvolj-
nom ta¢kom M, (x,y1,z1) date krive. Ako je M (x,y,z) bilo koja tatka prave VM,
imamo:

x—a _ y—b e

- = (2.39)
xn—a y—b z1—c
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M, =
Slika 2.19. Slika 2.20.
Qi (x1,y1,21) =0, =12 (2.40)

Eliminacijom promenljivih x7,y1,z; iz (2.39) i (2.40) (Cetiri uslova-tri nepoznate)
dobijamo jedna&inu oblika F (x,y,z) = 0, koja predstavlja jedna¢inu konusne povrsi.
Kriva L se zove direktrisa a tatka V vrh konusne povrsi (s1.2.20.).

2.31. Primer. Napisati jednacinu konusne povrsi ako je vrh je tacka V (0,0,0), a direk-

trisa je data sa x> +y* =1, z=1.

ResSenje. Jednacine (2.39) i (2.40) glase:

X Z
-—-—:-lz—-,JI x‘;’-}-y%:l’ Zl=1.
X114

1z njih dobijamo: x; = f, V= > jer je z; = 1. Rezultanta climinacije je jednacina
< Z

() () -

ili ekvivalentna jednagina x> +y* =z, koja predstavlja jednacinu trazcnog konusne

povrsi. B

2.5.8 Standardne jednacine povrsi drugog reda

Kao §to u pravouglom koordinatnom sistemu ravni (dvodimenzionalnog prostora)
imamo kanonske jednagine standardnih krivih drugog reda, tako i u trodimenzion-
alnom prostoru u odnosu na zgodno odabrani pravougli koordinatni sistem imamo
kanonske jednaéine standardnih povrsi drugog reda. Svaka od navedenih jednacina
koje slede su specijalni slucajevi opste algebarske jednacine drugog stepena sa tri

promenljive.
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Elipsoid.
Povrs drugog reda data jednainom

P L

2TEtas?

gde su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi (polu-ose), zove se elipsoid (sl. 2.21,). Centar
clipsoida je koordinatni potetak i oCigledno svaka koordinatna ravan ga seée po
elipsi. Specijalno, ako je @ = b = ¢ > 0 elipsoid postaje sfera sa centrom u tacki
0(0,0,0) i polupre¢nikom r = a.

Slika 2.21. Slika 2.22.

Hiperboloidi.

Povrs drugog reda data jedna¢inom

[8]

+ =l

S
%[
|

(5
W

38}

gde su a, b, c pozitivni realni brojevi (polu-ose), zove se jednokrilni hiperboloid
z 2

(s1.2.22.). Nije te8ko pokazati da se rotacijom hiperbole x_2 — = =1 oko z ose
g~
dobija povrs ¢ija je jednacina

.7c2+y2 72

az )

L

dakle jednokrilni hiperboloid kod koga je a = b.

Povrs drugog reda sa jednacinom

Rl s
+
%l
|
WA
Il
&
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zove se dvokrilni hiperboloid (s1.2.23.). Rotacijom konjugovane hiperbole

2 )
A—,, — fﬁ = —1 oko z ose dobija se povrs
a- c-
24y 2 _q
a? o ’

Slika 2.23. Slika 2.24.

Elipti¢ki paraboloid.
Povrs drugog reda €ija je jednacina

5 42
T+l =2, pg>0
P g
zove se elipti¢ki paraboloid (s1.2.24.). MoZe se pokazati da se rotacijom parabole
x% = 2pz (p # 0) oko z ose dobija povis Cija je jednalina

"
24y =2pz,
i ona se zove kruZni paraboloid. Presck ove povrsi sa ravni z = ¢ je clipsa ili

tatka. Presck sa ostale dve koordinatne ravni ili sa ravnima njima paralelnim je
parabola, Odatle je 1 poreklo naziva povrsi.
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Hiperboli¢ki paraboloid.

Powvi3 drugog reda ¢ija je jednacina

2y
— - =12z -q <0,
7 q p-q

zove se hiperboli¢ki paraboloid (s1.2.25.). Presek ove povrsi sa bilo kojom ravni

z=c#0 je hiperbola, dok je njen presek sa ravni z = 0 koordinatni pocetak. Presek
ove povrsi sa ostale dve koordinatne ravni je parabola. Otuda i naziv povisi.

= é:li

Slika 2.25. Slika 2.26.

Konusi drugog reda.

Povrs drugog reda &ija je jednacina u kanonskom obliku

xZ 2 2
——2~+y——z—:0
a2 P 2

gde su a, b, ¢ pozitivni brojevi, zove se konus drugog reda (s1.2.26.). Vrh konusa
je koordinatni pocetak a z—osa je osa simetrije konusa. Presek konusa sa ravni koja
je normalna na osu z je elipsa. Ranije definisana konusna povr$ u odnosu na neki
pravougli sistem u trodimenzionalnom prostoru ima kanonski oblik.
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Slika 2.27. Slika 2.28.
Cilindri.
Navodimo tri vrste cilindriénih povrdi, tj.njihove kanonske jednaCine:

e ol
) elipticki cilindar (s1.227.) — + z—z — 1
2
b) hiperbolicki cilindar (s1.2.28.) 2 R =]
¢) parabolicki cilindar (s1.2.29.) ¥* =2px; .
U svakom od navedenih slu¢ajeva (elipsa, hiperbola, parabola) kriva se zove di-

rektrisa (vodilja) a generatrise su paralelne sa z—osom.

Slika 2.29.

2.5.9 O jednoj opstijoj jednadini drugog stepena
Razmotrimo sada jednacinu oblika
an x> + any® + azzs + 2a14x + 2a2y + 20342+ as = 0. (2.41)

Vidimo da ona ne sadr¥i proizvode razli¢itih promenljivih i sli¢no kao -kod 'opétc
algebarske jednaline drugog stepena sa dve promenljive koja ne sadrzi proizvod
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Xy, moZe se grupisanjem ¢lanova dopunjavanjem do potpunog kvadrata dobiti neka
od pobrojanih povri. Naime, data jednalina moZe da predstavlja: @, elipsoid,
konusnu povrs, jednokrilni i dvokrilni hiperboloid, par paralelnih i neparalel-
nih ravni, cilndri¢nu povr3-elipticku, hiperbolitku i parabolicku, i elipti¢ki i
hiperbolicki paraboloid.

Sto se tice opite algebarske jednacine drugog stepena sa tri promenljive date kao
D3 (x,%,2) + L3 (x,3,2) +au =0
gde je
s (x,5,2) = anx” +any* +ang’ + 2a12xy + 2a13xz+ 2a23x2,

L3 (x,y,2) = 2a232+ 2a14x + 2ay + 2azz,

i ayy slobodan €lan, promenom pravea osa koordinatnog sistema ona sec moZe
dovesti na prethodni oblik (ne sadiZi proizvode razliéitih promenljivih). Za to se
koriste lincarne transformacije i njihove sopstvene vrednosti i sopstveni vektori, §to
izlazi iz okvira ovog programa. Time se onda pokazuje da opta algebarska jed-
nacina drugog stepena sa tri promenljive moZe predstavljati samo jednu od malo¢as
nabrojanih povrsi,

2.32. Primer. Koje povr$i drugog reda predstavljaju jednacine:
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gdcsmouzclix:x’—1,y=y'"‘%12=2'“‘%- >

Da bismo razmotrili neka pitanja koja se obi¢no postavljaju u analititkoj geometriji
u vezi sa ravni i pravom i njihovim medusobnim odnosom koristi¢emo napred
izloZene rezultate iz vektorske algebre i pojam koordinata,

2.5.10 Ravan

Neka je data ravan o u prostoru, i jediniéni vektor 7 normalan na ravan o Neka
je taka P prodor normale iz koordinatnog pocetka na ravan o. Ako sa p oznagimo
intenzitet vektora (ﬁ tj. |OP| = p, (sl. 2.30.) tada je poloZaj ravni ot u prostoru
potpuno odreden odstojanjem p ravni o od koo1dmatnog pocetka i pravcem nor-
male 7. Neka tafka M pripada ravni o, i neka je 7 vektor poloZaja tatke M. Za
svaku tacku M koja pripada ravni o vazi da je |CTIE\ projekcija vektora 7 na pravu
kojoj pripada vektor OP, jer vektori OP i 7y imaju isti pravac. Prema tome

p=|0P|= |—;>|cos(.4(7>,o¢)). (2.42)
Na osnovu definicije skalarnog proizvoda 7 = | P|cos(Z(7, 513)), i relacije

(2.42) imamo p = 7 - 7. Prema tome normalm vektorski oblik jednadine

ravni dat je sa
7 -Ho—p=0, (2.43)

Ako vektor normale 7 nije jediniéni vektor, tadaje 7 -7 =| 7|7 | cos(£(F, m))

a) X +y*+ 2242+ 2y+22=0;
b) 2% +2y? + 322 + 4x+ 2y 47 = 0;

ReSenja. a) Dopunjavanjem do potpunog kvadrata, dobijamo

Y2+ 2+ 242z = (x+ 1)+ (4 1)7+ (2+1)2 = 3,

tj.
2 2
G+ D+ G+ +E@+1)P=v3
Data jednaCina predstavlja sferu sa centrom u tacki (—1,—1,~1) i polupreénikom Slika 2.30. Slika 2.31
V3. MnoZenjem relacije (2.42) sa | 7| dobijamo da je p| 7| = 7 - 7, odnosno

b) Na sli¢an nacin, imamo
—p|7|=0. 2.44
2242y +327 +4x+2y+z = 2(12+2x+1)—2+2(v2+v) +3 (7 +4) i bk

_3l

2+ 12 +2(v+4)2+3 (2 +1) - AL,

I

Neka Je 4 vcklm nolmale na ravan o (vektor koji je kolinearan sa 7g) dat sa
W =AT+B7 +CF, gde je A2+ B>+ C2 # 0, odnosno (A,B,C) # (0,0,0).
dak Lo o a g el

odakle sledi da jednacina predstavlja elipsoid Vekéor plobmrtabie M neke & dutsi

31
2x’2+2y’2+3z'2=1—2, P =0M=x7+y7 +7k.
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Tada se jednacina (2.44) moZe zapisati kao
p| 7| =Ax+By+Cz.

Ako uvedemo oznaku D = —p| 7|, dobijamo skalarni oblik jednaine ravni
Ax+By+Cz+D=0. (2.45)

2.33. Primer. Odrediti normalni vektorski oblik jednacine ravni, &iji je skalarni oblik
4x+8y—z+18=0.

Resenje. Vektor normale 77 za datu ravan je 7 = 47 + 87 — Tg, a jedini¢ni vek-
tor normale je 7o = 7‘%—1_7?} + g? - % k . Rastojanje date ravni od koordinatnog
pocetka je p = _I?D_I = —4 = —2. Prema tome, normalni vektorski oblik jed-

nacine date ravni je

=, 8= 845 1
9 9

—f+—j—§k)+2—_—-0. b

Ako su u jednacini ravni Ax+ By + Cz+ D = 0 svi koeficijenti A, B,C i D razli¢iti
od nule, tada se jednacina te ravni moZe napisati u segmentnom obliku

el (2.46)
a b ¢
: ; D D . . ,
gde su a,b ic dati sa a= — b= —gr €= - i predstavljaju odsecke

(segmente) ravni na x,y i z osi respektivno,

2.34. Primer. Odrediti segmentni oblik jednadine ravni 2x+ 3y — 52430 =0.

Resenje. U ovom sluaju je a = —%Ox: —153) b :-;—% =—-10, c= 3—50 =0, pa je
AN By
—15 + —10 & 6 >

segmentni oblik jednacine ravni

Jednacina ravni kroz datu tacku koja je normalna na dati vektor

Neka je data tacka M, sa koordinatama (x),y1,7;), koja pripada ravni o i vektor
normale 7 na ravan o sa koordinatama (A, B, C). Neka je 7 vektor poloZaja tatke
M sa koordinatama (x,y,z), koja pripada takode ravni o. Odrediéemo jednadinu
ravni o kojoj pripada tatka M i koja je normalna na vektor 77 (s1.2.31.).

Vektor M 11T¢) u ravni o je razlika vektora 7 = O_M’i 71 = OMi, tj.

MM—=0M—-0M, =7 — 7.
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Kako su vektori 77 i M Jd) ortogonalni sledi da je (7 — 71) - 7 = 0, odnosno,
FR=T 7. (2.47)

Jednagina (2.47) je jednadina ravni koja je odredena datom tatkom M i vektorom
normale 77 .

Jednagina (2.47) u skalarnom obliku je data sa
Ax+By+Cz—Axi — By, —Cz1 =0, (2.48)
ili Ax+ By+Cz+ D=0, gde je —D = Ax1 +By1 +Cz1.
2.35. Primer. Odrediti jednacinu ravni koja prolazi kroz tacku My(2,—3,5) i normalna
jenavektor =1+ j+ k.

Redenje. U ovom slu¢aju imamo A(x—x;) 4+ B(y —y1) +C(z—z1) = 0. Ov.dc J:c
A=1,B=1,C=1,ax, =2,y =-3, z1 =5. Prema tome, jednacina ravni koja

sadr#i tacku M, i normalna je na vektor 7@ je
(x—2)+ (y+3)+(z—5) =0, odnosno x+y+z—4=0.»>
2.36. Primer. Odrediti jednacinu ravai koja prolazi kroz tacku M (—1,2,5) i normaina
je na z—osi.
ReSenje. z—osa je vektor normale, $to zna€i daje A =0, B= 0, C =1, pa je jednacina
ravni z— 5 = 0, odnosno z=15.
Jednaé&ina ravni kroz tri tacke

Neka su date tri nekolinearne tadke M (x1,¥1,21), Ma(¥2,¥2,22) i M3(x3,3,23) (ne
pripadaju istoj pravi). Odredi¢emo ravan o kojoj pripadaju ove tri tacke,

Neka je vektor poloZaja proizvoljne tacke M (x,y,z) ravni 0. oznacen sa 7, odnosno
T
F=xi+yj+zk.

Oznatimo sa 71, 73 1 74 vektore poloZaja tataka My, Ma i M3, respektivno. Tada
su vektori 7 — ﬁ, T ] T 71 odredeni sa

—y

o = (x—x) T -y T +e-2)F,
— - -

T3 = (x—-x)i+-—y)i+t-n)k,
_.-).

PR = (=x)T+O-y) T +e—2)%.

Vektori ¥ — 7, ¥ — 73 i 7 — 74 su komplanarni, odnosno pripadaju ravni @, ¢
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njihov mesoviti proizvod mora biti jednak nuli. Dakle, vaZi relacija
A—X Y=y 2—u
X=Xy Yy—Y» z—2 |=0, odakle je
X—X3 Y—¥V3 T—2ZI3

X=x1 Yy—» z—z21
X2—x1 Y2—y1 22—z |=0. (2.49)
X3—X1 Y3—)y1 3—21

Jednacina (2.49) predstavlja jednainu ravni kroz tri tacke.
2.37. Primer. Date su tacke A(3,2,1), B(1,2,2) i C(5,0,—1). Odrediti jednacinu ravni
koju odreduju ove tri tacke.
ReSenje. Jednacina ravni koju odreduju ove tri tacke je

x—=3 y-2 z—1 x—=3 y-2 z—-1
1-3 2-2 2-1 =0, odnosno -2 0 1 [=0,
5-3 0-2 —-1-1 2 =2 =2

odakle je 2(x—3) —2(y—2) +4(z—1) =0, tj. 2x—2y+ 4z =6.
Date su Cetiri tatke My (x1,y1,21), Ma(xa,¥2,22), Ma(x3,y3,73) i My (x4,y4,24)-
One pripadaju istoj ravni ako je meSoviti proizvod vektora

— : :

MM, = (x:’—xl)_l}‘l“(k’—yl)?“l‘(@_zl)?'
— 5

MM, = (u-x)T+0-m)T +@—w) %,
i . =

MMy = (u—x)7+@i—y)T +-2)F,

jednak nuli. Znadi, uslov da tacke My, My, M3 i My budu komplanarne, odnosno
da pripadaju istoj ravni je dat sa

] X2—X1 Y2—Y1 2—12
X3—=x1 y3—y z—272 |[=0.»
Xa—X1 Ya—Y1 Zu—2
Ugao izmedu dve ravni

Neka su jednatine dve ravni, o i B date u vektorskom obliku
oc:T)#I-{-Dl:O, B T}WQ-I—DQEO,

gde su 7 i 7 » vektori normala na odgovarajuce ravni o odnosno f.

Ugao izmedu dve ravni o i B je ugao izmedu njihovih odgovarajuéih normala 7,
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i 71 i dobija se iz definicije skalamog proizvoda
AR S
cos(Z 72‘ ,_n>’> = .
( ( 1 ~)) |§f1||:§r 2[

Poznato je da je kosinus oStrog ugla pozitivan a kosinus tupog ugla negativan, §to
znaci da ako posmatramo uvek oStar ugao izmedu pravih tada je

VAR
cos(Z(T1,72)) = | i” ;|

Ako su dve ravni date u skalarnom obliku
o:Ax+Biy+Ciz+D, =0, B:Ax+By+Coz+Dyr=0,
znaci da su vektori normala na ravni o i B respektivno dati sa
T =AM T AB ] +COR, Ta=AT +B T +GE.
Prema tome, ugao izmedu ravni o i B ¢ije su jednadine date u skalarnom obliku se

dobija iz relacije

(2.50)

A1Ar+ BBy
COS(&(#l,#Z)) - 1 2+ I -+C1C2
A+ B} +C A3+ B3+ C3
2.38. Primer. Odrediti ugao izmedu ravni o.: 3x+2y+z+5=01i B:2x—y+3z+2=
0.
ReSenje. Vektori 71 W sudati sa W, = 3?+2?+?, o =2?——j+3?.
Ugao izmedu ravni o i B se dobija iz
_6—24+3 1
V1414 2’
Dveravni o: Ax+Byy+Ciz-++D; =0, PB: Ax+Bay+Cuz+Dr=0, su

ortogonalne ako je kosinus ugla izmedu njihovih vektora normala jednak nuli. Iz
(2.50) sledi da su ravni o i B ortogonalne, ako je ispunjen uslov

cos(Z(T1,72)) paje 4(7?1,7?3):%.

AjAr+ BB+ C1C, = 0.

Dve ravni su paralelne ako su njihovi vektori norinala kolinearni, odnosno ako vazi
relacija

71 =q7?2.
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- = =
i j ok
Toznatidajetada Wy X Wa=0.1z W1 x Wa=| A, B} C |sledidaje
Ay By (s
Al Bi| |BL G| _|C A _0
AQBZ#BZCE_CQAQ_‘

Dveravni o: Ax+Biy+Ciz+D;=0 i B: Ax+Boy+Coz+D2=0 su
paralelne ako je ispunjen uslov

Aliq-Ag, B]=q-Bg, Cl=Q'C2. B

Rastojanje tacke od ravni

Neka je data jednacina ravni o u normalnom vektorskom obliku 7 Ro—p=0,
gde je 7 vektor poloZaja proizvoljne tatke ravni o, a 7 jediniéni vektor normale
ravni ¢ i p odstojanje ravni o od koordinatnog pocetka,

Neka je data tacka Mi(x),y1,z1) koja ne pripada ravni o i neka je O podnoZje
normale iz tatke M, na ravan o (s1.2.32.). Vektori 7o i OM; su kolinearni, (oba
su normalna na ravan o) pa se vektor QM| moZe izraziti kao

-y

QM] = (7.'_1’?(),
gde je d rastojanje tatke M od ravni o.. Ako su tacke M| i koordinami pocetak O
sa iste strane ravni o, tada je d > 0,

sa raznih strana ravni o, tada je d < 0.

Vektor poloZaja tacke Q odredujemo iz relacije
b—é: OM, +M1i§: 7}1 —dﬁo,

gde je 7 vektor poloZaja tacke M. Tacka Q pripada ravni o pa vektor o= @
zadovoljava jednaCinu ravni o, odnosno vazi (sl 2.32.).

7}270—[)=0, odakle je (_?}1—(17?0)70—11):0.

Iz poslednje jednakosti imamo 71 7o—d — p = 0, pa je rastojanje tatke M od
ravni ¢ dato sa
d=T1To—p. 2.51)
Ako je jednagina ravni o data u skalarnom obliku Ax+ By +Cz+ D = 0, tada je
njen vektorski oblik
PR +D=0,
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gde je vektor normale 7 =AT +B? -l—C?, ar=x7i -i-yz> +z?. Kakoe je
s _ ® . __ D
=R T PT TR
dobijamo
i AT +BF+CF AT +BT+CE : D
Fild = = = — u
’ £[77] AT BELe T i/ B0

Na osnovu relacije (2.51) sledi da je rastojanje izmedu tatke M (x1,y1,21) 1 ravni
o, koja je data jednatinom u skalarnom obliku Ax+ By +Cz+ D=0,

- Axi+By1+Cz1+D
VAZ+B+C |

(2.52)

Slika 2.32. Slika 2.33.

2.5.11 Prava
Opéti oblik jednacine prave u ravni je
Ax+By+C=0, akoje A®+B*#0.
Ako je C =0 prava prolazi kroz koordinatni pocetak.
Eksplicitni oblik jednacine prave je
y=kx+n,

gde je k koelicijent pravea prave i vazi da je k =tga, gde je o ugao koji prava
zaklapa sa pozitivnim smerom x—ose, a prava sc¢e y—osu u tacki (0, ).
Sve prave koje prolaze kroz tatku M(xo,yo), §to zovemo pramen pravih, imaju
jednacine

Y= Yo = k(x—xo).
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Jednatina prave koja prolazi kroz dve tatke M(x1,y1) it M(x2,¥2) je

= 27N x). (2.53)

y—n -
X2 —X]

Prava u prostoru Odredi¢emo sada jednadinu prave p u prostoru, koja prolazi
kroz tatku M (x1,y1,21) 1 paralelna je sa nosatem vektora @. Ncka je 7 = OM
vektor poloZaja take M koja pripada pravi p, a 71 = OM) vektor poloZaja tatke
M.

Talke M i M, pripadaju pravi p, pa je vektor M, M kolinearan sa vektorom @, te
je (s1.2.33))
M 1]@ = I?,

gde je t skalar. Iz relacije MM = OM — OM i sledi da je vektorski oblik jednacine
prave koja prolazi kroz tatku M, i paralelnaz sa nosaem vektora @

7 =7 ,+14, (2.54)
gde jet € R. Kako je
OM, =xi T+ T +uk, OM=xT+yF+7R, a B=a/ T +a ] +as k,
tada iz jednacdine (2.54) dobijamo
ATy T+ R =T +nT+a R+t T +a ] +asF),
§to je ekvivalentno sa
x=x;+tai, y =y +taz, z=2z1 +tas. (2.55)

Jedna&ine (2.55) su parametarske jednatine prave koja _Erolazi kroz datu tacku
M (x1,y1,21) 1 paralelna je sa nosacem vektoraay i a2 j +az k.

Ako su sve tri koordinate vektora @ razlicite od nule, odnosno a; # 0, i = 1,2,3,
tada jednacine (2.55) moZemo izraziti na slede¢i nacin:

X—Xx1 = |
= 5 b= i’ ; I= ,  odnosno
a as as
X=X — Y1 %1
W : (2.56)
aj 7] (753

Jednacine (2.56) su kanonicke jednadine prave.

2.39. Primer. Nap.r.'sargednaéfrm prave koja prolazi kroz tacku My(—1,2,5) i paralelna

jevektoru@ =T —37 +6%.
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: - —=¥
Resenje. Vektor poloZaja tatke M je V= -7 +27}+5 k . Na osnovu (2.54) vek-
torska jednacina prave je
__..}
PP R =—T 42T +5F +1(7 —37 +6%).
Parametarske jednatine prave su x=—1+1, y=2-3t, z=5+0r. Kanonicke
+1 y—2 z=3

1 =3 6
Jednaéina prave kroz dve tacke

jednacine prave su

Pravu koja je odredena dvema razli€itim tackama M) (x1,51,21) 1 Ma(x2,¥2, 22)
moZemo posmatrati kao pravu koja prolazi kroz tatku M; (na primer) i paralelna
je sa pravom koja je nosal vektora @ = M M,. Ako je 7 vektor poloZaja tatke
M, tada je vektorski oblik jednagine prave koja prolazi kroz tacke M) i Mo

7 o= T,+t7a, ili
=T AnT +aR)+i-x) T+ T +@-2)F). @D
Parametarske jednacine prave su
x=xi+tle—x), y=n+thr-n), z=n+tlz-au), 258
a kanonicke jednaine iste prave su |

X—x _ y—n o i—27 (2.59)
Xp—X1 Y2—y1 Z2—4

Ako su date tatke M (x1,y1) i Ma(x2,y2) u xy—ravni tada imamo samo prve dve
jednagine u relaciji (2.59), tako da dobijamo jednacinu (2.53).

2.40. Primer. Napisati jednacinu prave koja prolazi kroz tacke My (1,-3, 2) i M>(6,1,-5).

Refenje. Na osnovu (2.57) je vektorski oblik jednaCine ove prave

+ = (?—37"+2E’)+:((6_->-1)1>+(1_—}(—3))7+(—5—2)73)_
= (T =3742K)+:(57 +47 -7F)

Parametarske jednaine prave su x=1+5¢, y=—3+41, z=2-71, a kanonicke
x—1 _ y+3 z-2 >

5 4 =1
Rastojanje tacke od prave

jednacine iste prave su

X—Xx1 y—»y _ b |
ai as a3 -
M5 (x2,¥2,22) koja ne pripada pravi p. Obelezimo sa M (x1,y1,21) tacku na pravi

1 tacka

Neka je data prava p kanoni¢kom jednacinom 3
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p, asa M3(x3,y3,23) presck normale iz tatke M na pravu p i prave p. Rastojanje
tacke My od prave p je
d = |MaMj).

Iz wougla M M2M5 imamo

L FPNpppr— ; o e
d = |MMa|sin(Z(M M3, M1M?)) = |M M3 | sin(£(@ ,MM5)).
e 4 e —
Dalje je |M M3 x @| = |M\Ma|| @ | sin(£( @, M\ M>)), pa je

e |M1M2 X _CM
= T (2.60)

e T — .
Kako je MiM> = (xp — x1) | +(y2—y1)_f¢1—(z3-—zl)? i 7:017}—;-(127}-!—
asz k , toje

il 7 4
T 73—Vl 22—
MMxZ = |xm-xi yvi—wn n-z |=|7° "0 2747
dz asy
aj az as

Z3—Z1 X2—X|
a3 ay

-

7+ 7

k.

X2 =X ¥Y2—YI
ay an

-+

Odavde, koric¢enjem (2.60), imamo da je rastojanje 4 dato izrazom

|

9, )
Y=y -z 2—21 X2—X Xp—X1 Y2—V |'

az as a; a ar aa
Ji+d+a
Rastojanje dve prave
Neka su prave p i ¢ date sa
X=X Y=y z—171 X—X2 Y—Y2 ZI—2
P = = . — = ~. 2.61
a @ U T Tk b (260

Ako su prave p i g paralelne, tada sc rastojanje izmedu njih odreduje tako §to se
uzme proizvoljna tacka na jednoj od pravih, na primer, ¢ i odredi njeno rastojanje
od prave p.

Ako su prave p i ¢ mimoilazne tj. ne leZe u istoj ravni, tada je rastojanjc izmedu

njih minimalno rastojanje dveju proizvoljnih tadaka, koje pripadaju datim pravama.
To je rastojanje jednako odseku zajednic¢ke normale datih pravih &ije krajnje tacke
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leZe na datim pravama,

Neka su tatke M;(x1,y1,21) 1 Ma(x2,¥2,22) proizvoljne latke ko!c pripadaju re-
spektivno pravama p i g. Vektor NN je projekeija vektora M M> na zajednicku
normalu pravih p i g. Ako sa d oznacimo rastojanje izmedu pravih p i g, tada je

d = |N1M|.

= . 7 ; f=r ;
Vektor @ X b je normalan na prave p i ¢ (nosaci vektora @i b su paralelni
pravama p i g respektivno) i kolinearan sa NiNa.
Vektori @, b i M;M5 su nckomplanarni i oni odreduju araleloglpcd tija je za-
premina apsolutna vrednost meSovitog proizvoda (@ x b ) -MiM;.
Visina paralclopipeda H je intenzitet vektora Ny N3, tj. H = d, a povriina osnove je
P=|d x b|. Kako je

#=Y toje a= (@ D) I
P [@xb|

odakle sledi da se rastojanje izmedu dveju mimoilaznih pravih p i ¢, odreduje
formulom

X2—X Y2—YL -1
ay az as
b b b
d= 1 . 3 (2.62)
a as az  aj a  a»
by Dy by by by b'Z
Ncka su date dve prave
p_-’f—-’f: _¥y—n_z-a i q_x—-.xz_y—yz_z—b
Coay a> a3 C b b by
Xo—X1 Y2—)Y1 Z2—70
inekaje D= a as a3 . Tada sa mo¥e pokazati da vazi sledece:
by by b3
Prave p i ¢ su mimoilazne ako je D # 0.
. i 2 ; . - . =
Prave p i ¢ se seku ako je D = 0 i vektori @ = al?ﬂ—ag?—!-a_gk R

b1_i.")+b3 J + b3 k nisu kolinearni.

Prave p i g su paralelne ako su vektori @i D kolinearni a vektor @ = (x2 —
— — = .
x) & +{y2—y1) J +(z2—21) £ nije kolincaran sa njima.

Prave p i ¢ se poklapaju ako su vektori @, T i 7 kolincarni.




110 Glava 2. Elementi linearne algebre

Ugao izmedu dve prave

Ugao izmedu dve prave u prostoru je ugao izmedu bilo koja dva vektora ¢iji su
nosaéi date prave. Kako dva vektora u stvari obrazuju dva suplementna ugla mi
éemo uvek posmatrati samo ostar ili prav ugao. Prema tome, za prave

p.-"“‘-’fl_y—ylﬁz—zl q,x—xﬁ_»fy—yg_z—zrz
: aj an 3 ’ i b[ 1)2 b3 ’

ugao sc dobija iz

arby + axbx +azbs
\Jad + a3+ a3 [} + 53+ 13
2.41. Primer. Odrediti ugao vy izmedu dve prave ’

¥ ¥l y—d - EF2 =3 y=2 z=l
AA R T L e 3

cos(£(@, D)) = (2.63)

ReSenje. Proma (2.63) je cosy= | S672

_ 1 . T
= 11, 0dnosno Y= arccos ; = 3. b

Ugao izmedu prave i ravni

; X—k o=t L—&i . .
Ugao yizmedu prave p : 2 L = L. L i ravni ot: Ax+By+Cz+D=0
2 as
sc posmatra kao komplement ugla izmedu prave p i normale na ravan o. Kako je

vektor normale ravni o dat sa 7 = A i + b’? +Ck,toje

Aa; + Bax+Cas

cos(Z(@, 7)) =siny= )
a? + a3+ a3vVA* + B>+ C?
jerje cos(Z(@, 7)) = sin (g — 4(7,#)) = sin(Y).

" " . ) 2 -3 2
2.42. Primer. Odrediti ugao vy izmedu prave p : : =2 e i ravii

2 5 —4
o —4x+5y—7z+10=0.

ResSenje. Prava p je paralelna sa nosatem vektora F =27 + 57} k4?, a vektor
normale ravni o je 7 = T 4 57} TRz
—-8+25+28 45 V2

cos(£(d, 7)) =siny= |

VTRt VRS | VB 2

sledi da je ugao y izmedu prave p i ravni o dat sa Y= arcsin .

|

Glava 3

Granic¢na vrednost, neprekidnost
iizvod

Raspravljajuéi razlicite aspekte realnog broja, primecujemo da se pri merenju re-
alnih fizigkih velidina dobija niz njihovih pribliznih vrednosti, sa kojima zatim
radimo. Takvo stanje stvari odmah postavlja tri sledeca pitanja:

a) Kakav odnos ima dobijeni niz aproksimacija prema izmerenoj veli¢ini? Imamo u
vidu matemati¢ku stranu stvari, tj. Zelimo da dobijemo tacan opis, §ta uopste znaci
*niz pribliznih vrednosti” i u kojoj meri takav niz opisuje vrednosti velic¢ine; da
li je to opisivanje jednoznacno i da li taj niz moze odgovarati raznim vrednostima
izmerenih velicina.

b) U kakvoj su vezi operacije sa pribliznim vrednostima, i operacije sa tatnim vred-
nostima, i &ime se te operacije karakteri§u pri opisivanju nekih dopustivih zamena
tainih vrednosti pribliznim?

¢) Kako je sam niz brojeva definisan, moZe li on biti niz dovoljno tatnih pribliznih
vrednosti neke veli¢ine? Odgovor na ta i sli¢na pitanja daje pojam grani¢ne vred-
nosti funkcije jedan od osnovnih pojmova analize.

Izlaganjc teorije graniénih vrednosti po¢injemo razmatranjem graniéne vrednost
funkcija prirodnog argumenta (nizova).

3.1 Nizovi

3.1.1 Osnovni pojmovi
3.1. Definicija. Niz je funkcija a : N — R.

Uobicajeno je da se pife a, :==a(n), n€N, i a= (@u)nen- Broj a, sc zove opsti
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112 Glava 3. Grani¢na vrednost, neprekidnost i izvod

lan niza a. U ovoj glavi n uvek oznatava neki prirodan broj.
U sledeéoj tabeli dato je nekoliko nizova sa op$tim ¢lanom i jzratunato je nckoliko
njihovih prvih ¢lanova.

Opsti Elan Clanovi niza Opsti &lan Clanovi niza
1 111 s 1 123
an’l:E: 1151313{3'-'1 bn"*l—_?l': 01515737"'!
=) 1 _11 coy
Cﬂ:%: _1151__3'511"'1 dfl‘—n'a 11213143"'1
T 111 1
€n = (_1)’1“1: _'172:_3141"'a f;l - (ﬁ) 1 Fs G181 760
Tabela 3.1.

Definicija grani¢ne vrednosti niza

3.2. Definicija. Realan broj L je grani¢na vrednost niza (a,)nen ako za svako € >0
postoji ng € N sa osobinom da za svako n > ng vazi la, —L| <&, 1.

(Ve>0) (AnpeN) (YneN) n>np = la,—L| <&.
Ako je L grani¢na vrednost (kraCe: granmica) niza (an)nen, tada jo§ kaZzemo da
(an)nen konvergira ka broju L i to piSemo li_l)n G =
Hn-—oco
3.3. Teorema. Granica konvergentnog niza je jedinstyena.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (a,)xen ima dve granice, oznacimo ih
saaib,ineka je, recimo, a > b. Tada za € := (a — b) /3 postoji ng takvo da vaii
(VheN) n>ng=|a,—al <&
To znadi da u intervalu (b—&,b+ £) ima najviSe kona¢no mnogo Clanova niza
(ay)nen (ne vise od ng), pa tacka b ne moZe biti granica tog niza. »

3.4. Primer. Koristeci definiciju 3.2, pokazati da je svaki od sledecih nizova datift sa
opstim Clanom

1 1
=— b) by=—, >0,
a) iy P ) )? ”C(.’

konvergentan ka 0.

ReSenja.

a) Treba pokazati da za svako unapred dato pozitivno € postoji prirodan broj ng takav
da vazi implikacija

1
n>ny = |a,—0| <& odnosno n>ny = - <E. 3.1
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Kako za svako n sa osobinom s > % vazi % < g, to moZemo uzeti Ry = [%] +1,pa
je (3.1) zadovoljeno,

Napomena. Broj [x] (€ita se: "najveci ceo od x™) po definiciji je najvedi ceo broj manji
ili jednak od realnog broja x.

b) Za dato &€ > () odrediéemo prirodan broj ng tako da za svako n > ng vaZi

1 1

= — <&,

O‘ na

ne

Ako je o pozitivan racionalan broj, tada iz zadnje nejednakosti sledi n > %, pa

moZemo uzeti da je np = [%] +1.

Ako je, medutim, o pozitivan iracionalan broj, tada postoji racionalan broj [3 takav
1 1 1

— — (] = — < —, pa moZemo

n* nb’ P

da vazi 0 < P < o, odnosno nP < n®, tako da je -
I

uzeti ng = [ﬁ] + 1. p

. : 3, s 5 g ; 52 n+1
3.5. Primer. Pokazati po definiciji 3.2 da niz &iji je opsti ¢lan dat sa a, = L
n

ima

granicu jednaku 1.

ReSenje. Iz relacija

:1ié—l| = ﬁ < ¢ sledi da za dato € > 0, vazii n+2 >

ili n> e 2. Za ng se mo¥e uzeti bilo koji prirodan broj veéi od broja

—n |

i 2. Da bismo bili sigurni da je izabrani broj ng prirodan, uzeéemo (na primer)
no = [1/& — 2]+ 3. Tada za svako n > ng vaZi |% - 1| <E.

Za niz koji ne konvergira, kaZemo da divergira. Izdvojiemo dve klase diver-
gentnih nizova. »

3.6. Definicija. Niz (dy)nen
divergira u plus beskonatno, u oznaci '}Lr}r; a, = +o0, ako za svaki realan broj
M > 0 postoji broj ng € N takav da za svako n > ng vazi a, > M;
divergira u minus beskonaéno, u oznaci &gr; a, = —oo, ako za svaki realan broj
M > 0 postoji broj ng € N takav da za svako n > np vazi a, < —M.
Niz sa opstim &lanom ¢, = n divergira u plus beskonacno (to je, u stvari, niz prirod-

nih brojeva), dok niz sa op§tim &lanom e, = (—1)"n jeste divergentan ((j. nije kon-
vergentan), ali niti divergira u minus beskonatno niti u plus beskonacno.
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3.7. Definicija. Niz a = (a,)uen je ogranifen ako postoji pozitivan realan broj M
takav da za svako n € Nvazi  |a,| <M.

Ocevidne da niz koji divergira u plus beskonacno ili u minus beskonacno ne moze
biti ograni¢en. Medutim, vaZi

3.8. Teorema, Svauki konvergentait niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je dat niz (a,).en koji konvergira ka broju L, odnosno ncka je
11_1)130 a, = L. To znadi da za proizvoljno € > 0, paiza € := |, postoji rg € N, takvo
rcllzl 78 SVe i > Hy vazi

lan—L| <1, 4§ L—1<ag,<L+1.
Izmedu kona¢no mnogo brojeva ay,az2,--+,du,, L — 1 i L4 1 moZemo odrediti onaj
koji ima najveéu apsolutnu vrednost, obelezimo ga sa M. Tada za svako n € N vazi
la,| <M. Prema definiciji 3.7, niz (a,)nen je ogranicen. »

3.9. Primer. Da li vazi tvrdenje obrauto teoremi 3.8, f. da je svaki ogranicen niz i
konvergentan?

Rezultat. Ne. Niz koji je ograni¢en ne mora biti konvergentan, kako se vidi na primeru
niza sa opstim ¢lanom a, = (—1)". »

3.10. Primer. Odrediti koji su nizovi iz tabele 3.1 ograniceni.

Rezultati. Nizovi (a,)uen, (Dn)nen 1 (Ch)uen su ograniCeni sa 1; niz (f);)nen ograniéen
je sa %, dok nizovi (d,)uen 1 (€n)nen nisu ograniceni. »

3.11. Primer. Na brojnoj pravoj edrediti prvih pet tacaka koje odgovarajie ¢lanovima
slededilt nizova, datil svojim opstim Clanom:

l (_l)n’l
—\/—_r: )b, =1———; e, =14+(=1)" dyd,=n-(1+(-1)").
¥ n :
Graflickim prikazima Clanova nizova iz primera 3.11, vidi se da se ¢lanovi niza
(@ )nen nagomilavaju oko tatke 0 sa desne strane, dok se ¢lanovi niza (b, )uen
nagomilavaju oko taCke 1, ali sa obe strane. Clanovi niza (¢, ),en UZimaju samo
dve vrednosti, naime vaZi

A) iy =

i = | T 2, akoje n=2k zancko kEN;
. 10, akoje n=2k+1 zanecko ke N,.

Za sve neparne brojeve n, ¢lanovi niza (d,)en uzimaju vrednost 0, dok se za parne
brojeve n udaljuju u desno (ka +oo).
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3.12. Definicija. Realan broj £ je tatka nagomilavanja niza (a.).en, ako za svako

£ > 0 i svako m € N postoji bar jedno n € N, n > m, takvo da je |a, — ] <.

Ekvivalentan iskaz za definiciju 3.12 jeste da je realan broj £ tatka nagomilavanja
niza (a,)nen ako i samo ako za svako € > 0 postoji beskona¢no mnogo prirodnih
brojeva n sa osobinom a, € (£ —¢€,£4+¢€).

3.13. Primer. Odrediti tacke nagomilavanja nizova datih u primeru 3.11.

ReSenja.

a) Niz (a,)nen ima jednu ta€ku nagomilavanja, 0 i prema primeru 3.4 b) ima granicu
jednaku nuli.

b) Niz (b,)nen ima jednu taéku nagomilavanja, I, konvergentan je i granica mu je 1.

¢) Niz (¢,)nen ima dve tacke nagomilavanja, i to 012. Ovaj niz je ogranicen, ali nije
konvergentan.

d) Niz (d,)nen ima jednu tatku nagomilavanja, 0. U stvari, za sve nepame brojeve
n=72k+1, k€ Ny, je dys1 =0, pa za proizvoljno € > 0 i za sve k € Ng vazi
dapiq € (0—g,04¢). Medutim, niz (d,),en nije ogranicen, pa prema teoremi 3.8
nije konvergentan. b
Ostavljamo &itaocu da pokaZe da je granica konvergentnog niza i njegova jedina
tatka nagomilavanja. Sa druge strane, niz (dy)aen iz primera 3.11 d) pokazuje
da ako niz ima tatno jednu tacku nagomilavanja, ipak ne mora biti i konvergentan.
Ustvari, vazi sledeéa

3.14. Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz konvergira jeste da je ogranicen i da

ima taéno jednu tacku nagomilavanja.
17 tcoreme 3.8 sledi da je ograniZenost potreban uslov za konvergenciju niza. Dalje,
teorcma 3.3) daje jedinstvenost granice niza, §to znaci da konvergentan niz ne moZze
imati vi$e od jedne tatke nagomilavanja. Dokaz dovoljnosti uslova za konvergen-
ciju niza u teoremi 3.14 ovde izoslavljamo; recimo samo da je ona posledica Kan-
torove teorcme 1.3.
Niz (a,)uen ograni¢en odozgo ako postoji realan broj M sa osobinom

(VneN) a, <M.
Niz (a,)nen Ograniéen odozdo ako postoji realan broj M sa osobinom

(VneN) a,>M.
Otevidno je niz ograniéen (videti definiciju 3.7) ako i samo ako je ogranifen i

odozgo i odozdo.
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Najveca taCka nagomilavanja odozgo ograni¢enog niza {dy)xen naziva sc
limes superior i oznacava se sa limsupa,,.

H—yoo
Najmanja tacka nagomilavanja odozdo ogranic¢enog niza (a,).en naziva sc

limes inferior i oznacava se sa liminfa,.
H—p00

Kori$¢enjem aksioma (R16) iz prve glave moZe se pokazati da
ako je niz (a,)nen 0dozgo ogranicen, tada postoji limsup a,,
h—roa
a ako je odozdo ogranien, tada postoji liminfa,.
1—300
U primeru 3.11 ¢) tacka 2 jeste limes superior, dok je tacka 0 limes inferior niza sa
op§tim ¢lanom ¢, = 14 (—1)".
Iz teorcme 3.14 sledi da ako niz (ay,),en konvergira ka broju L, tada je
limsupa, = liminfa, = L.
H-yo0 i
Ako niz (ay),en ima sledeCu osobinu: :

(VM >0) (3neN) a, >M, tada ¢emo pisati limsupa, = +oo
fi—oo
Analogno, ako za niz (a,).en vaZi
(VM >0) (3neN) a, < —M, tada ¢emo pisati Iinz}infa,, = —oo0
H—00

Na primer, za niz dat sa a, = (—1)"n vazi limsupa, =4 i liminfa, = —oo.
H—o0 1300

3.1.2 Osobine grani¢ne vrednosti niza

Teorema. Ako su (ay)uen @ (Dn)nen konvergentni nizovi, i ako postoji ny € N sa
osobinom (Yn € N) n>ng = a, < by, tada vaZi

lima, < lim b,.

H—poo n—3oo
Dokaz. ObeleZimo sa a i b granice nizova (a,)uen 1 (by)nen respektivno, i pret-
postavimo da je, suprotno ivrdenju teoreme. @ > b.
Iz konvergencije nizova (@, )uen i (Dp)nen sledi daza e = “5"’ > (0 postoje prirodni
brojevi sy 1 1o takvi da vaZi
(VheN) n>n = |la,—a|<e i (VneN) n>ny = |b,—b| <k,

odnosno
(VrheN) n>n = a—e<a,<a+€ i (VneN) a>n = b—e<b,<b+e.

Prema tome za n > ny := max{ng,n,ns } vazi

b,,<b+e:b+a;b: i

§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a, < b, zasvako n > n3 > ng. b

=a—£<dy,
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3.16. Teorema. Ako za nizove (an)nen, (bn)nen T (Cu)nen postoji broj ng € N sa osobi-

nom n>ng = a, < b, <cp, tada vazi implikacija

(Iim a, = lim ¢, = L) = (lim By, = L) .
H—yco

fi—peo H—yeo

Dokaz. Prema pretpostavei, za dato € > 0 postoje prirodni brojevi iy i na takvi da
vaZe implikacije

(VneN) n>n = |a,—Ll<€e i (VneN) n>m = |c,—L| <&
Na osnovu toga za a > ny ;= max{ng,n,n2 } vazi
L—e<a,<b,<c,<L+g, teje |b,—L|<E,

§toznatidaje limb,=L. »
H—o0

3.17. Teorema. Ako nizovi (ay)nen i (bn)nen konvergiraju, tada vazi

a) lim(a,xby) = lim g, & lim by,
H—poo H—ro0 H—o0

lj. granica zbira (respektivno razlike) konvergeninih nizova postoji i jednaka je
zbiru (respektivino razlici) njihovih granica;

b) lim(a,-b,) = lima,- lim b,
H—oo n n—o0

i
—3oo
tj. granica proizvoda konvergentnih nizova postoji i jednaka je proizvodu njiliovih
granica;
lim a
Ay e "

¢) lim—=—
n—e by, lim by’
n—

uz uslov b, #0zasvakon eNi li_1>n by # 0,
MH—yoo

1j., pod gornjim uslovima, granica kolicnika konvergentnih nizova postoji i jednaka
Je kolicniku njihovili granica.
Dokaz. Neka su brojevi a i b granice nizova (ap)wen 1 (Dy)nen, respektivno.

a) Kako su nizovi (ay)uen i (bn)ren konvergentni, to za proizvoljno € > 0 postoje
prirodni brojevi a1y i no takvi da vaze implikacije
(VneN) n>n; = |a,—a|<e/2 1 (VneN) n>n = |by—bl <g/2.

Na osnovu toga, za . > iy 1= max{nl,nz} moZzemo pisati

(an+b) = (@ B)] = (a0 — @) + (b= )| < as —al + b —b| < 5 +5 = &,
odakle stedi tvrdenje.

b) Prema teoremi 3.8 je svaki konvergentan niz ograniéen, pa postoji konstanta My >
0 sa osobinom da za sve n € N je |b,| < M. Stavimo sada M = max{|a|, M };
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jasno, mora biti M > (). Tada za proizvoljno € > 0 postoje prirodni brojevi ny 1 na
takvi da vaze ncjednakosti:

€ .
(VreN)n>n = |a,—a|l < T (VheN)n>m=|b,—b| < w
Na osnovu toga za n > n3 := max{n,# } moZemo pisati

|y -by—a-b = |ay-by—a-by+a-by,—a-b|=|b,(a,—a)+alb,—D)]

= nl " n <M'— M_f
|bulla, — al + |a||by — D] 2M+ T

¢) Pod pretpostavkom da granica b niza (b,)yen nije nula, pokaZimo da se mozc
odrediti prirodan broj ng takav da vaZi
(VreN) n>ng= |by| > |b|/2.

Ovo sledi direktno iz definicije grani¢ne wednosti niza (delinicija 3.2). Drugim

re¢ima, u intervalu (—|[b|/2,|b|/2) ima najvi$e kona¢no mnogo €lanova niza (b, ) .en-

Iz konvergencije nizova (a,)nen 1 (bn)nen sledi da za proizvoljno € > 0 postoje
prirodni brojevi i) 1 ny takvi da vaze nejednakosti

|ble

(VneN)n>ny = la,—a| < - i (VreN)n>m=— lal by = b < —

Z

Na osnovu toga za n > n3 1= max{ng,n1,n2 } moZemo pisati

lble
4

an-b—a-by| |an-b—a-bt+a-b-a-b,
b b, ,_ b-b,

|f_]1(' el i) < lblI/Z(lb]“Iét)“ >

|
ap, a

b, b

 Plla—al+lallba—b)
| Dl - D]

3.18. Teorema. Ako je (a,)new konvergentan niz, tada vaZe sledece jednakosti:

a) lim(A-a,) =A-lima,, gdeje A proizvoljna konstanta razlicita od nule;
n—yoo n—yoo

b) lim (a,)f = (lim a,)*, gde je k prirodan broj;
H—y o0 H—y00

¢) lim Wa, = x/ llm a, gde je k € N. Ako je k paran broj, mora se dodatno pret-

H—o0
postaviti da su (lanm-*.r, niza (a,)ueN nenegativiti.

Dokaz.
a) Sledi iz teoreme 3.17 b), ako se stavi b, =A, n € N.
b) Sledi primenom matematicke indukcije na tvrdenje iz teoreme 3.17 b).

¢) Sledi iz b) posle smene /a, = by, tj. a, = (b)f, neN. »
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3,19. Primer. Koristedi teoremu 3.16, odrediti sledece graniéne vrednosti:

o1 R 1
a) lim —; b)lim —; ¢) lim —
n—roo n—oo gl n—yoo M’

d) lim ¢", |q| < 1.
Hn—co

ReSenja.

L toje 0< hm g lim - ':' Na osnovu primera 3.4 a) i

;1' = 7 Yo

a) Kako je 0 <

teoreme 3.16 sledi lim — = 0. Primetimo da je ulogu niza (a,, ) xen 12 teoreme 3.16
n—yea g
pteuzeo niz sa opStim ¢lanom a, = 0.

,
a4 0% calaeily o— B 1 on_ 1 S
b) Naosnovu relacija %5 = 25 - v < 527 - 523, 7> 2,1 jednakosti
n 1 n*
lim — =0, sledi (¢lanova datog niza su pozitivni) da je lim — = 0.
noeepg—1 n— n—oo g

¢) Po binomnom obrascu vazi

nln—1 1 1 .
P=(1+1)"= 1+n.—§—(T)-I—---+ 1 > n, dakle o < — paje
| !
lim — < lim =. Na osnovu teoreme 3.16 sledi lim — = 0.
A—poe M T gee H—yoo 21

d) Posmatraéemo prvo sluéaj kada je 0 < ¢ < 1. Tadaje g = 1=, h > 0, pa je ¢* =
p 9= T4
m. Na osnovu Bernulijeve nejednakosti:
(14+h)" > 1+nh, h>—1, injene posledice (1+Ah)* >nh, k>0, vaZida je

o1 1
7= (1+m)" " nh’

Kako je lim Jlfi'-(), toje 0< Iimq"=0,za0<q2 L.
) n—yoo 11 H—rco
Akoje—1<g< 0O tadazaq, =—gva7i0 < q <1,paje lgn e 11_1}11 (-D)"q}=
H oo 12 Lt
0.

Napomena. Niz sa op§tim ¢lanom ¢* divergira za |g| > 1 (dokaZite to!). b

3.20. Primer. Koristeci primer 3.4 b) i osnovne osobine granicne vrednosti, odrediti
sledeée granicne vrednosti:

. 2n° =32+ 1 b i 3nt +2n% + 1 & o 8n”+3n+1
—— m —— —_—
8 ol W4+3n+2 : neveo p341 n—seo 342
3_q,3 2 3
d) lim m; ¢) lim e = vu e ; B lim (‘ ,;-1—2—\/}_1);
n—eo ne+1 h—reo n+1 nr4+2n+1 n—yeo

Vin+1
1'0/i2—); B B P E o,
g) ﬂ]_l)ll n+2n—n )n_[)lw T
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Redenja.
31
w3241 " (Z_E’*—?)
a) hm 3 5 = lim 3 =72,
n—oo —»oq 2
n+3n+ n "5(1+?+F)
T (3+,,%+;&)
b) lim o = lim . = 400,
n—ro0 - H—¥00 3
H (1 + F)
802+ 30+ 1 2 (8+3+3%) 1 8+3+4
¢) lim — = lim L = lim--—2 5 =0-8=0
2 3 3 2.1 Q.3
Q) Lim ( n+1) —8n fim 8n’ + 120 ;tm6u+1 8> _ i,
n—co 1‘1 +1 n—4eo n- -+ 1
. (n+20+3 w41 w34+ 5n4+3-n2—1
¢) lim — = = lim =
n—be n+1 n+2n+1 n—os (n+1)?
5 5,2
. 3t 45n+2 : (3+ +T)
= lim—— = 11111 e 3.
nyee (n+1) ne g2 (14 1)
f) Racionalizacijom brojioca dobija s¢
N R Vir2+
lim (Vn+2- Vit) = lim Wue2—) (v \/_) 2
fi—poa n—jea */}l-i-”—}-\/_ 4/“+2+\/_
(V n4+2n— ;1) (\/n2 +2n+ n) o
g)hm (\/u?+2n— n) = lim = lim =3
djpoa vhpes Vol +2n+n Wiy T 224 1
T Vo141
B i e YEEL " = % >

oo\ /n4+2+ 1+ n—m \/ﬁ( 1+%+\/1—_?%)

3.21. Primer. Odrediti sledece granicne vrednosti:

14+243+4---+n 124224324 +0?

a) lim 5 : b) lim 3 :
n—yoo n- H—yoo i
133 Lyl
c) ’11_1}12014_ +( ) (?)3 (’i)”_l
el (1) () -+ (3)

Resenja.

1 . . .
ﬁ% (zbir prvih n €lanova aritmeti¢ke progresije), to je

a) Kakoje 1+2+3+--+n=
o 14243+-+n . nm+1) 1
lim = lim ==

n—jeo n* noee 202 2
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+ 1)(2 1 )
b) Kakoje 1? +27 437 WJ to je

1422437+ n? n(n+1)2n+1) 1
nlhoe n3 == on? T8

=g
¢) Zbir prvih n &lanova geometrijske progresije je 1 +¢+ G+ g = l_iq g#1,

tako daza |g| <1 vaZi
1—g" 1

hm(l+q+q g 1)—}:1;10 = :qu

(koristili smo primer 3.19 d)). Zbog toga je

() e ()

1+§+(§) + +(§) 1_1/3
3.1.3 Kosijevinizovi
3.22. Definicija. Niz (a.).en je KoSijev, ako zadovoljava uslov
(Ve > 0) (3np € N} (VmeN) (Vn e Nym,n > np = (|, —aa| <€). (3.2)

Uslov (3.2) se moZe zameniti sa uslovom
(ve>0) (3o €N) (YneN) (VpeN) n>ng = |augp— au| < €. (3.3)
Lako je videti da je svaki konvergentan niz i Kosijev (dokazite o). Medutim, ko-

ri¥éenjem aksiome R16. moZe se pokazati da vaZi i obrnuto, tj.

3.23. Teorema. Potreban i dovoljan uslov da niz realnih brojeva konvergira jeste da je
Kosijev.

3.24, Primer. [ fpirmi da li su sledeci nizovi Kosijevi:

1 1 1 1
a) fu=1+ l + = 5 +-- + b)g,=1+ 5 + 3 R " (harmonijski niz).

Redenja. a) Pokazaccm() da je niz (fy)nen Kosijev po definiciji 3.22.

: NS PR IS TP SR R TS 1)
Voo =Sl = + g 2 (n+1)? (n+p} 22 n2
I 1
= ...‘+‘—_
S RO AR T
1 1 1
+ SR
< nn+1)  (n+1)(n+2) (n+p—1)(n+p)
1 1 1 1 1 l 1 1 i

—_——— —_

—_— —_ +...+_.——
n n+l+u+1 n+2 nt+p—1 11+p n o n+p n




b)

.25,
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S . 1

Prema tome, za svako n > [%] + 11 proizvoljno p € Nvazi: |fua,— ful < - <&,
n

pa moZemo uzeti ng = [%] + 1. Znaci, niz (f,).en je Kosijev, pa je prema teoremi
3.23 i konvergentan.
Dokazaéemo da harmonijski niz nije KoSijev. Naime, pokazacemo da postoji
takvo € > 0, da za svako np € N postoji prirodan broj n > ng i postoji p € N sa
osobinom daje  |guip — &ul > &.
Nckajce=1/3. Tadajezan > ny:
1 1 1 P

pn — | = e 1 )
(84 = 81l n+1 il +n+p n+p
Ako stavimo p = n, za svako n € NvaZi  |guin — 8|l = |20 —8n| > 1/2> 1/3. >

3.1.4 Monotoni nizovi

Definicija. Niz (a,)en je

rastuéi ako za svako n € N vadi a, < a,yi
neopadajuéi ako za svako n € NvaZi a, < any1s
nerastuéi ako za svako n € N vaZi a, > a1
opadajudi ako za svako n € N vaZi a, > a,41.

Ako niz zadovoljava jednu od Cetiri navedene definicije, onda je monoton.

Zna¢aj monotonih nizova pokazuje sledeca

Teorema. Neopadajuci niz ogranicen odozgo je konvergentan.

Nerastudi niz ogranicen odozdo je konvergentan.

Dokaz. Ncka je niz (f,)uen neopadajuéi, tj. (Vo € N) f, < fui1 i neka je
ograni¢en odozgo, tj. ncka postoji konstanta M > 0 takva da vazi (Ve €N) f, <M.
Prema tome, skup vrednosti X datog niza X = {f,| » € N} je takode ograniten
odozgo, pa prema aksiomi R16” (videti prvu glavu) postoji najmanje gornje ogra-
ni¢enje s := sup X. Pokaza¢emo da je broj s granica niza (f,)nen. Broj s je gornje
ogranicenje skupa X, pa vaZi

(VneN) fu<s. (34

Buduéi da je broj s najmanje gornje ogranicenje skupa X, to za svako € > 0 postoji
¢lan f,, datog niza takav da je
§—E& < fuy- (3.5)
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Niz (f,)nen je ncopadajuéi, pa iz relacija (3.5) i (3.4) sledi
(VreN) n>np => s—e< fr, < fu <s<s+E.

To znaci da za svako € > 0 postoji ng € N takvo da vazi n>ny = ls— ful <&,
odakle sledi konvergencija niza (f,)uen-

Sli¢no se pokazuje da odozdo ograni¢en nerastuci niz ima infimum. b

) 1 H
3.27. Pokazati da je niz dat opitim ¢lanom a, = (1 + —)
i

a) rustuci;

b) ogranicen odozgo.
(Na osnovu teoreme 3.26 sledi da ovaj niz konvergira. Njegova granica je ira-
cionalan broj e = 2,71828....)

Resenja.

a) Pokazaéemo da je koli¢nik .. manji od jedinice, §to ée znatiti da dati niz
dn41
(@) nen raste. Pre svega je

ay (1+l)n _(%)H. L 1 n+1

Apti (1+ ’;rl)"ﬂ 242 n2 (ngn+2])" n+2
1

n+1 n+1 k1)

Na osnovu Bernulijeve nejednakosti (14-/2)" > 14nh, h>—1, n €N, vaii
n(n+2)\" 1 " n
- Ll =l1l-—] 21—
(mm) ( (n+1)2) 2 G
ap 1 n+1 _n 34324+ 3n+1

< . =
R S . n+2 A +3n24+3n+2
(n+1)?

b) Na osnovu binomne formule je
1+l)":1+1+n(u—1)+ nin—1){n—2 )+...+ n(n—=1)(n—2)---(n—( z—l)).
n

2!n? 33 ninh
Sabirke na desnoj strani éemo majorirati na sledeci nacin:

nn—=1) 1 1 1
MR o 3 [ oyl | B &
e 2 ( n) <3

Tako dobijamo

—
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" 1 1 1 1 1 1
1+- < 1+1+—+—+---+n—'<1+1+ += A+t —

1 2t 3! I 4 U zadacima [), g) i h) kori¥¢ena je neprekidnost eksponencijalne i logaritamske
1-(L)" funkcije na njihovim definicionim skupovima. b
= Ip—"7—-<l+l=4 »
g 3.29. Primer. Pokazati da je niz (f,)nen dat sa
1 n
3.28. Primer. Znajuci da je i — | =g, odrediii sledece granicne vrednosti-
3.28. Primer. Znajudi da je ;I_I;I;ln (1 + ”) e, odrediti sledece granicne vrednosti fi=v3 fu= \/2+ /2+-~-+ﬁ:m, n=23..
3n 3n+2 n 9 n? ~ ~ <
. . 2n+3 ) . n+1\" ) no—1 ‘ nkorena
al ;}E}; (1 £ E) Pob) }1_{1; ( n ) po ,51?30 (n -1 ) o) ,,15‘; ( 02+ 1) ’ konvergenian i odrediti njegovu granicu.
o lim (n - 1)”_; 0 fim Invn+1- ln\/ﬁ; 2 bim - (ln Y/ \/E) ‘ Resenje. Pok;'izac’cmo prvo pomocu matematicke indukcijc.da je ni'z (fn)nen rastuci.
e\t e L e Prc svega je f> = V24 V2 > V2 = fi. Ako pretpostavimo da je f, > f,—1, tada
Resenja. sledi
3n ny 3 ¥ 3
a) lim (1 +1) = (lim (1 +l) ) =g, VEFI> Vi +2, G furr > fo
hi—rco H =3 i o - . . .. v
2 9 Ova povlaci da je dati niz rastuéi. Sada éemo pokazati da je dati niz ogranicen
{2043\ AN : R . 1 ’ odozgo, i to brojem V2 + 1. Pre svega, vaZi fi = v2 < v/2+ 1. Iz pretpostavke
b) lim =lim|1+— dim [ 14— ) =lhm | 1+ -1 ; .
n—voa \ 20 n—too 2n n—ye n n—os - fu < V241, sledidaje
2n/3 9/2 .
I (1+ 1) N St = VIF o < VZAVIHT < V2ZHI+T= [(VZH 12 =2+ 1.
- 1—3 00 2_.—" - 4 e . . . . )
' 3 Time smo pokazali da je dati niz ograniéen.
1 1 " . . ,e . . . .
a1\ [(n(1+)) ! ,JE}; [lepog) . Dakle, niz je rastuéi i ograni¢en odozgo, te je prema teoremi 3.26 konvergentan.
¢} i 1) = i - T A i Dakle, postoji rcalan broj L takav da vaZi
=) =Bl ) Ty  posio j -
n o0
-1 1 R —
o JudkiyE . z prt 2 , 2 7 lim f, = lim f, 1 = L.
lim 1) = lim [ 14 e 11_131 I+—— | = h_r)n 1+ T
A I e . ”’j " e " < Na osnovu ,}i_mﬁ‘ = ’}1_r)1;10 2+ fu_1, odnosno ,}_IEL A= /2+’1i_1)1°1° [, dolazimo do
= (Hl (1 + 2 ]) " ) =e’ ‘ jednadine L = /2 + L. Kvadriranjem zadnje jednacine dolazimo do kvadratne jed-
e " nadine, L?—L—2=0, &ijasureSenja Ly =21 Ly = —1. Posto su svi &lanovi niza
4 . (1 i )"? (fi)new pozitivni, jasno je da njegova granica ne moZe da bude negativna. Prema
n°—1 R 1
d) L = lim —— = —. .
) e (;13 + 1) el A el tome vazi lim \/2+ 24+ V2=2. >
(- A R
, n korena
—1 " 1—- - )" man
e) 1i_131 (”+ 1) = lim (%‘%ﬁ) =] (6—2),}_,,,, =0.
n—reo \ pi - f—reo s . .e
" i ” 3.2 Graniéna vrednost funkcije
Invn+1-— B Ly, w 1 1
f) lim nn—ln\ﬁi = lim lln B | =—Inlim | 1+- ==—Inl=0. .. .
toA " n—eo 2 n 2 noe n 2 3.2.1 Osnovni pojmovi
S— 1 +1\" " o e oerrilh <
g) limn- (Invn+1—Inya) = lim = In (” ) =1/2. Za definiciju graniéne vrednosti funkcije u taéki, moramo imati pojam tacke nago-
H—roa n—rog 2 H

milavanja skupa.




e

3.30.

331

3.32,
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Definicija. Neka skup A C R ima beskonacno mnogo clanova. Tacka xy je tacka
nagomilavanja skupa A C R, ako za svako € > 0 interval (xo — €,x0 + &) sadrzi
bar jedan elemenat iz skupa A, razlicit od xg.

Ostavljamo ¢itaocu da pokaZe da tada u skupu (xy — €, xp + €) N A ima beskona¢no
mnogo elemenata skupa A.
Svaka taka zatvorenog intervala [a,b] jeste i njegova tacka nagomilavanja, medu-
tim tac¢ke nagomilavanja otvorenog intervala (a,b) su sve njegove tacke, ali i tacke
a i b koje mu ne pripadaju.

Definicija. Neka je tacka xg tacka nagomilavanja domena A funkcije f: A — R.
Broj Lje f u tacki xo ako za svako € > 0 postoji & > 0, tako da za svako x € A koje
zadovoljava uslov 0 < |x —xg| < dvaZi |f(x) —L| <e.

Tada pisemo  lim Af(x) =L ili f(x) =L kada x — xp, x € A.
yAE

a—¥ag
Koris¢enjem logickih simbola moZe se prethodna definicija iskazati kao

Im,  flg) =1 &=
A—+ag, €A

(Ve>0) (38> 0) (VxeA) O0<|x—xp|<d = |f(x)-L| <&

Primetimo da tatka xo moZe, ali ne mora, pripadati definicionom skupu A funkcije
f, ali mora biti tacka nagomilavanja skupa A, odnosno u svakom intervalu koji
sadrzi tatku xp mora postojati beskonacno mnogo elemenata definicionog skupa
funkeije f. Obratimo paZnju i na &injenicu da iz nejednakosti 0 < [x — xp| sledi da
su tatke x koje se "priblizavaju” talki xo uvek razlicite od same tacke xy u kojoj se
trazi graniéna vrednost.

Primer. Pokazati po definiciji 3.31 da je grani¢na vrednost funkcije f(x) = —x*+

4x, x € R, utacki xo = 1jednaka 3, 4j. davazi  lim (—x>+4x) = 3.
i—1,2€R

ReSenje. Neka je € > 0dato. Ako je x € (0,2), x # 1, tada vazi |x — 3| < 3, pa sledi

f(x) =3 = | =2 +4x—3|=[x=3|x— 1| < 3-|]x—1].
Dakle, ako sada izaberemo 6 := €/3, tada je
£
0<x—1|<8=¢/3 = |f() =3 <3-lx—1]<3-3=e  »

Desna grani¢na vrednost (respcktivno leva granicéna vrednost) funkcije f u tacki
xo dobija se ako u definiciji 3.31 posmatramo samo one vrednosti x € A koje su
vede (respektivho manjc) od xp. Ako ona postoji. oznacava se sa

lim  f(x) lim  f(x)),

X309, €A, A—¥10, €A -

gde je Ay = AN (x0,400) i Ay =AN (—00,x0).

(respektivno
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3.33. Teorema. Ako postoje leva i desna grani¢na vrednost funkcije f: A — R u tacki

xo, potreban i dovoljan uslov da funkcija [ ima grani¢nu vrednost w tacki xo jeste
da vaze jednakosti:

lim  f(x) =

1—3g,2EA,

lim  f(x).

A—rag,AEA

lim f(x) =

A—+ap,1EA

3.2.2 Osobine grani¢ne vrednosti funkcije

3.34, Teorema. Neka su realne funkcije [ i g definisane na skupu A C IR i neka je xp

tacka nagomilavanja skupa A. Ako pretpostavimo da postoje

lim f{x)=L,

A—ag,r€EA

lim g(x) =K,
A—¥xp,AEA
tada vaze sledece jednakosti:
lim (f(x)*£g(x)) =L£K;

A—+ag,AEA
granicna vrednost zbira (respektivao razlike) dve funkeije jednaka je zbiru (re-
spektivio razlici) granicnil vrednosti funkcija, 1j.

Jim  (f(x)-g(x)) = L-K;

A0, X
granicna vrednost proizvoda dve funkcije jednaka Je proizvodu granicnih vred-
nosti funkcija, tj.
I

o) L
im - =—,gx) #0, x#x, x€m—&x+ENA, >0, K
=20, 1EA g(l‘) K 5(7‘) # # 0, ( 0 3 X0 ) >0, :lé 05
grani¢na vrednost koliénika dve funkcije jednaka je kolicniku granicnih vrednosti
SJunkcija.

3.35. Teorema. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A C R i neka je xp

tacka nagomilavanja skupa A. Ako postoje granicne vrednosti

li x)e=ul. |
im Af(x) L i

1=+, AE

lim g(x) =K, izasve x € A\ {xo} vaZi nejednakost
A=A, EA

S(x) <glx), tadajel <K.

3.36. Teorema. Neka su reaine funkcije f i g definisane na skupu A C R i neka je xo

tacka nagomilavanja skupa A. Ako postoje granicne vrednosti

lim f(x)= lim g(x)=L,ivaZi

2—r1g,1EA 1—rag, VEA

F(x) < h(x) <g(x), za sve x € A\ {x0}, tada je li)m Alx) m=d.
X—¥p

Cesto se korisli sledeéa teorema o graniénoj vrednosti kompozicije funkcija po-
scbhno kada se grani¢na vrednost funkcije nalazi pomocu smene.
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Teorema. Ako postoje granicne vrednosti im f(x) =L i limg(y) =K iza
r—rd v—L

X # a u nekoj okolini (a — ¢, a+¢€) vaZi da je f(x) # L, tada postoji granicna
vrednost lim go f(x), koja je jednaka
A—rel
limgo f(x) =K. (3.6)
A—ra
U praksi, ako je skup A prirodni definicioni skup funkcije f, ili se domen A podra-
zumeva, pisaceno samo
lim f(x), lim f(x) i lim f(x)
1= x—xo+ A—tag—

za graniénu vrednost, desnu i levu grani¢nu vrednost funkeije f u tacki xp.

3.38. Primer. Odrediti sledece granine vrednosti:
-9 23 =3 —x =2 a2 — 4y
a) li : m lm————; C—
1) ;EE r=3 ) zglé b et A ©) }I—IE M —x— 12
32 —13x—10 2 1 2x4+3  _x+1
17 Pl i - .nl ;
) \]4“; 2x2—Tx—15 & iI—IH (x—l x-—l) ) lm(v—x 31'3—.\')
- x*—8 B | 3 D1 X7 4120° — 132" + 527 +4x — 9
im : : im < :
B e i 9 =l x— 4 3% - 202 b+ |
o X =3t 5 -7t +4
J) lim— - T - :
=27 =5 4+ 8xt 2t — 12x+ 4
Re3enja.
coxt=9 o (x=3)(x :
a) lim> = lun(}l—?’—)M = hm(x-i-3) =6.
=3 x—3 a3 x—3 -3
20 =3l —x—2 - 2)(2 1) . 5
b) lim " T2 i (=2 +x+1) =lim(2x"+x+1) =1L
x—2 x—2 =2 x—2 a—+2
X2 —dx x(x—4) 4
) i ———— = —_— =
° xE»lz]txz—.x—IZ PE} (x—4)(x+3) 7
—13x—-1 - 2 17
d) 11111 e im e~} (i h 3 =—.

c)

f)

2)

h)

X35 2x-~—7\—15 1—}5(,\:—5)(2);+3) 13

, B 1 . oxt—1
}1411} (,\'—I_x—l) _11-1311 x—1 =5
. 2x+3 x4+ 1 232 4 2x
lim -3 =lim ———
a0\ —x T3 —x/)  asox(x—1)(x+ 1)
P8 (-2 +2x+4) 12

!1?11~—4_;[14n} (x—2)(x+2) —7—3'

. X427 (x+3)(x*=3x+9) 27 _

| =1l =— =-9/2.
il e ey e oy B

i) Ako jex = xp nula polinoma P, (x), tada vazi P,(x) = (x —x0)Qn—1(x), gde se koelicijenti

polinoma @, _; (x) odreduju pomoéu Hornerove sheme. Za polinom iz brojioca vaZi

a) lim

h) lln
-3

¢) lim
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10 12 -13 05 4 -9 | x=I
1 1 13 005 9 | o0
Prema tome je x7 4+ 12x° — 13x" 4532 4 4x— 9 = (x — 1) (x® +2° + 132" + 5x +9).
Za polinom iz imenioca je
1 -4 3 -2 1 1 | =x=1
1 -3 0 -2 -1 | 0,
pasledi x° —4x* +3x3 — 22 + x+ 1 = (x— 1) (x* = 3x> — 2x — 1). Tako dobijamo

i 127 =135 4 =9 B (_1._ 1)(16 +55 5 1855 +5x+9) ~ 29
ol B —dd 33— 22441 <N (x=1D"—33-2x—-1) =~ 5°

J) Za polinom iz brojioca vaii

1 -3 5 -7 0 4 | x=2
I 0 & 0 <2 ] &

Dakle vazi x* — 3x" + 5x° = T2l +4 = (x— 2)(x* — £’ + 3x" — x—2). Za polinom
iz imenioca vazi
1 =5 8 1 —12 4 | x=2
1 32 5 -2 0

Prema tome je x° — 5x! + 80 +x2 — 12x+4 = (x = 2)(x* = 37 + 222 +5x - 2).

Znaci vazi
L= 453 =Tt 4+ 4 .x‘—2)(x4—:c‘1’—+—312—x—2}
lim - = lim

=2. P
=20 = 5xT 83 a2 — 12x+ 4 a=3 (x—2) (= 33+ a2 4 53— 2)

3,39, Primer. Qdrediti sledede grani¢ne vrednosti:

Resenja.

x=3 Vx+6-3
a) lim VX : b) lim ——H-— ¢) lhm———— —2
=9 x—9 =3 x—3 =2 x+2
. VB+a—4d oVl Fx+l—x—1
d) lim—e—7— ¢ Ilm .
18 \ﬁ -2 =0 X
N ) \F -3(Vx+3) . x—9 ]
2 = 1lim m —.
a9 x—9 =9 ) \/j+3) 1-—>‘) .X 9 \/_+3 6

Ovaj zadatak se mogao resiti i koriséenjem jednakosti x — 9=(y/x+3)(y/x=3), x>0.

v’_3 i (VA+6—3)(v/x+6+3)

x T (—3)(vat6+3) =g
(x—2)(Vax+2+2) (Vr+2+2)(x—2) -

= lim = [im
=2y /x+2 -2 (Va+2—D(Vx+2+2) =2 x=2
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d) lim Yope—n lim (VB+x—4)(VBFx+4) (Va2 + 245 +4)

o8 YA=2 ao8 (JA-2)(VAZ 235+ 4) (VB a+4)
~8)(VA+2y5+4) 123

= lim= =— =1,

=8 (x—8)(VB+x+4) 82

. V4 x+1-x—1 {v,\2+x+1—1—1}(\/,x2+A+ +x+1)
¢) Iim =
=0 x 140 x(Val+x+14+x+1)
= lim = = -1 =-1/2.»

A=0 l(m"‘)"' I) 1+1

Definicija. Neka domen A funkcije f: A — R sadrii interval (a,+o0) za neki
realan broj a. Broj L je graniéna vrednost funkcije f u plus beskonacno, ake za
svako € > 0 postoji T > a, tako da vaZi implikacija  x>T = |f(x)—L| <&.

3.40

-

U tom slu€aju piSemo

lim f(x) =L. (3.7)

A—¥ oo
Analogno se definidc i grani¢na vrednost funkcije f: A — R u —oo, u oznaci
lim f(x), samo $to tada domen A mora da sadiZi interval (—oo,b) za neki realan
1—»—e2

broj b.

3.41. Primer. Odrediti sledece granicne viednosti:
) 32 +2x+5 b) 1 5243224+ 2x+5 ) I 533+ 322+ 2x 45
d m ————-; 1m 5 C 1111 5
e 3241 xotee Syt x4+ x 43 smtoo S x? x4+ 3

ri.fi 2 ¢ S
d) lim v e) lim _}:il__; N lim (\/x2~ —\/xz+1);

o0 .; S o i =]
vorbee SxP a4 x+3 7 A=+ sl T At
g) lim (\/lﬁxz—kx— -w-iL\').
aA—+eoa
Resenja.
37 4+2x45 "2(3“"%4'}?5)
a) lim ———= lim ————*==3.
e e = | xorbes (3 (1 _’_l%)
Sx7 431"+ 2x+35 x3(5+%+%+%)
b) lim I B = lim =1
y—dos Sx0 x4+ x43 adteo 3 (5_5_%.,_%_{_%)
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3 i 2,5
50 43274 2x+5 . (5 +ob ;5)
¢} lm ST = lim ={.
e Sy 4t x4+3 amte g (5+£2__‘_1%+%)
A 3,25
54 +3x S 4 (5+;+;:r+;;)
d) lim = lim — £ = oo
:M- "
¢) lhim = lim

"’+°°\/x+ NG e
1+\/‘ + ;15

1

-2
= lim
Y o Y

(¢16—+T - 4,\-) (\/1_6“+—:f + 4x)

g) lim (\/161 +x— —4\) = lim
A=soo x—4o0 16x* +x—1+4dx
x—1 1
= lim ==.p

1—tea /1632 1 — 14 4x 8

3.2.3 Neke grani¢ne vrednosti funkcija

sinx
=1.

3.42. Primer. Pokazali da je lim
=0 X

Resenje. Posmatrajmo jediniénu kruZnicu sa centrom u tacki O(0,0) i ncka je dat ugao
D<x< g, &iji kraci seku kruZnicu u tatkama A(1,0) i M(x,y). Tangenta kruZnice
u tacki A neka seée krak OM u tacki N, i ncka je M’ podnoZje normale iz tacke M
na x—osu (sliku 3.1).

U tom slucaju vaZi o¢evidna nejednakost
Proam < Pyosmy < Paoan, (3.8)

gde, na primer, Papap 0znaéava povisinu trougla OAM, a Pypapy oznacava povrSinu

kruznog iscCka OAM. Visina wougla OAM koja odgovara stranici OA je MM' =

sinx, pa je Papam = -1— -1-sinx = w Sli¢no, posto je kateta NA pravouglog
2 2

trougla OAN jednaka tgx, 1o je Paoan = % l-tgx= =, Konacno, iz clementarne

matematike je poznato da je povr¥ina kruZnog ise€ka jednaka polovini proizvoda
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Slika 3.1. Slika 3.2.

dva poluprecnika i zahvaéenog ugla (jasno, izraZenog u radijanima):
1 e L "
Pyoamy = D) (OA- OM-x) =5

i o e SILX
Relacija (3.8) se moZe zapisati na sledeci nacin:

X gx
< % < %. Odatle je

tgx sinx
smx<x<t5r=>1<—<—=>1>——>Cosx. (3.9)
sinx  x %

jer smo pretpostavili da je x € (0,7/2), $to povlaéi da suisinx > 01 tgx > 0. Kako
zbog neprekidnosti funkcije g(x) = cosx, x € R, u tacki x=0vazi lim cosx =

20+
cos() =1 to iz tcoreme 3.36 sledi da je
. sinx
lim —=1.
=0+ X
e sinx . we s . . .. sinx . .
Funkcija [f(x) = , x5 0, jeparna, pavazidajei lim —— =1, 8to konacno
a=0—- X
. sinx
daje lim =1. b
»=0 X
3.43. Primer. Odrediti sledece granicne vrednosti:
. tgx . sin(7x—7
a) lim g~ b) hm (—,l; m — 2
=0 X =1 x—1 10 $in Sx
—COSX I —cosx o
d) I]m _ ¢) im ———: §) hm
=0 a7 a0 xsin2x 0 /T+ xsinx — y/cosx
ReSenja,

a) Kori§éenjem neprekidnosti funkeije f(x) = cosx, x € R, u tacki x = 0 dobija se

tgx . sinx 1
lim == = lim — - lim
=0 X =0 X =0 COsSX

=1
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sm7(x—1)

b) Funkcija h(x) = 1 , & # 1, sc moZc napisati kao sloZena funkcija i = go f, gde
K=
: Sl'ﬂv
jef(x)=T(x—=1),xeRigly) = il —, vy #0.Kako je
; l siny siny
lim f(x) = lim(7(x=1}) =0 llm fl -———711111#—*7 1=7
lim f(x) = lim(7(x— 1)) = 0, g (y) = lim 3 Ay
to su zadovoljeni uslovi teoreme 3.37, te sledi
. : : , . osin7(x—1)
limgo f(x) =limg(y) =17, paje lim——7——=T.
=1 y—0 =0 x—1
)i 2x i 1 2 2
’ m = lim =,
U T SR s 5 5
d) Naosnovu identifcta 1 —cosx = 2sin? %, x € R, dobijasc
1 —cosx 2sin” £ 2sing -sinz
lim — =lm——=lim——F—F* ==
=0 &= =0 X —0 it 5 2
1—cosx ];Cv%fl y|

¢) Naosnovu primera pod d) je hm,— = lim———=-.
L ! J —0 xsin2x \—0 2&‘;’_1 4

f) Oslobadanjem od korena u imeniocu dobija sc:  lim

a0 4/ 1 + xsinx —4/cosx

V1+xsinx++/cosx 2

x> (/1 +xsinx + /cosx)

= lim - = lim — - = =4 /3. >
=0 1 +xsinx —cosx =0 1—cosz o Eﬂ:—‘ % +1 /
F i s
3.44. Primer. Odrediti sledece granic¢ne vrednosti.
sindmx . sinx—sina . tex—lga . arclgx
a) lim . bh) lim————:  ¢) lim é——i; d) lim &
a—1 8In37mx = X —d \—a X—d =0 X
Regenja.

a) Posle uvodenja smener =x—1,x=1¢+1, pri Cemu s — 0 kada x — 1, dobija se

sin4mx _ sindn(r4+1) . sm{dmr4-4m) | sindw
m — = lim— = m
=1 sin3mx isosin3n(r+1)  —osin(3m +3w) =0 —sin3mw
. sindme
lim 4
o0 4 L 1 4 4
T —si3m =03 13 3
im——-
=0 31
. 2 Ata sum Ar=i 7
. sinx —sina - 28in 54 - cos AT .osini5E x+a
b) lim——— = hm 2277 77 —im _f cos = cosa.
Ak X—da A X—1a A—rd 5




e
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o siny __ sina o .
C) lim lg) —lga = Jjm <usr cosd __ lim hlll(.,\ a) - 1
A x—a Y asacosxcosa- (x—a)  costa

d) Posle uvodenjasmene 1 = arclgx, gde t — 0 kada x — 0, sledi (videti zadalak pod ¢))

. arctgx .t
lim £X _ Iim—=1. »
=0 X =0 tg !

l X
3.45. Primer. Pokazati da je lim (] + —) =e.
A—r4co X

Resenje. Ako oznadimo sa n = [x], tada vaZi n < x < n+ 1, odnosno

1 1 1 1 1 1
— - -z l+— <1+ =-ZL 1+ -
n+1 x " n n+1 X 1"

1 x 1N I\
Prema tome je (I + ) < (1 + —) < (1 + —) s
1 x) = n
1 n 1 a 1 ntl
odakle je (1 +—) < (1 +—) < (1 + —) 5 G
n+1 x n
1 n+1 1 -] 1\* 1 h 1
1+ — 1+— | <[1+=] <|1+=] [1+-].
n+1 n+1 x i n
AKo x —+ +oo, tadain— oo, pa Je
n+1 ~1 X
lim ! Slim [ 14 1 < lim 1—+—l 5
fi—eo n+1 n—yoo n+1 — xSt x
) i X . 1 n ) 1
lim [14+—-) <lim[l+—] lim{I+—].
A —rco x n—roe 2 fn—doo n

1\" 1 n+1
Iz lim (1 + —) = lim (1 + ) = e, 1 teoreme 3.36 sledi tvrdjenje. B
n

n—os H—yoo n+ i

3.46. Primer. Odrediti sledece granicne vrednosti:

i+ 1 X a+2
a) Lim(14x)"/% b) lim ( ) g ¢) lim ( )
a0 a—eo \ x—1 y——+o0
lim (Inya+1—Inyz)-x I T il
d) i__l}l_}_lm(ll X+ 1—Iny/x) - x c) ‘1_t’1?)(1+31m) 0 lim —
ot — 2 be
£) Ilm h) lim ————, a,beR.
=0 Sinx a—0 X
Resenja.

a) Odrediéemo prvo levu graniénu vrednost date funkeije u nuli, ¢. li%l (14 x)172.
x—U—

Ako stavimo ¢ = 1/x, tj, x = 1 /¢, tada t = —oc kada x — 0 — . Tako dobijamo
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1\’ 1\7°
lim {14—1)1/‘— hm (I+—) = lim (1-}-"__) —=e.
A—0— s—4+o0 —g

Analogno se dobija da je i desna grani¢na vrednost datc funkcije u nuli jednaka e.
Dakle, i traZcna grani¢na vrednost je jednaka e, (). Ilm(l +x) P =e

x+ 1Y x(1
b) lim 2T2) = tim ‘(—+
x—r+ee \ x — | oo | (1 =1

1\’ 1 '
= lim (1+—) - lim (l—i— ) =%
A—roo 54 A—r+oa x—1

2 2 1/2
2 AN 1\ 26+ . ; "
c) LBT”(?/—X-FE) _.xl_l’lllm ((1+m> ‘111,1_}_]“,(1_‘_73) =¢ ]

. X 1 1 A 1
d) lim (Inv/x+1 —Inyx) -x= hm %1n(l+]) zzln lim (1—}——) =i,
X

I—|=1—
i

A—rtee X 1 =¥+

lim cosx

.\ cosa a
c) lin;l)(l + sinx)“® x = lim ((1 +sinx) /8" ‘) = (ling(l -&-t)[/’) = =e
A=, =

1—0

f) Smenom! =e¢' — 1, (j. x = In{¢ + 1), pri ¢emu r — 0 kada x — 0, dobija sc

et —1 1 ) 1 . 1
lim —— = 111"11 il = lim :llm01 B =
10 X —=oln(r+1)  —0 L n(r+1)
et —1 Jin et —1
F—-1 } i
g) lim—— =lin—2—= i A s
\—0 ginx  a—0 Sinx . sinx
—_— lim —
X —0 X

| o LW _e.in ) A% ] UL |
h) Pokazacemo lim —a, a€R, jerje 11m — = 1lim (P - ) :

=0 X x a0 x x
In(t+1 -
Smenom t = e® — 1, (1 = 0 kadax — 0), §j. x —a—) dobija se
Ii ot li ! = him “ lim 4 a
== mm-——- —_— —_—
0 x 50 I+ 1) =50 1 In(r + 1) =0 In(r + 1)1/

. a
oM — ot
Prema tome je lim ——— =a— b.p
X

1—0




—
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3.47. Primer. Odrediti sledece desne granicie vrednosti:

a) lm +vD: b lim (V& ~inx); 9 lim (VEF3+);
r—=0+

x—04 x—=—5+
1
o1 . 1 =
d) lim —; e) lim — f) lim 2x;
=0+ X a3+ x—3 A—0+
1
. —1/a, 3 X S R it (l 2_1'[1)-
e e b L e i) fim In {1+
Rezultati.
a) lim (24+v/®=2. b) lim (\/F —lm‘) — 0= (—00) = -oe.
a—0+ 10+
b
¢ lim (VX+3+x)=-5 @) lim —=+oo.
e, 120+ X
1
i = im 214 = 4oo. g) lim &7/ = 1i =1
e) .xl—lg1+ ® 3 Tes. f) xlﬁ]\](?+2 +°° g) .r:lgl—',-e 1—1>T(l)]+ ('l/-‘
h) lim ——=0. i) lim In (1+2*1f‘) —0.p»
ao0+ [ et/ A0+
3.48. Primer. Odrediti sledece leve granicne vrednosti:
1—x

a) lim (2+\/—.x); b) lim («/(—x)5+ln(l+.x)); ¢) lim =%
r—0— r—0— 2

x—1—- ] —x

vV l1—x 1 F 1 - 1
: ; s i : 1 2 ,".x;
d) .1-—1)11111 - 1= .’C2 ’ E) .11-516]7 X f) xllgl—— I—x g) .xal:(gl—

1 fl/",i. 1 H . 3 ' (] l/'x) .
B ]Ll:(\;l_é’ ’ Y .12%]— 1+ ellr’ » .1L”5]— lo { Lo
ReSenja.

a) Funkcija f(x) = 2+ v/—x je definisana za x <0, pa vazi 21(1)1 (24 v —x) =2,
X g

U prethodnom primeru pod a) nije bilo moguce traziti levu grani¢nu vrednost, dok

sc 1 ovom sludaju ne moZe traziti desna grani¢na vrednost date funkcije.

b) Funkcija je definisana za x > —1: lim (V=P +In(142)) =0+0=0.
A30—

V(1 —=x)? \/]—_1:0-

¢) lim = —Y = ——— = lim
2 = 1— (1 ._-)\-)(1_*-_,\;) a=l— 1+x

arl= 31 —x

d)

e)
h)

h)

3.49.

3.2. Granicna vrednost funkcije 137
1-x Vi—x 1
lim L lim t = lim —————— = +oo,

J

2 Sl— T i —w
amle =22 sl ( (l—.\')(l+x}) - (x+ DvVT—x

— 4oo. g) lim 21 =0.
10—

.1 .
lim — = —co. f) lim
1—=0- X A=a3— 3 —X

1
lim e~/ = i =400, i) lim ———=1.
-x—1>3)1—€ A—1>I(I)1— el oo L ,x.ir(gl— 1tel/r

lim In(1+2"%)=0.»
r—0—

3.2.4 Asimptote

Definicija. Asimptota grafika funkcije [ : A — B u +oo, (respektivno u —o0) je
prava linija y = kx+ n za koju vaZi
ET (f(x)— (kx+n)) =0 (respektivno 1_i>m (f(x) = (kx+n)) =0). (3.10)
1 oo ST Y
Ako je u (3.10) £ =0, j. ako f ima graniénu vrednost n u o0 (respektivino u —eo),
tada grafik funkcije f ima horizontalnu asimptotu u +-ee (respektivno u —o0), Cija
je jednaCina y = #.
Ako je u (3.10) k # 0, tada se prava y = kx+n zove kosa asimptota grafika funkcije
f u o0 odn. u —ee. Brojevi k 1 n sc u tom slu€aju odreduju pomocu granicnih
vrednosti

k= lim i) i a= lim (f(x)—kx).

A=t X r—+oo
Ako za neko a, domen funkcije f sadrZi interval (a,+e0) i za svako M > () postoji
T > a, sa osobinom da za x > T, vaZi f(x) > M, tada kaZcmo da f teZi ka plus
beskonaéno kada x — +o0 i to piSemo liT f(x) = +oo.
A—r+o2

Analogna znacenja imaju i oznake

Jm f)eeen, lm Sl =ded U0 J0) =men
Za ispilivanje grafika ncke funkcije f, a posebno da bi definisali vertikalnu asimp-
totu grafika funkcije, vazno je sledeée pro§irenje pojma granicne vrednosti funk-
cije u tacki.
Neka domen A funkcije [ sadri interval (xo,b) za neko b > xo. Ako za svako
M > 0 postoji & > 0, takvo da vazi implikacija

(VxeA) 0<x—xp<d = f(x) >M,

tada kazemo da funkcija f teZi ka plus beskonatno kada x — xo+, Sto se oznacava
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sa
1 3.11
A=t G-

Odgovarajuca znacenja imaju i oznake

lim f(x)=—o0, lim f(x) =00, lim f(x)=—oo. (3.12)

19+ X — A—rag—

3.50. Definicija. Vertikalna asimptota grafika funkcije [: A — B u tacki xo je prava
linija x = xo ako f tei bilo ka +oo ili ka —oo kada bilo x — xo+ ili x = xo —.

Drugim reéima, vertikalna prava x = xp je vertikalna asimptota ako u pro$irenom
smislu postoji bar jedna od Zetiri graniéne vrednosti iz (3.11) i (3.12).

3.51. Primer. Odrediti asimptote grafika sledecih funkcija:
2 I—x 41
) =g b f)=tnis O J0)=
d) f(x) \/x-l- x—1; e f(x)

s =3
\/‘_;_,/ —x; D f(_x)zau..sme *,

T\l ty
|
: kj T u
% 2 e I = ‘\--\’F‘"
0 e ol
i —_/-'ET';—_ . i
2 41
Slika3.3. f(x) = —— Slika 3.4. f(x) =
1—x* —43
ReSenja.
a) Prirodni domen funkcije f je skup R\ {1,—1}. Njen grafik, dat na slici 3.3, ima
vertikalne asimptote x =1 ix = —1, jer je
1E>IP+ 1—x2 l JJHh =

= —o0.)

~ =400 i lim

(Primetimo da je  lim
gd—l= L j?

a—=l—-1—x

Gralik funkcije ima horizontalnu asimptotu y = 0 kad x — +o0 i kad x — —oo, jer

je
lim =0 1 lim = 0.
Ao 1 —x2 1—es ] —x2
b) Funkcija f je definisana na intervalu (—1,1). Iz
- 1—x
lim In e +eoo, 1 lim In = —o0,

=1+ 14x al— 14x

c)

d)

e)
f)

3.52.

3.53.
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sledi da gralik [unkcije f ima dve vertikalne asimptote: x =1ix= —1.

Gralik funkcije f ima vertikalnu asimptotu x = 3 i kosu asimptotu y = x4 3 kad
X — tooi kad x — —oo (slika 3.4).

Funkcija f je definisana na intervalu [1,+4o0). Gralik funkcije f nema vertikalnu
asimptotu, _]CI je hm \/x_—{—— \/xT = \/_

Grafik f ima h()u/ontdlnu asimptotu y = 0 kad x — +o0, jer je

lim (Vx+1—-yx=1)=0.

Funl\qu S je delinisana na intervalu [0,4]. Njen grafik nema asimptota.
Funkcija f je definisana na intervalu [0, +e0). Nema vertikalnih asimptota, jer funk-
T

cija [ ima kona¢nu desnu grani¢nu vrednosti u 0: lim arcsine™ = —.

=0+ 2
=), to sledi da grafik [unkcije f ima horizontalnu asimptotu

Kako je lim arcsine™

a—poo

y=0kad x = +oo. p

3.3 Neprekidnost funkcije

3.3.1 Definicija neprekidne funkcije

Definicija. Funkcija f: A — R je neprekidna u tacki xo € A ako za svako € >0
postoji broj & > 0 tako da vazi implikacija

(VxeA) |x—xo| <8 = |f(x) - flxo)| <&
[z ove definicije sledi da se neprekidnost [unkeije ispituje samo u onim tackaima

u kojima jc ona definisana. Medutim, nije obavezno (kao kod grani¢ne vrednosti
[unkcije) da posmatrana taCka bude i taka nagomilavanja domena funkcije. Vazi

Teorema. Neka je tacka xo € A tacka nagomilavanja domena funkcije [: A — R.
Tada je f neprekidna u tacki xo ako i samo ako je

lim_ f(x) = f(xo).

X—42g, VEA
U praksi, se obi¢no pojavljuju sledeca tri slucaja.

I Neka je realna funkcija f definisana na intervalu (a,0) C A i neka tacka xo pri-
pada (a,b). Funkcija f je neprekidna u tacki xg ako

postoji lim f(x); i vaZi jednakost lim f{x) = f(xo)-
1—¥p A—FAg

IT Neka je realna funkeija f definisana na skupu koji sadrZi interval [xo,b). Funk-
cija f je neprekidna sa desna u taéki xo ako vaZe slede¢a dva uslova:
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postoji lim f(x); i vaZi jednakost lim f(x) = f(xo)-
A—20+ a—ag+
IIT Neka je realna funkeija f definisana na skupu koji sadrZi interval (a,xp]. Funk-
cija f jc neprekidna sa leva u tatki x; ako vaZe sledeca dva uslova:
postoji lim f(x); i vaZi jednakost lim f(x) = f(xo)-
A—hg— A—FXg—
Funkcija f: A — R je neprekidna na skupu B C A ako je neprekidna u svakoj
tacki skupa B.
Posebno, funkcija f : A — R je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] C A

ako je neprekidna na otvorenom intervalu (a, b) i ako vazi (videti slucajeve TTi III):

Jim /() =(a) i Jim /()= 1(b)

. Teorema. Ako su funkcije [ig neprekidne u tacki xo, tada su u toj tacki neprekidne

i funkcije kaje predstavijaju njihov

zbir f+g¢; razliku f—g; proizvod f-g; koliénik g, ako je g(xo) # 0.

Dokaz. Pokazaéemo samo da je zbir dve neprekidne funkeije u tacki xo neprekidan
u toj tatki, i to za slu¢aj kada je xp tacka nagomilavanja njihovih domena.

Dakle, neka su [unkcije f i g neprekidne u tacki xp. Prema teoremi 3.53 tada vazi
lim f(x) = f(x) 1 lim g(x) = g(xo)-
A—¥g X—1p
Kako je (f+g)(x) = f(x) +g(x) i grani¢na vrednost zbira jednaka zbiru granicnih
vrednosti (ako postoje), to je

lim (f+g)(x) = lim(f () +2(x)) = lim f(x) + lim g(x)

=g X—ip
= flx0)+ flxo) = (f+8)(x0)- »
Takode je kompozicija neprekidnih funkcija neprekidna funkcija.

Osnovne clementarne funkeije su neprekidne na celom njihovom definicionom
skupu:
polinom jc neprekidna funkcija na celom skupu realnih brojeva R (sledi iz neprekid-
nosti na R funkcije f(x) = x i prethodne teoreme);
. .t Pix) . ;
racionalna funkcija R(x) = Q((k)) je neprekidna na skupu {x € R| Q(x) # 0};
X

sinusna i kosinusna funkcija su neprekidne na celom skupu IR

funkcija f(x) = tgx je neprekidna na skupu R\ {%M ke Z}, dok je funkcija

a)

b)

d)

e)

)
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/{x) = ctgx neprekidna na skupu R\ {kn| k € Z};
eksponencijalna funkeija f(x) = a*, @ > 0, a # 1, je neprekidna na skupu R;
logaritamska funkcija f(x) = log,x, a >0, a # 1, je neprekidna na (0, +o0).

Na osnovu prethodnog, i elementarne funkcije su neprekidne na svom prirod-
nom definicionom skupu.

Na primer,

Funkcija f(¥) = -1+ nije definisana u tacki x = 1, lako da sc ne moze ni ispitivati
neprekidnost ove funkeije u tacki 1. (Pogresno bi bilo reci da je funkeija [ prekidna
u tacki 1.)

"?'__1] ga Xt 1

Funkcija f(x) = { A

lim &5 = lim{x+1) = 2 = f(1).

11

je neprekidna u tacki x =1, jer je
2 o x=1,

. il an gkl . . o
Funkcija f(x) =< *~ nije neprekidna uta¢ki x = 1, jer je lim f(x)
5 za x=1; a1

2 # 5 = f(1), (uporediti sa zadatkom pod b)).

sinx

Funkcija f(x) = T 70, je prekidna u tacki x = 0, jer je
10 za x=0;
lim f(x) = 1 # 10 = f(0),

a—=0

Primetimo da je funkcija f definisana u tacki 0 i ima u njoj grani¢nu vrednost
jednaku 1. Prema sluéaju iz uveda, da je funkeija [ bila definisana u tacki O sa
vrednodéu 1, bila bi u njoj i neprekidna.

Funkcija f(x) = |x|, ¥ € R je neprekidna u tacki x = 0, jer vaZi (s1.3.2.)

lim f(X) = limx=0 i 1lim f(x) = lim (-x) = 0,
Jm s = Igx=0 1 Mg S = Rp =)
a uisto vreme je f(0) = 0.
1 za x>0,
Funkcija f(x) = sgnx = 0 za x=0, je prekidna u tacki x =0, jer je
—1 za x<0.

lim f(x) =1 # —1 = lim f(x).

10+ 2—=0— o & .
Za razliku od zadatka pod ¢) ili d), ovde je potpuno svejedno kako je funkcija
definisana u tatki x = 0 (videti sliku 3.5).
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3.3.2 Prekidi funkcija
Ako funkeija f : A — R nije neprekidna u nekoj talki xp € A, kaZemo da funkcija
u toj tatki ima prekid i to
prividan prekid ako postoji lim F(x)=Livazi L# f(x0):
X=?A0
prekid prve vrste ako postoje Em flxi=Li1 Li)m f(x) = La, ali Ly # Las
A—FAQ+ A—3A0—

prekid druge vrste ako nije ni prividan ni prekid prve viste.

Funkcija f(x) = [x] dodeljuje broju x € R najvedi ceo broj koji nije vedi od x.

Dakle, za k€ 7Z je lilzl flxj=ki UIP f(x)=k—1, pa f ima prekid prve viste
a—k+ a—rh—

u svakom celom broju k (slika 3.6).

: i X x<1 . ;
Posmatrajmo funkciju f datu sa: f(x) = { . +’ 1 ey Ona je neprekidna
4y Ay
L[ 1+ —
- % > %
0 1 0 '1
—_— P—

-

Slika 3.5. Slika 3.6.

na skupu R\ {1}, ali ima prekid prve visic u ta¢ki 1. Grafik ove funkcije je dat na
slici 3.7.

I

- Slika 3.7. Slika 3.8.

—E - AE -5, L

Funkcija f data sa f(x) = 0, x=2; (slika 3.8) ima prekid prve
*—4x+5 x>2
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viste u tacki xo = 2, i neprekidna je na skupu R\ {2}.
Neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu
3,55. Teorema. Neprekidna funkcije na zatvorenom intervalu dostiZe svoj maksimum i
FRERTHTUIIL,
3.56. Primer. Za funkciju [(x) = x>+ 1, x € R, odrediti njen infumum, supremuin, i, ako
postoje, minimum [ maksimum na datom intervalu I
a) I=[-2,0; b) I=[,3); a) I= [—2,3];
Resenja.
a) Funkcija f(x) = »* + 1 nad intervalom [—2, 0) ima infimum u ta¢ki 0, koji je jednak
1. Ova funkcija ima maksimum (dakle i supremum) nad (—2,0), koji je dostignut
u tatki —2, i taj maksimum je jednak f(—2) =5.
b) inf f(x)=2, min f(x)=2, sup f(x) =10, ne postoji max [(x).
A€[1,3) 2€[L,3) 2€[1,3) a€[1,3) .
¢) inf f(x)= min f(x)=f(0})=1 S x) = max [{x)=f(3)=10.
= i F = FO =1, sup 7= max 1) = /()
Teorema 3.55 sc primenjuje samo u slucaju ¢); primeri a) 1 b) pokazuju da ta tco-
rema nije taéna bez uslova o zatvorenosti posmatranog intervala. p
3.4 Izvod funkcije
3.57. Definicija. Neka je realna funkcija [ definisana na intervalu (a,b) i neka je xg

jedna tacka intervala (a,b). Grani¢na vrednost

o+ h) = )

—0 h

S (xo) =1 (3.13)

ako postoji, naziva se prviizvod funkcije f u tacki xo.

Pored f'(xp), za prvi izvod funkeije f u tatki xp koristi se i oznaka f, !(xp), ¢ime sc
naglagava promenljiva po kojoj se traZi izvod.

Funkcija f: (a,b) — R jc diferencijabilna u tacki xp € (a,b) ako ona ima prvi
izvod u tacki xp.

Funkcija je diferencijabilna na intervalu (a,b) ako je diferencijabilna u svakoj
tacki intervala (a,b). U tom se slu¢aju funkcija f': (a,b) —+ R, koja broju x € (a,b)
dodeljuje broj f'(x), zove izvodna funkeija ili prvi izvod funkcije f.

Funkcija je diferencijabilna na zatvorenom intervalu [a,b] ako je diferencijabilna
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na otvorenom intervalu (a,b) i ako postoje sledece granitne vrednosti

o flath) = fl@) o k) = f(0)
h—0+ h h—D— h

Sflxo+h) — f(xo) .

Levi izvod funkeije f u tadki xq je definisansa f (xo) = lim

h—0— h
" g = xo+h1) — flx
Desni izvod funkcije f u tagki xo je definisan sa f! (xo) = 11“0+ fxo i Jxo) :
— y

Funkeija ima izvod u tacki xo ako postoje i levi i desni izvod u toj tacki i ako su oni
jednaki, (.
S (x0) = fi(x0).

3.58. Primer. Po definiciji, odrediti prvi izvod date funkcije [ u tacki xo njenog defini-
cionog skupa:

a) flx) =32 —2+5, 1R b) f(x) = %, x#0;
©) flx) = V¥ x>0 d) f(x) = V%, x#0.

Odvrediti najvedi podskup od R na kome 1aj izvod postoji.

ReSenja.
a) Po definiciji jezaxp € R:

S(xo+R) — fxo) 3(xo+ M) = 2(x0+h) +5— 3x5— 2x0 +5)

"(x = i = lim
filxo) = fim == i "
i 3,\% +6xph+ 30> —2x0—2h+5— 3)% +2xp—35
= lim
k—l}D h
h(6xg+3h—2
= P h(6x0+3h—2) _ 6xp — 2.
h—0 h
po : —3h -3
azi: = fim 220y 200tR) .
h) Zaa % DFvez f (AO) Frl—I:l]) h hl—r}% h kl—IR) \()(}LO + h)]? ,\‘%

¢) Zaxp >0 vazi:
) = Ay, (R ) /A
: h—0 T o0 h (\/,\o+h+\/_)
lim ] 1
in - = <
h=0 N ( xo+ h+ /! 2\/5&6

d) Zaxg € R, xp # 0, vaZi:
(\/,\gﬂ—h—é/)@_) (1/' A0+i1) +\/ xu+h)m+\/;)

fxp) = lim a0 th /% =
h (\3/(.1'() + h-)z e \3/(*‘.0 + fl)x(] + \y‘_l)

h—0 h ;Ho
h 1

= lm 2/3.
h—}oh(\[t()-kh +\/(\0+}1)\0+\f_) 3xp
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Tablica prvih izvoda
o () =m"1, neN xekR;
o (3 =01, aeR\{0}, x>0;
o (sinx) =cosx, xeR;

e (cosx) = —sinx, x€R;

1 s '
-(gﬂ@:mﬁx,xER\{@h+U§|kEZk

—1
o (ctgx) = ——, xeR\{kn| ke Z};

SIN~x
o (¢*) =a"-Ina, a>0, xeRR,

o () =¢, xeR

. 1
o (log,x) = = @ =0, w0

|
o (Inx) = - x> 0;

I ,
o (arcsinx) = — lx] < 1
e (arccosx) = — el
S 1
o (arctgx)' = T ¥ e R
; —1
L] (HI’CCtg}C) " m, xeR

3.59. Primer. Koriséenjem definicije prvog izvoda 3.57 pokazati da su navedeni prvi
izvodi osnovnih elementarnih funkcija tacni.

ReSenja. Pokazademo samo neke od gornjih jednakosti; Citaocu ostavljamo da pokaZe
ostale.
Neka je n € N. Tada je prvi izvod {unkeije f(x) =x" u tacki x € R po defimiciji jednak:

” I C ) X+ lp+ ”(" aln=1) 2 e AP =2" bl
f(x)=lim = lim = X
h—0 h k=0 h
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Neka je = —n, n € N. Tada je prvi izvod funkeije f(x) = 27" u tacki x > 0 jednak:

i _ L JL”—(.X‘+h)"
A at i M {a } H
fi(x) = lim BT iy T
h—0 h h—=0 h
. 1 A=t — = ( ) Pt TSP 1 ( ;:—1) —n
= lim . = — - (—nx = .
R0 X% (x + B)" h X xatl
Za f(x) =sinxix € R imamo po definiciji
: . sin(x+ k) —sinx 2sin (4) cos (3%‘"—;')
f'(x) = lim = lim o
) h=0 h h—0 h
: h +h
. sin{z)cos . 2x+h
= lim (3) = ( ) =1-limcos = COSX.
h—0 ?‘ h—0 2
Za f(x) =ctgximamozax ¢ {kn| k€ Z}:
0 ( " f ) i CDS(A‘I»;I) __ cosx
] .oclg(x+h)—ctgx . sl ;
,f’(x) e T g g sl sin(x+#)  sina
h=0 h B0 h
cos{x+h) sin x—coﬁxsin(x-kh) B
. sin(x4-h) sina . Sm(—x—l— ()GJ - h)) 1
= lim = —lim -lim
h-30 h h—0 h b sin(x—+ A)sinx
sinh 1 1
= —lim - lim —.
o0 B hs0sin (x+h)sinx  sin’x

Za funkciju f(x) = a* prviizvod u taéki x € R po definiciji 3.57 je

ax-}-h —a ah —1
x) = lim———— =lima’
e =0 h hioa h
In{z+1
Posle smene f = a” — 1, h = e+ ), pri ¢emu r — 0 kada h — 0, dobijamo
k
a'—1 t 1
Iim hm =Inalim ———— =Ina
! 0 Inr+1) ; 1/t
=0 h s #=0 In(1+1)

B
I:a"‘lna, a>0,a# 1.

Tako dobijamo f7(x) = lim a*
h—0
Za funkciju f(x) = Inx prviizvod v tacki x > 0 je

n(x+h) — Inx 22t i AR

f'(x) = lim arh) = Ina = lim —— = lim—In 1+ : =—.b>
h=0 h =0 h h—0 x T

U prethodnim dokazima kori$éena je neprekidnost osnovmh clementarnih funkcija

na njihovom definicionom skupu.

3.60. Primer. Data je funkcija f(x) = 3x> —5x+2, x € R Odrediti: domen izvodne
Sunkcije f': prei izvod funkcije f'u tacki x € R; i vrednosti f'(1), f(2), f'(=V2),
Ma), ae R
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Resenje. Domen izvodne funkcije f* je ceo skup R, f'(x) =(n— , xER f(1)=

3.6L

3.62.

ReSenje. Pokuazacemo da za funkciju f(x) = [x] ne postoji hrr(aJ

3,63.

6-1—5=1, [(2)=6-2—=5=T7. f/(—/2)=6-(— f)
=—6-v2-5 i fila)=6a—5.»

Teorema, Ako je funkcija f: (a,b) — R diferencijabilna u tacki xo € (a,b), tada

Je ona neprekidna u tacki xo.

Dokaz. Ako x pripada definicionom skupu funkeije f i x # xp, x—xp = /1, tada sc

funkceija f moZe zapisati kao
; S (x) = f{x0

S@) = f) + £ ~Jiw).

%}ﬂ “(x—x0) = flxo) + h

Prema tome je

lim f(x} = lim f(xp)+ lim M lim (x — xp)

A—1p A0 A—320 AX—2n A

= flxo)+ S (x0)-0= f(x0). »
Ako je funkcija f neprekidna u tacki xp, tada ona ne mora biti i difcrencijabilna u
taéki xp (videti slededi primer). Dakle, neprekidnost je potreban (ali ne i dovoljan)
uslov za difcrencijabilnost funkeije. Drugim recima, ako funkcija u nckoj tacki
nije neprekidna, onda ona ne moZze imati izvod u toj tacki.

Primer. Pokazali smo (videti primer 3.4) da je funkcija f(x) = |x|, x € R, nep-
rvekidna u svakoj tacki x € R, pa i u tacki 0. Pokazati da ova funkcija nema prvi
izvod u tacki nila,

[O+R)=1O)

§lo ¢emo potraZiti levu i desnu grani¢nu vrednost gornjeg izraza u 0 (odnosno levi
i desni izvod u 0) 1 uveriti se da one nisu jednake.

_ I3 .
. SO+ f(O) [0+ A — |0 |: 1 M: lim —h-:—al,
—0— h h—,ﬂ— h —0— h h=0— h
dok je desni izvod u 0 jednak 1:
lim —__f(()+lr)—f(0) = —M—E—hl ol = lim m = lim E— 1.
=0+ h JH(H- h =0+ B ho0+ h

Prema tome, ova [unkcija nema prvi izvod u tacki 0, i pored toga $to je neprekidna
u toj tacki. »
3.4.1 Osnovna pravila za prvi izvod funkcije

Teorema Ako su funkcije i g definisane na intervalu (a,b) i imaju prve izvode
u tacki x € (a,b), tada njihov zbir; razlika, proizvod i koliénik takode imaju prvi
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izvod u tacki x € (a,b); u slucaju kolicnika mora se dodatno pretpostaviti da je
© g(x) #£ 0. VaZe sledeca pravila za
a) izvod zbira, odnosno razlike funkcija: (f(x) £g(x)) = Pl
b) linearnu kombinaciju funkeija: (Af(x) + Bg(x))' = Af'(x) + Bg'(x), A i B su
realne konstante;
¢) izvod proizvoda finkcija: (f(x)-g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)¢' (x);
f&»' P =W 2
g(x) &)

d) izvod koliénika funtkcija: (

Dokaz.
b) Ako oznagimo sa z(x) = A f(x) + Bg(x), tada imamo
M) =) _ (A ) + Bl 1) — (A + Ble)

zf(_x) = }%i_% = lim .
= lim (Aﬂxﬂ_h’) —f(x) +Bg("'+h) "8(1))
h—0 I h
= A hl‘n w +B }11 M :Aff (Jl) +Bg’(f\v)

70 h h—0 h
Sluéaj pod a) sledi iz b), ako stavimo A =11 B=+1.
¢) Ako stavimo p(x) = f(x)- g(x), tada imamo
plh) = pl) _ [t h) gl 1) = S)- )

2 oW flx]—[}?) h h—0 h
_ S(x+h)-gla+h) £ fx+h) - gx) = fx) -gx)
= hl—I}?) h
_ AE%(fu4Jﬂg&+42—g@)+gﬁjf@+42—f00>
= hmf(m+h) hmg(—_‘_y*(—)—o—}ljl_%g( )}ETBW(—\)
= f(x)g'(x) +8(x)S (%)
d) Ako stavimo k(x) = %, tada je
L g KR kG 7%% B eh) g~ /)-8t h)
i) = s h h—»o Ft—?ﬂ glx+h)gx)-h
_ oy BB ) Eel) ()~ fl)gh+h)
N h—»o glx+h)g(x)-h

g0) (L) ) (R iy o) - )

}:]—IRJ glx+h)a(x) ot g(x+h)g(x) 8*(x)
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U sledeéim zadacima odrediti prvi izvod za svaku od datih funkcija, kori§¢enjem
tablice i osnovnih pravila za prvi izvod {unkcije, kao i skupove na kojima ti izvodi
postojc.

3.64. Primer.

a) f(x) =x"—424+2x  b)flx)= £+x\/§; ) f(s) = %,_\/__4_3\/—
283 +17 -1 3x2 4+ 4x+sinx alnp ,
d) f(t)= —— e) f(x)= ﬁ D) f(p)= 5 +be’ 4-ab arctg p,

gde suu zadacima pod e) i f) a i b realni parametri.
Redenja.
a) ZaxeRje f/(x) =7x% —8x+2.

1 3vx 1 :
3,(2\/}_0+ 2-—mﬁ+Lm&

b) Zax >0je ()=

9
¢) Za s > (), datu [unkciju moZemo pisali u obliku f(s) = ——\%‘9_2/3 —s~2 135 paje
: 3 s 9~
Fis > gz,
()= 3V/55° 4
1
d) Za 1 # 0, datu funkeiju moZemo pisati u obliku f(r) = 2r+1— Al odakle je f'(r) =
24217
6x 44 4 cosx
e) ZaxeRje f1x) = ————.
AR NV

b
f)Zap>(ucf%p):§%+beﬂ+lipz

3.65. Primer.
) 3 lgx
a) f(x)=0Bx=2)x*+e+1) b)flx)=(Vx+2x) (smx-&cos,\'-}— - sx) ;

¢) (x)=(3x+ l)(ln.:c\/i +4),  d) f(t) =r¢-sint-cosr+¢é -Int-1gt.

Resenja.
a) Zax €Rje f1(x) =302+ + 1)+ (3x—2) (2x+ ).
b) Zax>0ix#km keEN, je
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¢) Data funkcija se za x > 0 moZe napisati kao f(x) = (3x° + 1}(v2Inx+4), paje
2
1(x) = 92(V2ZInx+4) + (383 + I)—\i:, x>0
d) U ovom sluéaju, data funkcija je zbir dva sabirka, pri ¢emu je svaki sabirak proizvod tri
faktora, paje zatr >01¢+# (2k+ 1)m/2,k € Np :
F1(t) = (t)sinrcost +t(sinscost) + (¢') - Ins - tgr + & (Ins - 1gr)

&gt
= sinicosi+1-costt —isin’( + ¢ Int-tgr + Tg +é h”cosz.r

1 tgt
+reos2t+¢ (lnt (tgH— . ) +£) .
cos?t t

sin 2t

3.66. Primer.

23t —3x+1 sinx+e'tgx Sinx — cosX sin® x + 2xcosx
) —— e ikl s e d) fla) = ———r—
41 Inx+1 Sinx 4+ cosx 22+1
Resenja,

(dx=3)(24+1)— (22— 3x+1)2x _ 3*+2x-3

F & i 4 ) = =
a) Zax€eRje f'(x) P T
1 2k+1)m .
b) Zax>0 A x#— /\x;ﬁ%—,kez, je
€
: e .. \
cosx + ' tgx+ —— | (Inx + 1) — — (sinx + €' tgx)
Pl cos” X X
(Inx+1)2
k-1 ;
¢) Zax+# 7 n,keZ,je
0 = (sinx 4 cosx)? — (sinx — cosx)(cosx — sinx)
ek = (sinx + cosx)?
_ cos® x + 2sinxcosx + sin’ x + cos” x — 2sinxcosx + sin® x _ 2
B 1 + 2sinxcosx © 1 +sin(2x)
2sinxcosx 4+ 2cosx — 2xsinx)(2* + 1) — (sin® x+ 2xcosx)2* In2
d) Zaxe Rje [/(x) = LI - (ﬁz(ﬂ)z )= LR I

3.4.2 Diferencijal funkcije

Ncka je data diferencijabilna funkcija y = f(x) nad intervalom (a,b) i ncka neza-
visno promenljiva uzima vrednosti od xo do xj, tako da xg,x) € (a,b). Tada se
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veli¢ina
fii= Ax ;= x| —xp naziva prirastaj argumenta x u tacki xo, a veliCina

Ay := f(x1) = flxo) = f(xo+h) — flxo),
koja predstavlja odgovarajuéu promenu zavisno promenljive y, naziva prirastaj
funkecije f u tacki xp.
N . . . flxo+Ax)—flx) _ . Ay ;
Iz definicije prvog izvoda f'(xp) = | = lim —, sled
z definicije prvog izvoda f'(xp) i R Aim . sledi
Ay = f'(x0)Ax + r(Ax) - Ax,

gde je r(Ax) funkcija priradtaja Ax sa osobinom iimo r(Ax) = 0. Dakle, vaZi prib-
x—

. oA
lizna formula f7(x) = Zyx- kada Ax = (), odnosno

Ay = f'(xg)-Ax ako Ax=s0. (3.14)

3.67, Definicija. Neka je | diferencijabilna funkcija i Ax prirastaj argumenta. Tada je

diferencijal nezavisno promenljive dx = Ax;
diferencijal zavisno promenlijive (ili: diferencijal funkcije) dy = f'(x)dx.
dy

Tako se prvi izvod moZe izraziti kao f'{x) = —.

dx

3.68. Primer. Data je funkcija f(x) =2x> +3x— 1, x € R. Odrediti:

a) prirastaj funkcije u proizvoljnoj tacki x:
b) pribliznu vrednost funkcije [ utacki 1,1
¢) pribliznu vrednost funkcije f u tacki 1,01

d) diferencijal furkcije [ u proizvoljnoj tacki x.

ReSenja.
a) Priradtaj funkeije u tacki x je
Ay = [f{x+Ax)— f(x)= 2x4+Ax)2 +3(x+Ax) — 1—-2¢" — 3x+1
= AxAv+2(Ax)2 4 3Ax = (dx 4 3)Ax+ 2(Ax)? = f/(x)Ax +2(Ax)”.
b) U ovom slucaju je xg = 1,Av=0,1,a f(1) =4, pa na osnovu relacije 3.14 imamo

Ay=f(xo+Ax) — f(xo) e /(1) -Ax, (L1 = f(D+ /(DA =4+45-9,1=4,5.
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Inace, tatna vrednost je f(1,1) =4,72.

¢) U ovom sluéaju je x; = 1, Ax = 0,01, pa je f(1,01) = f(1)+4-0,01 = 4,04.
Tatna vrednost je f(1,01) =4,05.

d) Diferencijal dy date funkcije f je dy = (4x+3)dx. »

3.69. Primer. Odrediti priblizne vrednosti sledecih brojeva:

a) 4,0003; b) In(1,001): ¢) JI,0003,

koristeci diferencijal funkcije u datoj tacki.
Resenja. U ovom sludaju primeniéemo relaciju (videti (3.14))
Sx+Ax) = f(x) + f'(x)Ax, kada Ax=0.
: 1 ‘
a) Za funkciju f(x) =/, prviizvod je f/(x) = =—=, ix=41Ax=0,0003 :

2Vx
0,0003

1
/4,0003 = V4 + —40, 0003 ~ 2+ = 2,000075.

2v/4
1
b) Stavimo Ax = 0,001 i x = 1; tada je In(1,001) zlnl—l—-i- 0,001 = 0,001.
1

¢) Iz Ax=0,0003 i x = 1, sledi /T,0003 = v/1+ 0

0,0003 =1,0001 . »

3.70. Primer. Odrediti diferencijale sledecin funkcija:

a) y=24/cost+In(x*+1); b) y=S5arctg(2x+7)eFH +12%;

_osinx4tgx P 5* 4452
C) y= m, d) y=alcsm(5x +2)+m
Resenja.
. 1 : 1
sin (- 2 sin (- 2x
a) Izy = (*) i =, sledi dy= (*) = dx.

+ %
x*4/cos (%) T4 x24/cos (}) L 422

b) Kako je prvi izvod date funkcije

2
Y ‘3x+1 15arcte(2x 4+ 5 ‘3x+1 12*1n 12,
St wr e M A g(2x+3)e™ ™ +
to je trazeni dilerencijal jednak

2
e+ 15arcig (26 +5)e> ! + 12 In 12) dx.

dy=[5—=
T T+ (@7
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(cosx+ 1/cos?x)(x* 4 3* + 3x) — (sinx +tgx)(3x* +3*In3+3)

¢) dy= {(x¥+3* +3x)* e
T 2052 1 (5*In5+8x) — (?: jcif) (cosx — sinx) S
1—(Sat+42)2 gRIATEoSx

3.4.3 Geometrijsko tumacenje izvoda i priraStaja funkcije

Neka funkcija f : (a,b) — R ima prvi izvod u tacki xo € (a,b). Oznacimo taCke
P(xo, f(x0)) 1 Qo + Ax, f{x0 + Ax)) (videti sl. 3.9). Koeficijent pravca tetive PQ
krive, odredene funkcijom f, dat je sa

xo+ Ax) — f(xo)

Ax ’

gde je B ugao prave odredene sa duZi PQ i pozitivnog smera x—osc. Ako je funkcija
f neprekidna u tagki xp, tada sc tacka Q priblizava tacki P po datoj krivoj kada
Ax — 0, tj. kada sc ta¢ka xp + Ax pribliZava tacki xy ostajuci na x—osi. U grani¢nom

wp !

Ay

fley+Ax)

fizg

!
i —/ a x,  x+Ax

Slika 3.9.
slu¢aju, prava PQ postaje tangenta krive u tacki P i koeficijent pravca tangente
na datu krivu u datoj talki x jednak je prvom izvodu date funkcije u tacki xq :
xo+Hh) — fx
g0 tim LD /(0
h—0 fi

Dakle. prava
y—Yo = f'(x0) (x —xo0), (3.15)
gde je yo = f(xp), jestc tangenta grafika funkcije / u tacki P(xo, f(xo)). Ako je
jo§ zadovoljen uslov ["(xg) # 0, prava
1

ey = ———— (x—x 3.16
y—>Yo 7o) (x —x0) (3.16)
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je normala grafika funkeije f/ u tacki P(x, f(xo))-

Neka je § tatka prescka tangente u tacki P sa ordinatom u tacki xo + hna x—osi, a
T podnoZje normale iz tacke P na ordinatu SQ.

Tada je TO = f(xo+h) — f(x0) = Ay prirastaj funkeije f u tacki xo;

TS = f'(x0)Ax vrednost diferencijala funkeije / u tatki xo koja odgovara prirastaju
hr = Ax. Primctimo da je ST priraStaj na tangenti.

Dui TQ i ST su pribliZno jednake, ako je prirastaj Ax mali.

3.71. Primer. Odrediti ugao o koji zaklapa tangenta grafika funkcije y = P —x+2, x€
R, sa pozitivnim smerom x—ose u tacki

a) x=0; b)x=1; 8) Z=11/2;

ReSenja. Kako jey' =2x—1,toje
a) y(0)=—1=tgo, odakle jo a.=3m/4; b) y'(1)=1=tga, odakle je o=m/4

¢) y'(1/2) =0 =tga, odakle je o0 = 0, ( tangenta u tacki x = 1/2 je pariclna sa
x—osom). b

3.72. Primer. Odrediti ugao o koji u tacki x = 0 zaklapa tangenta grafika funk Jje date
sa
a) y=sinx; b) y=sin(v/3x); C) y=COSX;
d) y=1-tgx e) y=In(x+1); f) y=x—¢,
sa pozilivaim sMerom x—ose.
ReSenja.
a) ¥ =cosx, V(0)=1=1go, odaklcje o.=m/4.
b) ¥ =+3cos(v3x), ¥ (0)=v3=tgo, odakleje a=n/3.
¢) ¥ =-—sinx, Y(0)=0=1tga, odakleje a=0.
d) f=——— Y(0)=—1=tgq, odaklcje o= 3m/4.
COS~ X

1
e) = T3 ¥ (0) = 1=tga, odakleje oo=1/4.
X

f) y=2x—¢, y(0)=—1=tga, odakleje, o= 3m/4. b

3.73. Primer. Napisati jednacine tangente i normale na datu krivic u datoj tacki:
a) y=x"—2x*+2 utacki (2,2); b) x2 4+ 3xy+y* = 11 wtacki (1,2);
¢) y=sin2x utacki (0,0); d)y=In(x>+1) utacki (1,In2).
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ReSenja.

a) Prvi izvod date funkcije je ¥ = 3x* —4x, x € R, pa je prvi izvod date funkcije
u tatki x = 2 jednak y/(2) = 3-2> — 4.2 = 4. Prema gcometrijskom tumacenju
izvoda, broj ¥'(2) predstavlja koeficijenat pravca tangente na datu krivu u tacki
(2,2). Prema tome, ako je jednadina trazenc tangente oblika

y=kx+n, tadajec k=4
Slobodan &lan n se odreduje iz uslova da tacka (2,2) pripada tangenti.
122 =4-2+nsledi da je n = —6, pa je jednatina traZenc tangente y = 4x — 6.
Ako je jednadina normale oblika y = k1x+ n), tada uslov da su normala i tangenta
grafika u istoj tacki medusobno normalne prave povladi

ky = —1/k,

gdc je k kocficijent pravea tangente. Posto je k=4, to je ky = —1/4, pa je jednacina
normale y = —j%.x—l-ru.

Uslov da tacka (2,2) pripada normali daje 2 = =L 24ny, G ny = 5/2, pa je
jednacina lraZzene normale 4y +x = 10.

2x+3y 21532 B

3x+2y N
Ako je tangenta oblika y = kx+n, tada je k = —8/7, pa iz y = -—%x+n sledi
2 =—3.1+nili n=22/7. Dakle, traZena jednacina tangente je 7y + 8x=22.

b) 17 2x+43y+3xy +2yy =0 dobijasc y' = — . ¥ (1)=—

Jednagina normale dobija se iz y = %x + ny, odakle je 2 = jg— -1+ ny, tako da je
jednadina traZene normale 8y — 7x = 9.
¢) Izy =2cos2x, y'(0) =2, sledi da ako je traZena tangenta oblika y = kx+n, tada za
kocficijent pravea te tangente vazi k = 2. Iz y = 2x+n i uslova da je y(0) = 0 sledi
n =0, pa je y = 2x jednatina tangente grafika funkcije y = sin2xu tacki (0,0).
Jednadina tra¥ene normale u tagki (0,0) dobija se iz jednacine y = =+, od-
nosno #; = 0. TraZena normala ima jednadinu y = —x/2.
d) Izy = ;% sledi y'(1) = 1, pa sc iz y = x +a, odnosno In2 = 1+ n, dobija jed-
nadina tangente y = x — 1 +1In2. Jedna€ina normale je y+x=In2+ 1. b
3.74. Primer. Odrediti jednacine tangente i normale za sledece funkcije:
a) y=/xutacki (4,2); b)y=e*" "V uitacki (1,1):
¢) y=arctg x* u tacki (0,0); d) y = aresin (£52) u tacki (0,5).
Resenja.
a) Iz y = 5% sledi ¥/ (4) = %, pa je jednadina tangente oblika y = %x-i-n.. Uslov
y(4) = 2 daje 2 = 1+, pa je traZena jednadina tangente 4y—x=4.
Jednatina normale je y = —4x+ny, paizuslova2 = —4-4+ny, sledi y+4x = 18.
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b) Izy = 2xe” ~! sledi y/(1) = 2, pa je jednadina tangente data sa y = 2x+ n. Kako
je 1 =2+n, to je jednacina tangente u tacki (1, 1) datasay = 2x— 1.

Jednacina normale y = —% +ny, zbog uslova 1 = —% + ny, ima oblik 2y +x = 3.

¢) Iz jednakosti ¥ = 13:: - sledi y'(0) = 0, pa je zbog 0 = 0+ n traZcna jednalina

tangente y = (). Tangenta se, u stvari, poklapa sa x—osom,
Jedna€ina normale u ovom slu€aju je x =0, {j. to je y—osa.

1 1
d) Izy = ————1 lim ———— = +o0. sledi da levi izvod u tacki

21— (27 T a/i-(p)

nula ne postoji. TraZena tangenta je y—osa, ¢ija je jednacina x = 0.
Jednacina normale je y = 0, tj. traZcna normala se poklapa sc x-osom. b

3.75. Primer. Odrediti parametar k tako da prava’y = kx+1 bude tangenta krive y* =4x
i odrediti tacku (ili tacke) dodira.

ReSenje. Datu krivu moZemo zapisati kao y(x) = +24/x, x> 0. Ozna¢imo sa 1"(xo, y(x0))
tatku u kojoj tangenta dodiruje datu parabolu. Tada je

k=vy(x)=4+——= 1 y(x0) = £2/xp. Prema tome se ordinata tatke dodira

/%

. 1
y(xo) =y (x0)x0+1, tj. +2./x0= iTXD-i- 1.

V%o
Uzimanjem pozitivnog predznaka u zadnjoj jednakosti dobija se xo = 1 i tacka
dodira je T(1,2). Jednagina tangente u toj tacki jey =x+ 1.

nalazi iz

Druga tangenta sa datim koeficijentom pravca ne postoji, jer se iz jednacine

1 ; s ke
—2/x0 = —ﬁxg + 1, dobija /Xy = —1, §to je kontradikcija. B

3.76. Primer. Iz racke A(2,—2) povuéi tangente na parabolu f(x) = x* —3x+ 1 i nadi

tacke dodira.
Resenje. Oznacimo sa (xg, f(x0)) talke dodira tangente i date parabole. Kocficijent
pravca tangente je k = f'(xo) = 2% — 3, a jednacina tangente je y — f(xo) = k(x —
Xg), odnosno za x =2, y = —2 vai
—2—x3+3x— 1 = (2x0— 3)(2 — x0)-

Tuko se dobija jednadina x3 — 4xp + 3 = 0, sa reSenjima xg = 1 i xp = 3.
Prema tome, tatke dodira su B(1,—1) i C(3,1), a koeficijenti pravaca tangenti su
k1 = —11ks = 3. Jednacine traZenih tangenti suy+x=0 i y=3x—38.p
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3.4.4 Izvod sloZene funkcije

3.77. Teorema Neka funkcija g : (a,b) — (c,d) ima izvod u tacki xo € (a,b) i neka
funkeija £ (¢,d) — R ima izvod u tacki g(x0) € (c,d). Tada sloZena funkcija k =
fog, k: (a,b) = R ima izvod u xo i vaZi

K (x0) = f3(g(x0)) - & (x0)-
Dokaz. Prema pretpostavei, funkcija g ima izvod u tacki xp, te je

g(xo +h) — g(xo0)

(o) = li i lim (g(x0+1) — g(x0)) =0.
#lo) = L
Dakle ako je g(xo +h) —g(x0) = I, odnosno g(xo +#h) = g(xo) +1, tada I — 0 kada
h—0.

Posmatraéemo dva slucaja: g’ (xg) # 01 g'(x0) =0.

1 Ako je g’ (xp) # 01, za i dovoljno malo, g(xo + 1) — g(xo) # 0, tada vaZi

i k(xo =+ H) — k(xp)

o) = i S
_ iy L8+ 1) — Flglxo)) glxo+ /1) — (o)
= m - lm
h—0  g(xo+h) —g(xo) h—0 In
i Fle0) +0) — fglxo) o 8%+ /) — glxo)
10 l h=0 h
= fa(g(x0))g (x0)-

II Ako je g'(x0) = 01, za sve dovoljno male vrednosti it # 0, g(xo + i) — g(xo) =0,
k(xo + 1) — k(xo)
=0.
h
Ako, medutim, za dovoljno malo & # 0 vazi g(xo +h) — g(xo) # 0, tada jc
o k(xo + It) — k(xo)

tada je &' (xo) =0, jer je

Ko} = /112)0 h
_ oy [8Go+h) — flg(x)) 8L +h) - glxo)
h—0  glxo-+h) — g(xo) h—0 h

= 0= f3(g(x0))g (x0)- »

3.78. Primer. Odrediti izvode sledecih sloZenih funkcija:
a) flx) =7+ 327 +3)% b) f(1) = (2 +1)* ) fs) = V552 —s—3
2x+3

c \?
d) f(x)=(Bx—1)0-/2x—5; c)f(x)z(‘—) ; f)f(x)=ﬁ—+—9-

x+1
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Resenja.

a) Ako oznadimo u = x? +3x% + 3, tada s data funkeija moZe zapisati kao f() =1, pa je

njen izvod f'(x) = fi, =5u’ -
Kako je i’ = 4x3 + 6x, to je prvi izvod date sloZene [unkcije
F1(x) =50"+322+3)" (43 +62), xe R
b fli)=20+1)-2=4(2+1), te R

10"“1 )
¢) f{(.S‘) = g‘\j/ (5.5‘2 = el 3}-?" (IOS— 1) = ;\3/(53:—_73—)—2’ 5s° —S?I—' 3.

5 3
d) U ovom slucaju za x > — imamo

F) = 6-3-Gr—1)5 VIS4 (Bx— 15—

1 2v/2x =5
= —1)5-\/2,‘_'——5_-{-(3:{—1)6-—1'__5

(3x—1)*+18(3x— 1)°~ (22— 5) _ (3x—1)° -(39x-91)
V2x—35 2x—5

x+1 x+1

. if2 - : 3/2 3
¢) Zax>0jef’(,\~)=%.( X ) .Jx+1 X 5 .( X ) :_5_\/1:—_

x+1)? 7 2(x+1)2
2T 59— 28k

G+

, _ \/—42 —12x+ 18
N ZaxeRje f/(x) = TR e ms

3.79. Primer. Odrediti izvode sledecih funkcija:

a) f(x) =sin2x+ cos3x; b) f(x) = 3sin’ x + tg/x: ¢) f(x) = (sinx +cosx)?;
1 I+x
d) Jarctgx +1 X) = 0 f) f(x) = arctg ——:
J() = aretgxt g /) \/(5cosx+arccos,x-)3 ) /() =2 Cgl—x
g) f(x) = arcsin+/x — Varcsin x; h) f(x) = cos(3x) + cos(x*) + cos® x+ 3cosax.

Rezultati,

1 1

a) f'(x) =2cos2x —Ssin5x. Osz\/;.m'

b) f'(x) = 15sin'xcosx+ .

¢) f'(x) = 2(sinx + cosx)(cosx — sinx) = 2(cos> x — sin”x) = 2cos2x.

1

i 1 1 _3 —5sinx —
d . = Y
I plelli= 2 /arclgx + tgx (1 2T Coszx) 0 f@) 2 \/(5cosx+ arccosx)?

3.4. Izvod funkcije 159

+x)3. (1-x)2 T 20+ (1—-22 2+1
1 1 _ ] 1

VIi—x 2V 2¢/arcsiny V1—22

h) f'(x) = =3sin(3x) — 3x7sin(x*) — 3cos® xsiny — 3sinx. p

i = 1I T—x=(l+)(-1) _ (-2 2 _ 1

g) [x)=

3.80. Primer. Odrediti izvode sledecih sloZenih funkcija:

a) f(J\') = {,\-J+,‘u+l : b) f(JL} — pSin x-i-cos,z:

¢ fx)=Invx2+2+/In(x?+2); d) f(t)= 2=l y(2—1);

&) fx)=In(e* + 1)} +In*(e"+1); f) f(x)=In (1+x) :

1—x
Rezultati.

a) f.' (A') — e,xl+1\+l (XZ +3x4+ 1).’ — (2,r+3)e"2+3*+] . h) f’(l) _ (Cosx—Sin,\')ESi“'ler”.

2 2t
= d) f/(f)=2In2.27"! .
A SR 5 +2 In(x2 +2 v—l—z ) ft)=2n2 +(13—l)
c) f"'(x): . b )= 1= 2 = 2 . (Uporediti
’ +1 1+x (I—x)2 1—2x2

sa primerom 3.79 0. >

3.81. Primer. Qdrediti prve izvode slededih funkcija:

x cosx xarcsin ¥ + In(sin2x
2 /@ =m(e(3)) - b) f(x) = e,
8N~ X arclg x
"
—|— 1 -1 ) 2 cos(x® + 1) arctg x
¢) flx)= 6111 — +21n 1 +4 arclg x; d) f(x) = e ——
Rezultati,
IR 1 1 1 —sin*x—2sinxcos’x 1 1 +cos’x
)L = i s 2 sin x - i oo sin® x
87 %3 g
_ sin?x 4+ 14 cos?x 2
B sindx osin’x
\ 2cos2x
—— (1 — 2y —1/2 2 .
b /() = (arcsme e ALl sin2x )arctgx (xaresine* + In(sin2x)) ——= 1+y

(arctgx)? - (arctgx)?
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=1 (P -1)—-2a(2+1) _x+1 2 1
3 Y)Y = 6 : 2
) f'(x) 21 (2—1)2 x—l(x+1)3+41+:@
. 42 2 2 ;
- @ ;4} Y 71 +4 1 _ —24x 4+ 4x +4+417H4:8x ~24,x‘
=1 x2-1 A2+l -1 =1
.o 2a2YIn2cos(x2+ Darcigy 2% (—sin(x2 + 1)) 2xarctgx
d) f (x) - S x-2 i + i 2 o
e +cos2x St 4 cog 2x

& 22 cos(ax? + 1) 3 2 cos(a2 + 1) arctg x(cosxe" 2 — 2sin 2x)
(2 1 cos2n) (2 + 1) (e81n¥+2 4 cos 2x)? '

3.4.5 Izvod implicitne funkcije
Ako je funkcija y = y(x) data implicitno jednaéinom
F(x,y) =0,
tada se diferenciranjem po x, a koristeéi ¢injenicu da je y funkcija od x, dobija
jednacina u kojoj se pojavljuju x,y i y'. ReSavanjem te jednacine po y', nalazimo
trazeni izvod.
3.82. Primer. Odrediti prvi izvod implicitnih funkcija:

a) P4y =4, b) 2x-3y+3=x*+2y—6x;

¢) Vi+,F=5x d) x'+4°2y* =302 +3x=0;

e) (*—9) =(2+3x—1)% f) (2+x)=3"-7.

ReSenja.

a) Pre svega je (y?), = 2yy', pa difcrenciranjem po x date jednakosti dobijamo
2x+2yy' = 0, odakle sledi y' = —x/y.

b) Iz jednacine 2 —3y' =2x+2y' — 6sledi y = M2§+8“
L 1 y . Vil
¢) Iz jednatine —— + —=— =35 sledi y = 10,/y — X=.
415 NN cdiy =10y— %

d) Pre svega vazi 4x° + 8xy* 4 8x°yy' —3y* — 9xy?y' + 3 = 0, odakle sledi
, —4C —8xy?+3y* -3
Y= 8x2y — 9xy? ’
e) Uovom sludaju je 6(y* — 9)2yy'=2(2x* 4 3x — 1)(6x% + 3), odakle sledi
(26 +3x—1) (22 + 1)
y(y* —9)?

£) Posto je 2(2+ay)(y +xy') = 6x, to je y =

o

35— 29 —xy?
x(2+xy)
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3.83. Primer. Odrediti prvi izvod sledeéih funkcija:

a) y==x; b) y=uxV*; 8 y=GAE
d) 3= el V={nEEe,
za x > 0 (zadaci pod a), D), ¢) i d)), odnosno, u zadatku pod e), za x sa osobinom
sinx > 0.
Resenja.

a) Datu funkciju mozemo zapisati u obliku y = '™, &ji je prvi izvod
y =™ (Inx 4+ 1) =2 (Inx+ 1), £>0.
Ovaj zadatak moZe se resiti i tako §to se prvo data jednakost y = x* logaritmuje, pa
onda potrazi izvod:
yl
Iny =xlnx = 5 =lnx+1, t. y=y(nx+1).
Zamenom y = x* u zadnju jednakost ponovo dobijamo y' = x*(Inx+ 1).

b) Na osnovu jednakosti y = V¥ x > 0, sledi

Inx : C
yr :eﬁhu (22";; +\/T£) ZX\/:-%A%:’ x> 0.

¢) Kako je y = ¢lM0/2 (o je yf = el102)/2 ( 1 +21n.x> y X

; ; . sinx
d) Iz y = e gledi yf = x5 (cosxln x4+ _) X ).
X

2

£ ) ,sinxy > 0. p
sinx

&) Tzy = FLOHINSNE gledi 3/ = (sina)=osX (— sinxlnsinx+
3.4.6 Izvod inverzne funkcije
3.84. Teorema Ako bijektivna funkcija [ : (a,b) — (c,d) zadovoljava sledeéa tri uslova:
(i) funkcija f je monotona na intervalu {(a,b);
(ii) funkcija f ima prvi izvod u tacki xo € (a, b);
(iii) broj f'(xo) je raziicit od nule,
tada funkcija f ima inverznu funkciju /= : (¢,d) = (a,b), i njen izvod u tacki

yo = f(x0) je 1
(o) = o (3.17)
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U praksi, izvod inverzne funkcije za datu funkciju moZe se odrediti ili cksplicitnim
nalaZenjem inverzne funkcije, ili pomocu relacije (3.17).

3.85. Primer. Odrediti izvod funkcije [~ inverzne za datu funkciju f -
a) f(x)=2x+3, xeR b) f(x) = /x+3, x>0; ¢) f(x) =2 —2x, x> 1.

ReSenja.
a) Prvi nadin. Ako stavimo y = f(x)} = 2x+ 3, tada vaZi x = ¥=2_ Dakle, funkcija
f~Hx) =232 je inverzna za datu funkciju f i njen izvod je ( (x =1/2,xeR.
Drugi naéin. Posle zamene mesta promenljivih x i y dobijamo x = 2y + 3, odnosno

f(¥) =2y+31i f(y) =2. Prema gornjoj ‘fonnuli vari (f~1)(x) = 70) = —;—

b) Kako je x = =/7+31if )= \/_ to je traZeni prvi izvod inverzne funk-
cije, f~1, jednak (f_I) (x) = 2/ =2(x—3), x > 3 (drugi natin).

¢) U ovom sluéaju je x = f{y) =y* =2y i f’( ) = 2y — 2, odakle sledi da je izvod
inverzne funkcije f~! oblika (f~1)'(x) = ,,}_,, Posto je (f~1(x) = 1)>=x+1,to

je konaéno (f~1)'(x) = 2\/++—1, x>-1p»

3.4.7 Prviizvod funkcije date u parametarskom obliku
Funkcija y = f(x), x € (a,b), je data u parametarskom obliku ako je
x=9(r), y=vl(), te(ap), (3.18)
pri ¢emu je ¢ monotona funkceija.
3.86. Teorema Neka su & i W diferencijabilne funkcije na intervalu (o, B) i neka je

O # 0,1 € (a,B). Tada se prvi izvod funkcije y = f(x) date u parametarskom
obliku (relacija (3.18)) odreduje po formuli

dy
Fix) = ﬂf ili d—’ -g-if.
& X

3.87. Primer. Qdrediti prvi izvod sledeéih funkcija datil u parametarskom obliku:
a) x=1>+2t, it teR;
b) x=2(t—sint), y=2(1—cost), 1€(0,2x);
¢) x=2cos’t, y = sin’t, t € (0,m/2).
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Resenja.
a) Poftojex =2 +2,y =6t>—6,tojey 6~ 6 3(r—1), 1# -1
h X; = 2l = 0I"— 0, = — f — . ],
J t I yr J y 2): +2
b) Poil 2(1 —cost), y = 2sint, t _Sn e (0,2m)
0Slo je x; = —Cos c \ ;
e = yi =2sint, tojey = T —cost)’
; ; . , 3sin?fcost |
¢) Posto je &} = 6eos> ((—sint), y, = 3sin*rcost, to jey = “corisnl — 2e@r

1€ (0,1/2).

3.4.8 Izvodi viSeg reda

Pretpostavimo da funkcija f ima prvi izvod (' na intervalu (a,b) i neka je xo €
(a,D). Drugi izvod funkcije £ u taki xo je izvod [unkcije f' u tacki xy (ako pos-
1oji), i obelezava se sa " (xg).

Analogno se defini$u treci, Cetvrti, .. ., n—1iizvod funkcije f utacki xp, i obelezavaju
se redom sa " (xo), 7 (x0)s - - ., S (x0).

3.88. Primer. Za funkciju
R 3 ;2 0l
a) [(x) =42 —2x+5—2, odrediti f', ", ",/
X
b) f(x) =+/3—5x, odrediti f',f",f";

Bp—3
) f(.x}zg’;r_], odrediti ', f", /™

d) P —y*=2, y=7(x), odrediti f,f";

e) y'+3y—4x) =5x4+3, y= f(x). odrediti f":

ReSenja.

a) Prviizvod funkcije f je funkcija f/ datasa f/(x) = 8x—2+43x72,x % 0, dok je njen
drugi izvod jednak ["(x) = (f'(x))' =8 —6x77, x # 0. Dalje je f"(x) = 1827,
F)N%) = =723, x £0.

v =3 1 ~25 m —375
b) Zax<3/5jef1(0) = 5= S0 = B L) = —e—t e
2(3x+1) —3(2x -3 11
o Zax—1/3je () =2 ‘23“)(2 - (B3x+1)’
w66 594
FO9= eip ™ ) ECTH
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2
; x-
d) Diferenciranjem date jednaéine po x dobijamo 3x* —3y%y' =0, .y = 7 Difer-

enciranjem zadnje jednadine po x i zamenom y' iz prethodne jednakosti sledi:

2 2
2xy _2ylx2 2xy—2 (%) X ox? _ot
33 1B V3
12x° 45

ovom slucaju imamo y = ———— i
e) U J f 4y3+3

[/ J—

L1245
2x(dy3 +3) — (12224 5) 12y - ——

. 24x(4y* +3) — (1222 +5)12y% 4y +3
T @’ +3)? B (4 +3)?
_ 24x(4y®+3)2 - 127(12x° +5)°
(4y*+3)?
- 32,w +48xy° — 144x"y? — 120277 — 25y + 18x. >
(4°+3)3
1

3.89. Primer. Za sledece funkcije: a) f(x) =6x"+2° —3x*+5x+1; b) f(x) = T
odrediti £(0), £'(0), £"(0), £"(0), F(0) i F5)(0).

=

ReSenja,

a) Presvegaje f(0)=1,azax € R vazi f'(x) = 24x> + 61 — 6x+5,
F0)=35 fR)=7x+12x—6, f'(0)=-6, ["(x)=144x+12,
oy=12, O =14, fO0) =144, O =0, fO0)=0

Za polinom n—tog stepena

P(x) = a" +a, X -+ arxtag, x €R, (a, #0) vaii
PU(0)=a;-j! j=0,1,...,n

Naravno, ako je j > n, tada za sve x € R vaZi PO (x) =

b) U ovom sluéaju je f(0) =1, azax## 1 vaZi

(%) = : 0y = Tx) = _2 "y —
Hix) = 2-3 1
f X—) 1— x)47 f ( )
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3.90. Primer. Naci f)(x) za j € N, ako je

a) f(x) =e*; b) f(x) = sinx; ¢) f(x) = cosx.

Resenja.

a) Zax€Rje f'(x) =€ i f'(x) =e*. Ako za ncko m E N vazi fi") ( ) =¢e*, xER,
tada diferenciranjem ove jednakosti sledi (") (; )) () =¢*, x€R Na

osnovu principa matematicke indukcije sledi da za sve j € N vazi
fx)=¢", xeR
b) PoStojezax € R, f(x)=sinx, tadaje
fli(x) =cosx  f(x)=—sinx, f"(x)=-—cosx, [fU(x)=sinx,
iza j€ N vaZi
) (x) =sinx, D (x) =cosx, ()= —sinx, U (x) = —cosx.
Ove formule sc mogu napisati u obliku
sin) x = sin (x-l- %) , JEN, xeR
¢) Analogno sluCaju pod b), imamo zax € R :
FO(x) =cosx, fUHD(x) = —sinx, [ (x) = —cosx, fUH)(x) =sinx,
odnosno

cos') (x) = cos (.x+ Lk

2), jeN, xeR »

3.5 Primena izvoda funkcije

3.5.1 Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije

Funkcija f raste (respektivno opada) na intervalu (a,b) ako za svako xj,x, € (a,b)
vazi

X1 <xa2 = f(x1) <f(x) (respcktivio x) <x2 = f(x1) > f(x2)).
3.91. Teorema Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i diferen-
cijabilna na otvorenom iniervalu (a,b).
Ako je f'(x) > 0 za svako x € (a,b), tada je funkcija f rastuca na intervalu [a,b].

Ako je f'(x) <0 za svako x € (a,b), tada je funkcija f opadajuca na intervalu
[a,D].
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Dokaz ove tcoreme bice dat kasnije u primeru 3.103.

Teorema Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] i diferenci-
Jjabilna na otvorenom intervalu (a,b).

Ako je funkcija [ rastuéa na intervalu [a,b), tada je f'(x) > 0 za svako x € (a,b).
Ako je funkcija [ opadajuca na intervalu [a,b), tada je ['(x) <0 za svako x €
(a,D).

Dokaz. Neka je x proizvoljna tacka intervala (a,b). Posto je prema pretpostavci
funkcija f rastua na (a, b), to za dovoljno malo /i vazi

et m) =10 _
h

Posle primene grani¢nog procesa imamo:

i SR = 1)

= (x > ;
h—0 h f(l)_(), xe(a‘lb)a

jer po pretpostavci funkcija f ima izvod u tacki x.
Na primer,

funkeija f(x) = x> na intervalu (—e0,0) opada i f'(x) = 2x < 0, a na intervalu
(0,4o0) raste i f/(x) > 0, dok

funkcija f(x) =" raste na intervalu (—oo, +0). Kako je f'(x) =3x%, toje f'(x) > 0
zax € R\ {0} i /(0})=0. »

Prethodni primer pokazuje da rastuca funkcija ne mora imati uvek pozitivan izvod.

Definicija. Tacka ¢ koja pripada domenu funkcije f zove se kritiéna tacka fiuk-
cije f ako je ili f'(c) = 0ili f'(c) ne postoji.

Primer. Odrediti kriticne tacke funkcije f(x) = (x+5)*>v/x—4, xeR.

Regenje. Data funkcija je neprekidna za svako x € R. Za x # 4, prvi izvod fun®.ije [

Jjc

F(x) 1 _ (x+5)2+6(x+5)(x—4}

(x—4)23 3(x—4)2/3

2(x+5)(x—4)P+ (x+5)23

(x+5)(7x = 19)
Kako je f'(x) =0 zax = —51ix=19/7, a prvi izvod ne postoji za x = 4, to data
funkcija ima tri kritiéne tacke: x1 = =35, =19/7ix =4

Podsetimo se da funkcija f : (a,b) — R ima lokalni maksimum (respektivno lokalni

3,95,

3.96.
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minimum) u tacki xp € (a,b) ako postoji interval (c,d) koji sadizi tatku xp, tako
da za sve x € (¢,d) vazi f(x) < f(xg)  (respektivno  f(x) > f(x0)). B

Teorema. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu (a,b) i ima ekstremnu vred-
nost (4. lokalni minimum ili lokalni maksimum) u tacki c, ¢ € (a,b), tada je tacka
¢ kritiéna tacka funkcije f (1. ili je f'(c) = 0ili f'(c) ne postoji).

Dokaz. Pretpostavimo da funkeija f ima u tacki ¢ ekstremnu vrednost. Ako f(c)
nc postoji, tada nema &ta da se dokazuje. Ako f'(c) postoji, tada je tadan samo
Jedan od sledeca tri iskaza:

Fls0, o)< MW Flg=0
Pretpostavimo da je f'(¢) > 0. Iz definicije prvog izvoda sledi da postoji interval
(c—¢g,c+¢) C (a,b), takav da vazi

fle+h) —f(c)

h

To znadi da je f(c+h) > f(c) zah > 0, odnosno f(c+h) < f(c) zah <0. Prema
tome f(c) nije ni najveéa vrednost (maksimum) ni najmanja vrednost (minimum)
na intervalu (¢ — €, ¢4 €), suprotno pretpostavei da u ¢ funkeija f ima ekstremnu
vrednost. Analogno se dobija kontradikcija i kada se pretpostavi f'(¢) < 0. Prema
tome je f'(c}) =0. »

>0 zasve 0< || <e.

Geometrijska interpretacija prethodne teoreme jeste da diferencijabilna funkeija
ima horizontalnu tangentu u tacki lokalnog ekstrema.

Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] tada je globalni mak-
simum (respcktivno globalni minimum) na tom intervalu najveca (respektivno
najmanja) od vrednosti f{a), f(b), f(c:), i=1,...,k, gdesuc; kriticne tacke
funkcije f, a k njihov broj.

Primer. Odrediti globalni maksimum i globalni minimum za funkciju f(x) = x° —
12x+ 5, na intervalu [=3,5].

Resenje. Prvi izvod funkcije fje f'(x) =3x* =12 =3(" —4) =3(x —2)(x +2).

3.97.

Prema tome, kritiéne tatke su x; = —2, xp = 2, i vaZi f(=3) =14, f(-2)=

Odatle sledi da data funkcija f ima globalni minimum u tacki x, = 2, a globalni
maksimum u krajnjoj tacki intervala x =5. p»
Prvi kriterijum za odredivanje ekstremnih vrednosti funkcije

Teorema. Neka je funkcija f: (a,b) — R neprekidna na zatvorenom intervali
[a,b], i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b), izuzev moZda w tacki ¢ €
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(a,b) i neka je ¢ kriticna tacka za funkciju f.

1. Ako je f'(x) > 0 za x € (a,c), a f(x) <0 za x € (¢,b), tada funkcija f ima
lokalni maksivmum u tacki c.

2. Ako je f'(x) < 0 za x € (a,¢), a f'(x) > 0 za x € (¢,b), tada funkcija [ ima
lokalni minimum u tacki c.

3. Ako je f'(x) >0, ili f'(x) <0, za sve x € (a,b), osim moZda u tacki c, tada
funkcija f nema ekstremne vrednosti u tacki c.

Dokaz. 1. Na osnovu teoreme 3.91 uslov f'(x) > 0 za x € (a,c), povlaéi da funk-
cija f raste na intervalu (a,c), dok uslov f'(x) < 0 za x € (¢, ), znaci da funkcija
f opada na intervalu (c, b). Prema tome je f(c) > f(x), zasve x € (a,b), x # ¢, Slo
znadéi da u tacki ¢ funkcija dostiZe lokalni maksimum. Delovi 2. i 3. dokazuju sc

analogno, b

3.98. Primer. Odrediti tacke u kojima date funkcije imaju ekstremne vrednosti i intervale

na kojima one rastu, odnosno opadaju:

b) f(x) = (x+1)%, xeR;
d) f(x) =2 +x*-5x—5, xeR;

D10 =616

h) f(x) =x+1Inx, x>0.

a) f(x) =2—4x—x", x€R,

Q) f(x)=(x+1), xeR;
X

0 () =175

9 f(W)=5-V% x€R

xER x# -2 xeR;

ReSenja.

a) Kakoje f'(x)=—4—2x, x€R, toje f'(x) =0 zax= -2, gde funkcija f ima
ekstremnu vrednost.

Za —4—2x> 0, tj. za x < —2, funkcija raste.

Za —4—2x <0, tj. za x > —2, funkcija opada.

Prcma tome, u tacki x = —2 data funkcija ima lokalni maksimum.

b) Kakoje f'(x) =2(x+1), x € R, to u talki x = —1 funkcija ima ekstremnu vrednost.
Zax+1>0,tj. zax > —1, funkcija raste.

Zax+1<0,tj.zax < —1, funkcija opada.

Prema tome, u tacki x = —1 data funkcija ima lokalni minimum.

¢) Kako je f'(x) = 3(x+1)? > 0 zax € (—o0,—1) U (—1,+o2), to na tom skupu data
funkcija raste, pa zato u talki x = —1 ona nema ekstremnu vrednost. Dakle, funk-
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cija f raste na celom R.

d) Kako je f'(x) =32> +2x—5=(3x+5)(x— 1), x € R, to su kritiéne tacke x; =

e)

B

g)

h)

=5/3ix = 1. Za (3x+5){x— 1) > 0, funkcija raste.

(Poslednja nejednacina reSava se ili pomocu grafika odgovarajuée parabole ili po-
mocu odgovarajucih intervala na kojima su izrazi 3x+5 i x— 1 istog znaka.)

Tako sc dobija da data funkcija raste na intervalima (—oo, —5/3) i (1, +-o00).
Funkcija f opada na intervalu (—5/3,1).

Prema tome, u tacki x; = —5/3 funkcija f ima lokalni maksimum, a u ta¢ki x, = |
data funkcija ima lokalni minimum.

Kako je f'(x) = (x——_l:—.’Z? < 0, x # =2, to data funkcija opada na intervalima
{—e0,—2), (—2,+00) i nema ckstremnih vrednosti.

16 —x*
m, to su kriti¢ne tacke x; = —4, ix =4

Data funkcija raste za f'(x) > 0, j. za 16 —x* > 0, §to povla&i da f raste na intcr-
valu (—4,4).

Kako je f'(x) =

Funkcija f opada na intervalima (—oo, —4) i (4, 4-0).

Funkcija f ima lokalni minimum u tacki x; = —4, a lokalni maksimum u tacki
X2 = 4,

2/3 5
Kako je /() = s — Lyap L _ Ly _#P—1 21
3 352/3 3.1?2/3(.1"/3 23 F 1)3

3 3 (1- x23 )
x# 0, to funkcija ima kriti¢ne tatke x) = — 1, xp = [ i x3 =0.

Funkcija f opada za x* — 1 < 0, odnosno na intervalima (—1,0) i (0, 1).
Funkeija f raste na intervalima (—oo, —1) i (1, +o0).

Funkcija f ima lokalni maksimum u tacki x; = —1, a lokalni minimum u tacki
X» = 1. Ta€ka x3 = 0 nije ekstrem funkcije.

I+x 2 : ’
* 0, to funkcija f raste na intervalu (0,+) i f

Kako je f'(x) =1 +l &=
X

ncma ckstremnih vrednost, »
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3.5.2 Teoreme srednje vrednosti

3.99, Rolova teorema. Ako je funkcija f
neprekidna na zatyorenom intervalu [a, b],
diferencijabilna na otvorenon intervalu (a,b) i
vazi f(a) = f(0);
tada postoji tacka & € (a,b) za koju je Fie) =10
Dokaz. Ako je funkcija f konstanta, 4j. f(a) = f (x) = f(b), zasve x € (a,b), tada
je f!(x) = 0 za svako x € (a,b).

Ako je f(x) > f(a), za neke vrednosti x € (a,b), tada prema teoremi 3.58 funkcija
 dostiZe lokalni maksimum u nekoj tacki ¢ € (a,b). Primetimo da tada vaZi f(c) >
f(a) = f(b). Kako je, prema pretpostavci, funkcija f diferencijabilna na (a,b), to
1ha osnovu teoreme 3.95 sledi da je u tacki ¢ prvi izvod jednak nuli, tj. f'{¢) = 0.
Analogno, ako je f(x) < f(a) zanekox € (4, b), funkcija dostiZe lokalni minimum
u nekoj tagki ¢ € (a,b) za koju zbog diferencijabilnosti vazi f'(¢) = 0. »
Geometrijsko znaéenje Rolove teoreme 3.99 je da, za funkciju koja zadovoljava
sva tri njena uslova, postoji bar jedna tacka £ € (a,b) u kojoj je tangenta grafika
horizontalna prava (sl. 3.11).

a o
- 0| a g b o| a 3 b

Slika 3.10. Slika 3.11.

3.100. LagranZova teorema. Ako je funkcija f
neprekidna na zaworenom intervalu [a,b] i

diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b),

e
tada postaji tacka & € (a,b), takva da vaZi ﬂ;—_i;—(al = e

3.101.
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Dokaz. Funkcija
f(b)—fla
) =10~ 1@) - (L9=L) (-a), xela)
zadovoljava uslove Rolove teoreme. Naime, funkcija g je neprekidna na intervalu
[a, D], diferencijabilna na intervalu (a,b) i g(a) = g(b) =0.

Prvi izvod funkcije g je
f(b) = fla)
g0 =9 - L8110,
—a
Na osnovu Rolove teoreme 3.99 postoji tacka § € (a,b) takva da je g(E) =0, 1.
f(b)—fla fb)—fla
b~ b—d
Geometrijsko znadenje LagranZove teorema 3,100 je da, za funkciju f koja zado-
voljava njene uslove, postoji taCka € € (a,b), u kojoj je tangenta paralelna sa seti-
com koju odreduju tacke A(a, f(a)) i B(b, f(b)) (sl 3.10). Naime, koeficijent
pravca secice AB je
f(b)— fla
010,
—a
§to je prema LagranZovoj tcoremi jednako prvom izvodu funkeije f u tadki &, tj.
koeficijentu pravca tangente funkcije f tatki sa apscisom &.

>

Primer. Pokazati da funkcija f(x) = x(x — 1)(x —2) zadovoljava uslove Rolove
teoreme na intervalima [0,1] i [1,2], odnosno na intervalu [0,2], i odrediti odgo-
varajuce vrednosti &,

Redenje. Data funkcija je neprekidna i diferencijabilna u svakoj tatki ovih intervala i

3.102.

a)

¢)

vazi f(0) = f(1) = f(2) =0, 8to znaci da ona zadovoljava uslove Rolove tcoreme
na intervalima [0, 1], [1,2] i [0,2]. Kako je f'(x) = 32 —6x+2,t0jc f'(x) =0
zaxa2=1=%x g Dakle, tatke u kojima je prvi izvod funkeije jednak nuli su
gi=1-Bef01] i =1+ 3 ¢ [1,2]. Na intervalu [0,2] funkeija /' ima
dve realne nule & i &. B

Poslednji primer pokazuje da lacka £ iz Rolove teoreme nije jedinstvena. Prime-
timo takode da Rolova teorema daje samo postojanje tacke £ u kojoj je prvi izvod
jednak nuli, ali ne i njenu konstrukeiju.

Primer. Primenom LagranZove teoreme 3.100 pokazati sledece nejednakosti
b) | cos(2x) — cos(2y)| < 2Ax—y, myeR

d)x___—y < ml < x_—)—;y, O<y<x
%

b

|sinx—siny| < lx_‘yll xye R,

|arctg x —arctg y| < [x—y], %Y € R;
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ReSenja.

a) Primenom LagranZove teoreme na funkciju f(f) = sint, r € R, koja je neprekidna
i diferencijabilna na proizvoljnom intervalu [x,y], dobijamo da postoji tacka & €
(x,y) takva da vaZi

sinx —siny = (x — y) cos§&,
odakle je [sinx —siny| = |cos&| - [x —y| < [x—y|.

b) Zafunkciju f(r) =cos(2f), t € R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[x,¥], postoji tatka & € (x,y) sa osobinom

cos(2x) — cos(2y) = —2(x —y) sin(2E),
odnosno |cos2x —cos2y| = | —2sin2€|- [x —y| < 2|x—y|.

¢) Za funkciju f(r) = arctgt, f € R, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[x,¥], postoji tatka & € (x,y) sa osobinom arctgx — arctgy = 1):;2' Odavde je

=3 o

1482 —

d) Za funkciju f(r) = Int, ¢t > 0, koja je neprekidna i diferencijabilna na intervalu
[¥,4], 0 <y < x, postoji tatka & € (y,x) sa osobmom Inx—Iny=1In? ig" Odavde

je|Inx—Iny| = L‘é_l odnosno 1 < E < <, vazi =2 < Iy <= =

|arctgx — arctgy| = < =yl

3.103. Primer. Pokazati teoremu 3.91.

Dokaz. Pokazacemo samo prvi deo teoreme, odnosno sledece tvrdenje.
Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b), diferencijabilna na
otvorenom intervalu (a,b) i vazi f'(x) > 0 za svako x € (a,b), tada je funkcija f
rastuca na intervalu [a, b].
Neka su date proizvoljne tatke x;,x2 € (a,b) i neka je x; < x». Na osnovu La-
granzove teoreme sledi da postoji tacka & € (x1,x;) takva da vaZi

f(x) = fx) — )

X2—xp )

Iz f/(E) >0ixy—x; > 0,sledidajei f(x2) > f(x1), pa funkcija f raste, p
Treéa teorema srednje vrednosti je

3.104. Kosijeva teorema. Ako su funkcije f i g neprekidne na zatvorenom intervalu
la,b], diferencijabilne na otvorenom intervalu (a,b) i g'(x) # 0 za sve x € (a,b),

) —fla) P&

gb)—gla) ¢(€)

Kosijeva teorema predstavlja uopstenje LagranZove teoreme. Naime za g(x) = x,
x € (a,b), dobijamo

tada postoji tacka & € (a,b), za koju je

3.105,

3.106.
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f0) = £(@) _ f'(E)
_ b—a 1’
§to daje tvrdenje LagranZove teoreme,
Drugo vazno uopstenje LagranZove teoreme jeste

Tejlorova teorema. Ako je funkcija [ neprekidna i ima neprekidne sve izvode
do n—tog reda na intervalu [a,b] i ima izvod fUtY na intervalu (a,b), tada za
x € [a,b] vazi Tejlorova formula

fx) = fla)+x—a)f(a)+ (x;!a)-f"(a) (x a)’ "(a)

-
—(’jf)"f(*ﬂ(a)+—("E;+")1)! £ ),

o wes
glejeE=a+0-(x—a)i 0<8=0(x) <1

Specijalno za a = 0 i x € [0, ] imamo Maklorenovu formulu:

! xz 1 'Xj 11t x’I n xﬂ+1 n
&= O+ O+ 5/ O+ F /O + -+ + 7O+ 75/,
gdejeE=0-x1 0<08=0(x) < 1.
Polinom .
P = 1(0) +=a) @+ S @ Eo L iy B g
se naziva Tejlorov polinom s[cpcnd nza funkcuu f u tacki a. .

Tejlorova teorema pokazuje da vaZi
l—(J n+1

_ f(n-H (a)
lim M el R = (.
1= (x — a)” a—rd (_x — a!)"
Ova grani¢nu vrednost pokazuje da je polinom P, (x) aproksimacija funkcije f u

okolini tatke a, §to piSemo [(x) = P,(x), x=~a.

FUE), gdejeE=a+8-(x—a)

(x__ a)n+1

Greska ove aproksimacije je R, (x) = (n+1)!

i0<e<1.
Analogno, polinom

Pa(x) = 1(0) +x/'(0) + f”( 0)+ f’”(O) Sl o f" (0)
se naziva Maklorenov polinom btcpena nza funkcqu fion apro]\slmua funkeiju

-1
FOHIE), adejeE=0-x1 0<B< 1.

. X
[ sa greskom R, = )]

Primer. Polinom f(x)=x'—5x> —3x2 +7x+6, x € R, razviti po stepenima bi-
nomax—2(tj.a=2).
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ReSenje. Kakoje f(2)=—16i f'(x) =4x* - 1522 = 6x+7, f'(2)=-
() =12x2—30x—6, f'(2) =-18;/"(x) =24x—30, f"(2)=18
F9(x) =24, f2)=24,10je

x—2)% (x—2)* (x—2)*
3! el 4!
= —16—33(x—2)—9(x—2)*+3(x—2)*+ (x—2)".
U ovom slucaju, peti izvod polinoma f identicki je jednak nuli.
Uopste, kod razvoja nekog polinoma stepena n u Tejlorov polinom istog stepena
imamo gre§ku koja je identicki jednaka nuli. p

_5¥_32 47546 = —16—33(x—2)— 188 +18

3.107. Primer. Funkciju f(x) = €', x € R, aproksimirati Maklorenovim polinomom
a) prvog stepena, b) drugog stepena; ¢) treceg stepena,
i oceniti gresku na intervalu [0, 1].

Refenja. Presvegaje f/(x) = = f(x) = f"(x) = fP(x), x R, i f(0) = f/(0) =
10 = £1(0) = 1.

a) Zan=1]je ¢ = 1+x (s 3.12) kada je x = 0, a ostatak je R; = %-¢5, za £ = 6x,
0 <8 < 1. Tada se grefka za x € [0, 1] moZe oceniti sa |R;(x)| < % —e —;- 2 1,859.

b) Zan=2jce* = 1+x+% (s. 3.13) kada je x & 0 i ostatak je R, = ¢%, & = 6x,
0 < 8 < 1. Ocena greske na intervalu [0, 1] je |[Ry(x)| < %e < £~0,453.

c) Zdn—3_]ee”~1+x+ —I—;,,Lada_]cxwo i greska na intervalu [0, 1] je |R3(x)| =

a Lt 5 ~0,113, &=6x, 0<0< I.Prmetimo da se sa poveéanjem stepena
n gxeska po apsolutnoj vrednosti smanjuje, tj. aproksimacija funkcije sa njenim
Maklorenovim polinomom je bolja $to je njegov stepen vi§i. Ostavljamo &itaocu
da pokaZe da funkciju f(x) = ¢* na intervalu [0, 1] Maklorenov polinom Sestog
stepena aproksimira sa greSkom manjom od 0,00054. »

3.108. Primer. Odrediti Maklorenove polinome do ¢lana x* za sledece funkcije:
1
a) f(x)=sinx; b) f(x) =cosx; ¢) f(x)= Tk d) f(x) =In(1+x),

ReSenja.
a) Kakoje f(0) =0, f'(x) =cosx, f'(0)=1, f'(x)=—sinx, f"(0)=0,
(%) = —cosx, f(0)=—1, fO()=sinx, fH0)=0

3
to je traZeni Maklorenov polinom za funkciju f(x) = sinx jednak Py(x) =x— %, ivaZi

3.109. Definicija. Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki c.
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_ ~

0 1 0 1

Y

Slika 3.12. Slika 3.13.
. X3
sinx /A2 x — 37 za x =~ (.

b} U ovom sluéaju je f(0) = 1, f'(x) = —sinx, f(0)=0, f"(x)=—cosx,
f1(0)=—1, f"(x)=sinx, /"(0)=0, fH(x) =cosx, fM(0)=1.

2 .4
Maklorenov polinom &etvrtog stepena za funkeiju f(x) = cosx je Py(x) =1 — ;L Z = 1
. 52 A
vaZzi cosx & 1_§+4t’ x 0.
9 Kakoje f(0)=1,//(x)= FO=1, fG)=rs
T -
PO =20 = oty FO)=6, fO)= s, F0)= 4,
’ (1—ap* ’ (1—x)°
to je traZeni Maklorenov polinom Py(x) = 1 +x+x2 +x> +x* i vaji
I ~l4x+x2+2+x", xx0.
—x
1
; _ i) — 1 P —
d) KakO_]Cf(O)—O, f(}') P +x1 JH(O)“I f’(“\') (1+.X)2’
7y — — ﬂ‘ i 2, 0
F1O) =17 = s S0 =2 fE) =~ 90 = -
) A2 DL
to je Pa(x) =x— ot g ivali ln(1+x)~x—?+?—1, 0. »

3.5.3 Konkavnost grafika funkcije

Grafik funkcije f je konkavan odozgo u tacki P(c, f(c)), ako postaji otvoren
interval (a,b) koji sadri tacku ¢ sa osobinom da je grafik funkcije na intervalu
(a,b) iznad tangente funkcije u tacki P (sl. 3.14.)

Grafik funkcije [ je konkavan odozdo u tacki P(c,f(c)), ako postoji otvoren
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interval (a,b) koji sadri tacku c sa osobinom da je grafik funkcije na intervalu
(a,b) ispod tangente funkcije u tacki P (sl. 3.15.)

Pored termina konkavan odozgo i konkavan odozdo, koriste se respektivno i ter-
mini konveksan i konkavan.

b A

Ple.fle))

0la ¢ X b g 0 a c b -
Slika 3.14. Slika 4.15.

Teorema. Ako je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu koji
sadr¥i tacku c, tada je u tacki P(c, f(c)) grafik funkcije

konkavan odozgo ako je f(c) > 0;
konkavan odozdo ako je f(c) < 0.

im ﬂf):cﬂ sledi da pos-

Dokaz. Ako je f7(c) > 0, tada na osnovu f”(c) = li

ic X
toji interval (a, b) koji sadrZi tatku ¢ takav da je

ﬁ(x))c:f(C) >0 zasve x€(ab), x#ec. (3.19)

Oznatimo g(x) = f(x) —, x € (a,b), gde je y izabrano tako da je tacka R(x,y) na
tangenti grafika funkcije f u tatki P(c, f(c)). Neka je, dalje, Q(x, f(x)) tacka na
grafiku funkcije f. Ako pokaZemo da je g(x) > 0 za svako x € (a,b), x # ¢, tada
dobijamo prvo tvrdenje teoreme (sl. 4.7).

Jednadina tangente u tatki P je oblika
y—f(c) = f'(e){x—c), odnosno y= f(c)+f(c)(x—c). (3.20)

Posto funkcija f zadovoljava uslove LagranZove teoreme na intervalu [a, b], to pos-
toji tatka & € (a,b) takva da vazi

fx)—f(c) = f(E)x~c). (3.21)

Iz relacija (3.20) i (3.21) sledi da se funkcija g moZe zapisati kao

g0 =f(x) =)= ') x=c) = f E)(x—c) = f(e) (x—c) = (&) — () (¥~
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¢},
gde tacka & € (x,c), a takode i § € (a,b). Iz prethodne relacije, kao i na osnovu
relacije (3.19), sledi da je g(x) > 0, 8to je i trebalo pokazati.

Drugi deo se pokazuje analogno. b

3.111. Definicija. Neka je funkcija f neprekidna i diferencijabilna na intervalu (a,b).
Tacka P(c, f(c)) je prevojna tatka grafika funkcije f ako postoji otvoreni interval
(a,b), ¢ € (a,b), takav da vaZi jedan od sledeca dva uslova:
a) f(x) >0zax€ (a,c) i [7(x) <0zaxe (cb),
b) f7(x) <0zax€ (a,c) i f(x)>0zaxe (cb).

Drugim re¢ima, u prevojnoj tacki grafik funkcije menja svoju konkavnost,
Neka funkcija f ima neprekidan drugi izvod na intervalu (a, ). Iz definicije (3.111)
neposredno sledi da je uslov

() =0. (3.22)

potreban da funkcija f ima prevojnu tacku u ¢ € (a,b). Naravno, uslov (3.22)
nije dovoljan za postojanje prevojne tacke grafika funkcije u tacki c. To se vidi iz
sledeéeg primera,

3.112. Primer. Za funkciju f(x) =x*— 1, x € R, odrediti prevojne tacke, intervale konkavnosti
odozgo i konkavnosti odozdo.

ReSenje. Posto je f/(x) =42 i f7(x) = 1242, to je tacka ¢ = 0 jedina za koju va¥i
uslov (3.22). Za x # 0 je f"(x) > 0, pa je data funkcija konkavna odozgo na oba
intervala (—o0,0) i (0, +o0). Dakle, funkcija f nema prevojnu tatku ux =0, i pored
toga §to je f(0) = 0. »

3.113. Primer. Za sledece funkcije odrediti intervale na kojima su one konkavne odozgo,
konkavre odozdo, kao 1 njthove prevojne tacke:

a) f(x) = -32+1; b flx)=02-3)% ofx)=v -1

ReSenja.

a) U ovom sluaju je f/(x) =3x> —6xi f7(x) = 6x— 6, pa je (1) = 0. Odavde
sledi da je data funkcija konkavna odozgo za x > 1 1 konkavna odozdo za x < 1.
Prevojna taka grafika date funkcije je tatka (1,—1).

b) Postoje f/(x) =4x° — 12xi f*(x) = 12(x* — 1), o je f"(x) =0zax; = —lim =1
Kako je f(x) < 0zax € (—1,1), to je funkcija konkavna odozdo u tom intervalu;




3.114,

3.115,

3.116.
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(%) > 0zax € (—oo,—1)U(1,+00), to je funkcija konkavna odozgo na ova dva
intervala. Prevojne tacke grafika date funkcije suux; =—1liux, = 1.

2
Drugi izvod date funkcije je f(x) = 55 * # 0. Funkcija je konkavna odozgo
x N
na (0, +oo). Funkcija je konkavna odozdo na (—e,0). Prevojna tatka grafika date
funkcije je tacka (0, —1), i pored toga Sto u toj tacki drugi izvod ne postoji. »

Drugi kriterijum za odredivanje ekstremnih vrednosti funkcije

Teorema. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrZi tacku c i neka je f'(c) = 0.

Ako je f"(c) <0, tada funkcija f ima lokalni maksimum u tacki c .
Ako je f'(c) > 0, tada funkcija f ima lokalni minimum u tacki c.

Dokaz. Uslov f'(c) = 0, povlati da je tangenta na datu krivu u tacki P(c, f(c))
horizontalna, Ako je jo§ i f”(c) < 0, tada postoji interval (a,b), koji sadrZi tacku
¢ takav da je funkcija konkavna odozdo, pa se grafik date funkcije nalazi ispod
tangente u tacki P. To znaci da data funkcija ima lokalni maksimum u tacki P.
Analogno se pokazuje tvrdenje i u slucaju kada je f7(c) > 0. »

Teorema. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu
(a,b) koji sadrZi tatku c i neka vaze jednakosti f'(c) =0 i f"(c) = 0. Pretposta-
vimo da postoji prirodan broj n > 2 sa osobinom ) (c) # 0; neka je n i najmanji
takav broj. Tada razlikujemo sledeéa dva slucaja.

1. Ako je broj n paran u tacki ¢, tada funkcija f ima ekstremnu vrednost i to:
lokaini maksimum ako je f")(c) < 0, odnosno
lokalni minimum ako je f™(c) > 0.

2. Ako je broj n neparan u tacki ¢, tada funkcija f nema ekstremnu vrednost, ali
ima prevojnu tacku.

Primer, Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti sledecih funkcija
ek

a) f(x)=x—sinx; b)f(x) =sin’x; ¢ f(x) =x%"; d) f(x) =232 -8).
Resenja.
a) Kako je f'(x) = 1 —cosx > 0, to funkcija f raste na skupu R\ {2kn|k € Z}. Kako

je f"(2km) = sin(2kn) =0 i f"(2kw) = cos(2kn) = (—1)F #£ 0, to funkcija f

b)

d)
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u tatkama x; = 2k%, k € Z, ima prevojne tacke. Prema tome funkcija f raste na
intervalu (—oo, +4oo).

Kako je f'(x) = 2sinxcosx = sin2x, to je f'(x) =0, za x¢ = %, k € Z. Poito je
S7(x) = 2cos(2x) i f7(x1) = 2(=1)*, to data funkcija ima lokalne minimume u
tatkama x», a lokalne maksimume u tatkama x4, j € Z.

Funkcija f raste kada je f’(x) > 0, odnosno na svakom od intervala (k‘J‘t, p"‘é‘—l)“) ;
k € Z. Funkcija f opada na svakom od intervala (w, (k+ 1)11:) ,kEZ.
Naravno, mogla se koristiti i ¢injenica da je data funkcija f periodi¢na sa osnovnom
periodom .

Kako je f'(x) = (2x+x%)e*, to je f/(x) =0, zax; = 01ix, = —2. Posto je f7(x) =
(24+4x+x%)e*, to je f7(0) > 01 f(—2) < 0. Dakle, funkcija ima lokalni maksi-
mum u tacki x» = —2, a lokalni minimum u tadki x; = 0.

Funkcija raste na intervalu (—eo, —2) i na (0, 4o0), a opada na intervalu (—2,0).

Kako je
5 % 6x>+2(x*—8) 8(x>-2
Plxl= (2x)x2/3 + (x*—38) (gx 1/3) = 3x5/3 ) = (3x1f3 ),

to je f'(x) =0zax; = —v/2 i xy = /2. Treéa kriti¢na tatka za funkciju f je x3 =0,
jerunjoj prvi izvod date funkcije ne postoji.

Posto je za svako x # 0: f7(x) = g 51;;2

mum u kritiénim tatkama x; = —v/2 1 x; = v/2. Poto je

K —=2>0 za x € (—o0,—V2)U(V2,+) i x> —2<0 za x€ (—v2,V2),

to je f'(x) > 0 zax € (—v/2,0) U (v/2,+00). Na ta dva intervala funkcija f raste.
Funkcija f opada na intervalima (—oo,—+/2) i (0,v/2), jer je na svakom od njih
f(x) <0.

Najzad, funkcija f ima lokalni maksimum u tacki x3 = 0, jer prvi izvod f' menja
znak prolaskom kroz tacku 0. »

> 0, to funkcija f ima lokalni mini-

3.5.4 Lopitalovo pravilo
J(x) )

Za odredivanje grani¢nih vrednosti lim==— i lim ===, ! &esto se koristi
e g(x) a—es g(x)

LU ovom odeljku e oznagava bilo koji od simbola e ili +oo.




180 Glava 3. GraniCna vrednost, neprekidnost i izvod

3.117. Lopitalovo pravilo. Neka su funkcije f i g diferencijabilne u svakoj tacki intervala
(a,b), sem moZda u tacki ¢ € (a,b). Neka su joS ispunjena sledeca iri uslova:

ay g'(x}# 0zax# ¢
b) obe funkcije fi g teze nuli (respektivno teze ka =) kada x teZi ¢;
f'(x)

cg'(x)’

¢) postoji hm

X i ‘i

Tada takode postoji grani¢na vrednost Ilm (( )) i vazi }1_> ) f((x)) _}133 f'g, %x%

f(x) _
Dokaz. Pretpostavimo da f(x) — 01 g(x) = Okadax —+c,idaje 11—52 gx L.
Pokazademo da je tada i hm f(( ¥ = L. DefiniSimo funkcije ' i G na sledeci naCin:

x y

_[ &, x#a _{ 8k, xFc 3.23
Fu%“{a e G0=10" x=e O

Tada vaze jednakosti

limF(x) = lim () =0=F(c) i lmG() = limg(x) = 0= G(c),

Posto su funkcije f i g neprekidne u svakoj tacki intervala (a, b), sem moZda u tacki

¢, to su i funkcije F i G neprekidne na celom intervalu (a,b). Takode je za svako
iz intervala (x,¢) (ili (c,x)), gde je x € (a,b), x # ¢, zadovoljeno F'(t) = f'(1) i

G'(t} = g'(r), $to znaci da funkcije F i G zadovoljavaju uslove Kosijeve teoreme

3.104 na svakom od tih intervala. Dakle, postoji § € (x,c¢) takvo da je

F-F(Q) _F'&) _ /')
CW-0l) 0© #@

Na osnovu relacije (3.23) je F(c) =01 G(c) =0, pasledidajezax#¢

&) _ e —_

s()  g'@)

Primetimo da § — ¢ kada x — ¢, pa poSto prema uslovu 3 izraz na desnoj strani

g X . ‘ 3 sy
(3.24) ima grani¢nu vrednost jednaku L, to i koli¢nik g% mora imati istu graniénu

i L) i SO _
Segl) e d©

vrednost, tj. mora biti
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Analogno se pokazuje i slucaj f(x) =+ o0 ig(x) » o kadax—c. »

U praksi, kada treba odrediti grani¢nu vrednost lim =——~ o6 postupamo na sledeci

a—e g(x)’
” . By oo - nim
nacin. Prvo proverimo da li je u pitanju grani¢na vrednost " 0 "ili "—", pa ako jeste,
ispitujemo limf:(x)
A= 2 (x
obe su medusobno jednake.

. Ako ona postoji, onda postoji i traZena grani¢na vrednost i

3.118. Primer. Koriste¢i Lopitalovo pravilo, odrediti sledece granicne vrednosti:

2) Tim cosx+3x—1 b) Hme”-}-e"“-—-Zcosx_ ) i 352 +2x—2
2—0 2x ’ x—0 xsin2x ? ¢ x—br-ti-]w x»2-1
21 3x B
d) lim ﬂ, e) lim e—, f) lim In(lnx)‘
a—rtoe \/,{ x—3+too X3 a—+ee  Inx
ReSenja.

a) PokaZimo prvo da su ispunjeni uslovi za primenu Lopitalovog pravila. Pre svega, funk-
cije f(x) = cosx+3x—1 i g(x) = 2x su diferencijabilne u proizvoljnom intervalu koji

sadrZi taéku nula i dati izraz je oblika ”g" kada x = 0, jer je f(0) = g(0) = 0. Dalje je

. (cosx+3x—1) = —sinx+3
I _ — 39 g -
lim 2y 151(1) > 3/2. Na osnovu Lopitalovog pravila je
cosx+3x—1
Iim —-- = ?
B
. e'+e*—2cosx e*—e "4 2sinx e +e*+2cosx
b Iim—m78M8 = —_— = =4/4=1.
) \l—u]) xsin2x ,xl—r{tl) sin2x + 2xcos2x .xI—r»r(l) 4cos2x — 4xsin2x / .
oo 3x24+2x—2 ox+2 6
t" 7 10 k "_ —_— i —_— == 3,
c) Dati izraz je oblika "paje 111&1” 21 .1’11)1;{]00 5 3 3
2Inx % ; 1

d) lim nfx = lim ——= lim ﬁ = lim —=0.

A—+oa ﬁ A—+toa m a—ttoe x ,x—}-l-w\/;
O lfim = Tim 20 = fim 2 = g 2T +

1 — = = lim — ~}o0
x—=+too x3 xodee 3x2 a9dee Gx 0 x—+w 6
In(Inx . 1

o otim 200 _ g, Ew oy L

a=tee  Inx amtes x—+eo Inx

Proveriti da su ispunjeni uslovi Lopitalovog pravila u prethodnim zadacima. b

3.119. Primer. Odrediti sledeée granicne vrednosti:

) . Y
a) lim xlnx; b) lim sinxlnsingy © ¢) lim x(elfx— 1); d) lim xsin—.
=04 a0+ X—++o0 It X
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Rcdenja.
1
Inx
a) lim xlnx= lim —/— = lim —— = lim (—x) =
T I
a0+ =0+ = =0+ — — x—0+4+
X x
0" ; . In(sinx) . N
b) lim sinxInsinx = lim — = lim 2 _11%1+(—smx)_0.
a—0+ A0+ R ,x—r0+ e X
I/x (=1
1/x e
e/*—1 . x ) ;
¢ lim x(e!/*—1)= lim —(————T——l = lim — = lim ¢/* =1
A—p+oa A+t = A—¥+oo =5 A—3+teo
il X
; 1 =1 1
1 sin ( = cos (1)
d) lim xsin—= lim () = lim *—~=1.p
—oo X A—++co 2 A—ro0 -
X X

3.120. Primer. Odrediti sledece graniéne vrednosti:
i JH% im (¢ — 1) lim x%  d) im(2x+1)8% ¢ lim x'/%
o a2 5 Dol (- Ly oy maty ) o) ),
ReSenja. U ovim zadacima javljaju se neodredeni izrazi oblika 0%, 1% i . Njihove grani¢ne
vrednosti odreduju se prethodnim logaritmovanjem.

; 1 ;
a) Za funkcijuy = (1+2x)/* vazi Iny = I_In(l +2x}, odakle je

7
In(1+2x . T
hmlny—hm e ):hm 2 9
—0 x—0 % =0 1

. lim Iny
Na osnovu toga je hné(l +22) /=m0 =2,
A—}

b) Za funkcijuy = (¢*— 1)* vaZi Iny =xIn(e* — 1), odakle je

i I Ly S0
In(e* —1 = . —x=e —(2xe* 4 x°¢*
lim Iny = lim Il(f)_lmi_—ll—:hm - = m—(r_)z()
x=0+ =0+ < =0+ =0+ et —1 a0+ &
e - limlny
Naosnovutogaje lim (e*— 1) =e~0 " =¢"=1.
=04

1

Inx <
= = — = lim 2-=1 —x)=
¢) Zafunkcijuy=x*vazi Iny=xInx, odaklejc 111(1)1+ Iny= 11—1»%1+ % Ay;& T, 41r51+{ Sh=

12

lim Iny 0
0.Naosnovutogaje lim x¥=e—0 =g’ =1.
x—=0+
d) Zafunkciju y = (2Zx+ 1)*8* vazi Iny =ctgxIn(2x+1), paje
; ; C W@x+1) 55T &
limIny = lim(ctgxIn(2x+ 1)) = lim = lim == = 2. Prema tome je limy =
=0 7 x=0 a0 tgx 10— =0
e, ‘

Inx Inx 1
= 21/ sledi =—" = — = -=0.N u toga
e) Izy=x'/"sledi Iny o b2 je rlllllwlilv l_[_jglm o Xll}r_ir_lmx a osnovu tog

je 111_}_’1 A=l =1.p
A—3+eo

3,121, Primer. Odrediti sledeée graniéne vrednosti:
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) lim > _E b} i e ) 1i 1 .l
- 5 my —— : ) i el I
A At \x—1 x+1 =0\ x  sinx . ,x—lr% er—1 «x

ReSenja. Ovde se javljaju izrazi “eo — o, 1 njihove granitne vrednosti se takode mogu dobiti
primenom Lopitalovog pravila, nakon primena odgovarajuéih transformacija.

2 2 5 A
. 2x 4
a) lim ( * 2 )— him = [lim —x=2.

asteo \x—1  x+1 afeay — 1 wroe 2y
, 1 1 . sinx—x . cosx— 1 —sinx
b) lim | - — —— ) =lim - = lim =lm—— =90
=0\ x  sinx 1=0 xsinx A0 8INx+ xcosx  1—02Ccosx — xsinx
1 1 x—e"+1 1—¢' —e*
¢) lim| — — - | = lim —— =lin =lim =-—1/2.
) .x—ro(cﬂ"—l ;s) =0 xe* —x ,\.—3'018‘4‘@1—1 =0 xe¥ 4 2¢* 1/2.»

2x —sinx
3.122. Primer. Odrediti grani¢nu vrednost lim ————
a=bteo 2x + sinx’

Resenje, Kakojezax > 2

2x—1 2x—sinx<2x+l p—- I 2x—1 ; 2x+1 —9
; im —— = lim
2x+1 7~ 2x+sinx — 2x—1 a—oo 2x 4 1 a—*+°°2x 1 :
X . 2x—sinx i i & ; .. ,
toje lim ——— = 1. U ovom sludaju, medutim, ne moZe se primeniti Lopitalovo

a—r+oo 2x 4 §inx
(2x—sinx) 2-cosx
pravilo, jer ne postop 11m —_— = lim ———.
teo (2x +8inx)’  x—+e 2 4 cosx

3.5.5 Fizicki smisao izvoda

Ako funkcija s = s(t), t > 0, opisuje predeni put materijalne tac¢ke (kao funkciju
vremena t), tada je prvi izvod funkcije s u tafki o > 0 (ako postoji), trenutna
brzina te materijalne tacke u momentu f, dok je drugi izvod funkclje s u tacki ro
(ako postoji) trenutno ubrzanje te materijalne tatke u momentu #;.

3.123. Primer. Telo se krece pravolinijski, a udaljenost od pocetne tacke data je zakonom
s=1>— 12024361, gde je vieme t dato u sekundama, a put s u metrima.

a) Odrediti vremenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja poveéava
i vremenski interval u kome se udaljenost s od pocetnog poloZaja smanjuje.

b) Odrediti viemenski interval u kome se brzina v poveéava i vremenski interval u
kome se brzina v smanjuje.

¢) Odrediti razdaljinu tela od pocetne tacke posle 7 sekundi.
Resenja. Prema prethodnom brzina posmatranog tela je v() = s'(t) = 31> — 241+ 36,
a ubrzanje je a(r) = s"(t) = 6t — 24.

a) Udaljenost s od pocetnog poloZaja se poveéava ako je s'(t) = v(£) > 0, tj. za
32— 241436 =3(>—8t+12) =3(t —2)(t—6) > 0.




b)

c)

3.124.

184 Glava 3. Graniéna vrednost, neprekidnost i izvod

To sc defava za 0 < t <21t > 6. Udaljenost s od pocetnog poloZaja se smanjuje
akoje s'(t) =v(t) =3(r—2)(t—6) <0, tj.za2 <t <6.

Brzina se poveéava ako je v/ (1) = a(t) = 6t —24 > 0, tj. ako je t > 4.

Brzina se smanjuje ako je v'(f) = a(t) = 6t —24 <0, tj. ako je 0 <t < 4.

A
| e

t=0 :=§2 /i\ ¢
] .l

Y
Y
50t

: - - = d
' l
: =1 vV lPog — A
s 20¢ o
Slika 3.16. Slika 3.17.

U poetnom trenutku ¢ = 0 je s = 0, tj. telo je u tacki 0. U vremenu 0 <t <2
duZina puta se povecava, $to zna¢i da se telo krece u desno, tj. u pozitivnom smeru
sose. Zat=2je s=232m, Za sledeée 4 sckunde, tj. za 2 <t < 6, rastojanje od
tatke O se smanjuje, tj. telo se kreée u levo (u negativnom smeru s—ose). Zaf = 6
je s =0, tj. telo se vratilo u tagki O. Ako se ¢ dalje povecava, tj. za 6 < t <7, telo
se ponovo kreée u desno i za t =7 je udaljeno s = 7m od taCke O. »

Vertikalan hitac. Projektil se ispaljuje vertikalno u vis brzinom od 400 m/sec.

Opisati njegovo kretanje tokom vremena. Uzeti da je ubrzanje Zemljine teZe g =
v)

10m/s2. Visina na koju se telo penje data je opstim izrazom h(t) = vot — %, 1.
h(r) = 4001 — 507

Regenje. Ovo je tipi¢an primer jednoliko usporenog kretanja, Visina data u funkciji od

3.125,

vremena jeste parabola okrenuta na dole. Nule ove parabole sut; = 0s 1 # = 80s.
Prva vrednost predstavlja trenutak lansiranja, a druga odgovara vremenu kada se
projektil vrati na zemlju,

Brzina projektila je v(t) = h'(r) = 400 — 10¢. Brzina v(¢) je pozitivna (usmerena
navise) sve do # = 40s, a potom postaje negativna (usmercna na nize). Momenat
t = 40s odgovara maksimalnoj visini /., = £(40) = 400-40 — 5-40% = 8.000m.
Uo&imo da je v(80) = —400m/s, §to znadi da je brzina povratka po intenzitetu
jednaka brzini lansiranja (§to je posledica zakona o odrzanju cnergije). »

3.5.6 Razni zadaci sa primenom izvoda

Primer. Od kartona pravougaonog oblika duZine 21cm i Sirine 16cm, treba iseci
jednake kvadrate oko svakog temena tako da se dobije otvorena kufija oblika kvadra
sa najvecom zapreminom
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Refenje. Ako oznalimo sa x stranicu kvadrata Koji se iseca, tada su dimenzije kutije

3.126.

x, 16 —2x i 21 — 2x, pa je njegova zapremina
V(%) = x(16 — 2x)(21 — 2x) = 2(168x — 37> +2x°), x€[0,8].

Prvi izvod funkeije Vie V' (x) = 2(168 — 74x + 6x*) = 4(3x — 28) (x— 3). Nule ove
funkcije su x; = 28/3 i x2 =3, pri &emu je x; > 8, panema smisla u naem slucaju,
Drugi izvod funkcije je V" (x) = 4(6x—37), pa je V"(3) < 0. Prema tome, funkcija
ima lokalni maksimum u tatki x = 3. To je lokalni maksimum, pa je potrebno
proveriti da li je to i globalni maksimum, $to u ovom slu¢aju znati da treba ispitati
jos i vrednosti funkcije u krajnjim tatkama. KakojeV=0zax=0ix=38,tose
najveéa zapremina V = 450 cm? zaista dobija za x = 3, tj. kada se iz svakog ugla
ise¢e kvadrat stranice 3cm. b

Primer. Odrediti dimenzije kontejnera oblika kruZnog valjka date zapremine V =
24 m3 tako da cena utroSenog materijala bude minimalna, ako je materijal koji se
koristi za dno tri puta skuplji od materijala za omotac.

Regenje. Ako oznaéimo sa r polupretnik kruga koji se nalazi u osnovi valjka, sa H

3.127.

njegovu visinu, tada zbog V =H 21 moZemo pisati H = 24/ r*. Ako sa ¢ dinara
oznadimo cenu kvadratnog metra materijala koji se koristi za omota¢ valjka, tada
omota valjka staje ¢(2nrH), a osnova staje 3¢(mr?). Ukupna cena materijala za
ceo valjak je

C(r) = c(2nrH) + 3c(mr?) = cr(3r2 +2rH) =cn (3 + .
Kako je C'(r) = cnt (61— ‘i—?) =8 (’i}g) JtojeC'(r)=0zar=2.Zbog C"(r) =
en (6+ %) je C"(2) >0, pa ée se najjeftiniji valjak dobiti ako je polupreénika 2cm
i visine 6cm. B

Primer. Odrediti valjak maksimalne zapremine koji se moZe upisati u kupu visine
H = 12cm i poluprecnika osnove R = 4cm, ako je osa simettije kupe istovremeno

i osa simetrije valjka

Regenje. Ako ozna€imo sa r polupregnik osnove valjka, a sa h visinu valjka, tada je

3.128.

zapremina valjka V = 72k, Iz slitnosti trouglova ABC i AOS sledi proporcional-
nost odgovarajuéih stranica, pa je F’i—r = % ili 4—’_’; = -1% =3, odnosno h=
3(4—r). Zato je V(r) = 12h = 3n(4r —3) 1 V/(r) = 37r(8 — 3r). Kriticne taCke
za funkciju V su r =0 i r = 8/3. Kako je V" (r) = 3n(8 — 6r), V(0) >
0, V"(8/3)<0, tosezar=38/3, h=4 dobija valjak maksimalne zaprem-
inc V = 2567/9cm?® upisan u datu kupu. b

Primer. Neka se dva puta ukritaju u tacki P pod pravim uglom. Jedan auto-
mobil prode tacku P u 10 sati ujutro putijuci konstantnom brzinom od 20km/h u
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desno (prema istoku). U isto vreme drugi automobil je 2km udaljen od tacke P
prema gore (prema severu) putujuci prema dole (prema jugu) brzinom od 50 km/h,
Odrediti vreme kada ce ta dva automobila biti najbliZe jedan drugome

ReSenje. Oznafimo pomenute puteve pomoéu x i y ose, a sa t broj sati posle 10

3.129.

Casova ujutro. Tada ée sporiji automobil preéi 20rkm i biti u tagki A, a br#i au-
tomobil preci 50¢tkm i biti u tacki B. Rastojanje izmedu A i B dato je sa d =
V/(2—501)2 + (201)% = v/4 — 200z + 2900¢2.

Potkorena velic¢ina uvek pozitivna (dakle, nema problema sa definisanosti), i da
nikada ne moZe biti jednaka nuli. Funkcija d je definisana na intervalu od r = 0
dot = 5% = %, kada drugi automobil stigne u tatku P. Funkcija /X je rastuéa,
tako da se ekstremne vrednosti funkcije 1/ f(x), f(x) > 0 mogu odrediti pomoéu
ckstremnih vrednosti funkcije f, §to je znatno jednostavnije. Ako oznatimo f(t) =
4—200r+2900r,  tada je f'(t) = —200+5800¢, paje f'(1) =0 zar =209 = L
Zbog f"(1) = 5800 > 0, funkcija f ima za t = 55 lokalni minimum f (%) ~0,55.
Funkcija f je definisana na intervalu [0,1/25) i f(0) =4 >0,55pajeut = 719-
apsolutni minimum za funkciju f.

Prema tome, automobili e biti najbliZi jedan drugom posle % sati od polaska, od-
nosno priblizno 2,07 minuta posle 10 sati. Najmanje rastojanje izmedu njih bice

V/f (%) = 0,55 ~0,74km. p

3.5.7 Grafici

Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =xb—12x*+48x2 —189. (Slika
3.18.).

ReSenje. Domen date funkcije je R. Funkcija je parna. Nule funkcije f se odreduju iz

f(x) =0, odnosno (x—3)(x+3)(x* —3x* +21) = 0. Odatle dobijamo da su nule
funkcije x; = =3, x» = 3.

Prvi izvod funkcije f je f/(x) = 6x° —48x> 4+ 96x = 6x(x> —4)?, x € R. Nule
prvog izvodasuxy =—-2, x4 =2 i x9=0.

Kritiéne tatke funkcije f su A(0,—189), B(—2,-125), C(2,—125).

Funkcija f raste kada je f'(x) > 0, ustvari kada je x > 0, j. na (0, +o0), a opada
f'(x) <0, §. na intervalu na (—oo,0).

Drugi izvod funkcije f je f"(x) = 30x* — 144x? + 96, odnosno f"(x) =0, za x3 =
=2, x3=2, x5 = % Dy = —%\/5

Kako je f(0) = 96 > 0, to je kriti¢na tatka A(0, 189) minimum funkcije.
Primetimo da prvi izvod ne menja znak u takama x3 = —2, i x4 =2, iako je f'(2) =
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0, f'(—2) = 0, §to znadi da funkcija nema ekstrema u tim tatkama.

Funkcija f je konveksna ako je f(x) = 6(5x* — 24x% + 16) > 0, tj. na (—o0,—2),
na (—%\/5, %\/5) ina (2,00), a konkavna ako je f"(x) = 6(5x* — 24x* 4+ 16) <0,
tj. na (_Z,ﬁ%\/g) ina (%\/3,2)

Funkcija f ima &eliri prevojne tatke B(—2,125), C(2,—125), D(—2v/5, f(xs5)),
EV5, £(w), gde je f (£3V5) = -4t = —157,768

Data funkcija nema asimptota. b

»

2 lx —T4 |2 .
/'/ = !
3

Slika 3.19. f(x) = @i—z)?

=

Slika 3.18. f(x) =% — 12x* +48x% — 189

2 .
3.130. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = (x—_~2~)—2 (Slika 3.19.).

ReSenje. Domen date funkcije je (—oo,2) U (2, 4o0). Nula funkcije f je x; =0.

tako da su krititne tatke funkcije £ A(0,0) i B(6,27/2).
Funkcija f raste za f’(x) > 0, odnosno za (x — 6)(x—2) > 0, tj. na (—0,2) ina
(2, +00). Funkcija f opada na (2,6).

Drugi izvod funkcije f je f”(x) = {fT‘g)g i ima nulu za x = 0. Znadi, tacka A(0,0)

Prvi izvod funkcije f je f'(x) = x> (;_—C‘)j Nule prvog izvoda su x; =0, x2 =6,

jeste prevojna tacka,

Iz £"(6) > 0 sledi da je tatka A(6,27/2) minimum funkcije.

Funkcija je konveksna ako je f”(x) > 0, j. na (0,2) i na (2,+), a konkavna na
(=20,0).

Funkcija ima vertikalnu asimptotu x = 2, jer je ll_i,%l f(x) =00 ixgrzn+ f(x) = oo
Funkcija nema horizontalnu asimptotu, jer je ;EIEW Flk) =k 85;

I lim 28 — [, lim(f(x)—x) =4, sledi da funkcija ima kosu asimptotu
a—oo  * X—y00




188 Glava 3. Grani¢na vrednost, neprekidnost i izvod 3.6. Priblizno reSavanje jednacina 189
y=x+4.p Vertikalna asimptota je x = 0, i vazi
li = lim (x—2)e”'* =0, 1i = lim (x—2)e”/* = —e,
3.131. Pri I b e J\—lrI(];1+ f(X) 1—1>I[I)1+(x )8 0’ xlﬂl-%‘lf f(x) x-—l}r(gl—(x 2)6 .
A31. Primer. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcij =— (Sl T ; i
g grafik funkcije f(x) 1—x’ Seears; 205} Kako je 1131 fla) = 1_1)1}:1 (x —2)e /* = doo, to funkcija nema horizontalnu
X oo ¥ oo
Re§enjt'3.. Domen je (—o0,1) U (1,4o00). Funkcija nije ni parna ni neparna. Nema nula. asimplofu. ) 2
Prvi izvod je f'(x) = e_*(—13$. Tacka A(0, 1) je minimum funkcije. Funkcija Kosa asimptota je y=x—3 kadax — oo, jer je k= 1_1)11 — = 1411}3 e s
. . = x o x o X
raste na intervalu (0, 1) i (1,00), a opada na intervalu (—oo,0). L
Drugi izvod je f"(x) = —e—*_142% — — —_Ne~Vx_ ) — | —1/ayy 1/a
g je f"(x) i) T hm  (f(x)—kx) = Ilm ((x 2)e x) 111}1;1 (x(1—e™'1*}) Jt1_1>rj1:1m!2€
Nema prevojnih tacaka, ali je funkeija konveksna na (—oo, 1), a konkavna na (1, o). ; e s |
Vertikalna asimptota je x = 1, jerje lim £ =oo,  lim <= = —oo, =5 I s seesile=din = ' S
a—yl— T a4 1% x
Funkcija ima horizontalnu asimptotu y = 0, kada x — +oo,
jerje lim - £5=0, alije rgrpm% = oo, b 3.6 PribliZno resavanje jednacina
v A by U inZenjerskoj matematici ¢esto treba naéi reSenje jednacine oblika
\_ fx)=0 (3.25)
1 0] 2 P
1 x [ -

0 " 3 tj. treba naci broj ¢ takav da je f(c) = 0, gde je f data funkcija. Na primer, jed-
natine x> —=5x+6=0; ¥ —x=0; cosx=0.4x; ctgx=2x, ch2x=cosecx;
moZemo napisati u obliku (3.25). Neke od njih (prve dve) su algebarske, jer je

/-\ odgovarajuca funkcija polinom, i tada se reSenja zovu koreni (nule) jednacine. Os-
. e ) tale su transcendentne jer u njima ucestvuju transcendentne funkcije. Formule koje
Slika 3.20. f(x) = ] o Slika3.21. f(x) = (x—2)e~ !/ daju tacne numericke vrednosti za reSenja postoje samo u jednostavnim slucaje-
vima. U najviSe slu¢ajeva za refavanje jednacine (3.25) koriste se pribliZzne metode.
Medu tim metodama su metoda polovljenja, metoda iteracije tj. sukcesivnih
3.132. Primer. Ispitati tok i nacriati grafik funkcije f(x) = (x—2)e='/*. (Slika 3.21.). aproksimacija, metode tangente i sefice i kombinovani metod.

Resenje. Data funkcija je definisana za x € (—o0,0) U (0, +o0). Funkcija nije ni parna
ni neparna. Nula je x = 2.
Prviizvodje f'(x) = ﬁf—?‘—’ ~1/x_ Kaiti¢ne take su A(—2, —4e'/?) i B(1,—e™).
Funkeija f raste na (—oo, —2) ina (1,+e), a opada na (—2,0) ina (0,1).

3.6.1 Metoda polovljenja

Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b], f(a)- f(b) <01
neka f' ima stalan znak u (a,b). Ako je f (#) =0, onda je ¢ = % reSenje
jednatine f(x) =0. Ako je f (#) # 0, izaberimo onaj zatvoreni interval medu

Drugiizvod je f"(x) = 22,1/ e FH(_ S -
UB1 1ZVOL £ o B Ke.lkoje s (, 2) <01 f7(1)>0, tofunkeija intervalima [a, c], [c, b] na &ijim krajevima funkcija f postiZe vrednosti suprotne po
f ima maksimum u ta¢ki A 1 ima minimum u tadki B . . . ) - . o
znaku. Novom deobom izabranog intervala na pola primenimo isto rasudivanje. U
Tatka prevoja je C (2/5, —8¢~%/2/5) . nekom koraku éemo dobiti ili taéno redenje ili opadajuéi niz umetnutih zatvorenih

intervala [a;,b;],i = 1,2,...,n takvih da je f(an) - f(bn) <0iby—an= bz‘,,“ Za

pribliznu vrednost refenja ¢ moZemo uzeti a, ili by, i pri tom greska nije veca od

b—ua
o

Funkcija je konveksna na (—oo, —2/5), a konkavna na (—2/5,0) i na (0, +4-oc).
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3.133. Primer Metodom polovijenja naci priblizno resenje jednacine P+x—1=0.

Refenje. Na intervalu [0, 1] funkcija f(x) = x* +x— 1 ispunjava uslove za primenu
navedene metode. Posto je f(0)- f(0.5) > 0 uzimamo interval [0.5,1]. Zatim je
£ (%3 = £(0.75) = 0.17 > 0. Dakle reenje je u intervalu [0.5,0.75] . Uzmemo
li da je njegova pribliZzna vrednost 0.5 ili 0.75 u¢injena greska nije veéa od 0,25. p

3.6.2 Metoda iteracije

Neka treba naéi realno refenje jednacine (3.25), gde je f neprekidna funkcija.
Primetimo da je ona ekvivalentna sa jednainom

x=0(x). (3.26)

(MoZemo na primer uzeti @ (x) = x+ f(x)). Uzmimo sada proizvoljno xp i za-
menimo ga u desnu stranu jednacine (3.26). Dobijamo:

x1 = @(xo). (3.27)
Ponavljanjem ovog postupka dolazimo do niza
xz:(p(xl): ey An = (p(x?!—l)' (3.28)

Ako postoji LIT X, = ¢, onda se prelaskom u (3.28) na grani¢nu vrednost, zbog
n =]

neprekidnosti funkcije @, dobija

lim x, = ({J( lim xn_l)

#1300 —3-t-e0
tj. ¢ =@ (c). Dakle, c je refenje jednadine (3.26), a to znati i jednacine (3.25). Ono
moZe biti izracunato po formuli (3.28) sa proizvoljnim stepenom tacnosti.

Navedena metoda je korisna ako niz (3.28) konvergira. Zato navodimo jedan uslov
pod kojim je to tako.

Pretpostavimo da je ¢ jedino reSenje jednacine (3.25) na intervalu (a,b), i da je
funkcija ¢ koja preslikava (a,b) u (a, b) diferencijabilna, pri ¢emu vazi

|¢' (x)| g <1, zasvako x € (a,b). (3.29)

S obzirom da je, po pretpostavci, ¢ = ¢ (c) , na osnovu Lagranove teoreme o sred-
njoj vrednosti dobijamo

Xp—C=0(Xp—1) —Q(c) = @' (cn) (xn—1 — ¢}y
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gde je ¢, izmedu x,_; i c. Stoga je, na osnovu (3.29),
% — | = |(P’(Cn)l [xn—1—c¢| < glxn-1—c|,

i ova nejednakost je tacna za svako n = 1,2, ...
Imamo dakle

[n—¢| € g1 — | L @ e —c| £--- L ¢"|x0—cl, 4.
i —cl 4" |xo—c] (n=12,..). (3.30)

S obzirom da je 0 < g < 1, iz (3.30) izlazi nEme" = ¢. Dakle, niz (x,), definisan
sa (3.28), konvergira ka reSenju ¢ jednacine (3.25). Iz nejednakosti (3.30) dobijamo
i procenu gre$ke koja se ¢ini kad se reSenje ¢ jednacine (3.25) aproksimira sa x;,.
Naime, kako je |xp — ¢| < b—a, iz (3.30) izlazi |x, — ¢| < ¢" (b—a).

IzloZeni metod za dobijanje pribliznog reSenja jednacine (3.25) naziva se i metoda
sukcesivnih aproksimacija.

3.134. Primer Naéi priblizno resenje jednadine x* +x — 1 = 0 metodom iteracije.

ReSenje. NapiSimo jednaCinu u ekvivalentnom obliku x = i-s%@ = @(x). Imamo da

¢ : R— (0,1) C R Zatim je |¢’ (x)| = (1f;2) < g < 1zasvako x € (0,1) tako da
su ispunjeni uslovi za primenu metoda iteracije. Na osnovu toga niz x,.; = ﬁz
konvergira ka jedinstvenom refenju jednacine. Uzmimo na primer xo = 1. Onda
izracunavamo: x; = 0.500,x, = 0.800,x3 = 0.610,x4 = 0.729,x5 = 0.653,x¢ =
0.701,...Svaki ¢lan niza se moZe uzeti za priblizno resenje. »

3.6.3 Njutnova metoda tangente

Neka se refenje ¢ jednadine (3.25) nalazi u [a,b], gde f'(x) i f” (x) imaju stalan
znak, na primer pozitivan. Neka jei f(b) > 0. Uzmimo tangentu u tacki B (b, f (b))
(s1.3.22.). Njena jednacina glasi:
y—f(b)=f(b)(x—b).
o fb)
e x talki by = b— =——.
Tangenta sece x osu u tacki by ()

Ako sada uzmemo tangentu u tacki (by, f(b1)) onda ona sc€e x osu u tacki by =
b — %, itd. Na ovaj na¢in dobili smo niz b, definisan sa
S0
[ (bn)
J" (bn)

bn-i—l = bn -
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¢iji ¢lanovi aproksimiraju re$enje ¢. Formula za procenu greske aproksimacije je
o= bl < 11,
gde je m najmanja vrednost funkcije f (x) u [a,b].

3.135. Primer. Izracunavanje kvadratnog korena. Nadimo pribliznu vrednost kvadratnog
korena broja k.

ReSenje. Iz uslova x = \/E, sledi x* — k = 0. Zato uzmimo funkciju f(x) = 2=k
Posto je f! (x) = 2x to je za niz b, pribliznih vrednosti broja v/, ispunjeno

B2—k k
bn+l —‘bn_z—bn =0.5 (&14‘5) .

Za k=12, by = 1, dobijamo b; = 1.500, by = 1.416, by = 1.414, koji
aproksimiraju v/2. p

le

b,f(b)) (b.f (b))

a C i
0 i ~7b, /b
(a.f(a)) (a.f(a))

o

[k TSP S

Slika 3.22. Slika 3.23.

3.6.4 Metoda secice

Neka se reSenje ¢ jednaline (3.25) nalazi u [a,b], gde f/(x) i f” (x) imaju stalan
znak, na primer pozitivan. Neka je i f(a) < 0. Uzmimo seCicu odredenu tackama
A(a, f (a))iB(b,f (b)) (s1.3.23.). Njena jednacina glasi:

| y-flay =T8Ty

(b—a) f{a)

f(b)—f(a)

Sectica onda sefe x osu u tacki a; = a —

. Ako sada uzmemo sedicu -
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odredenu tatkama (ay, f(a1)) i (b, f (b)) onda ona scte x osu u tacki a; = a; —
b—

M, itd. Na ovaj na¢in dobili smo niz a, definisan sa
f(b) = f(ar)

(b - an)f ((.I,,)

a=a, Gul=0n— 7

R O (D)

¢iji €lanovi aproksimiraju reSenje ¢. Formula za greSku aproksimacije je

[ (an)
m

, gde je m najmanja vrednost funkcije f’ na [a,b].

lay, —c| <

3.136. Primer Izracunati resenje ¢ jednacdine x* — 1 =0 na zatvorenom intervalu [0,1] .

Resenje. OCigledno je ¢ = 1. Sada éemo primeniti metode secice. Funkcija f ispunja-
va uslove navedene u opisanom metodu; neprekidna je na [0,2], izvodi f' (x), f" (x)
su pozitivni na (0,2) i £(0)- f(2) < 0. Imamo da je a = 0.

i . 2—0)-(—1 1 1
Za n = 1 rekurentna formule za niz a, daje: g, =0~ % =g 1— 5

1 (2-4)-(-3) 4 | i o s

Zan =2 dobijjamo a; = - — (——2)(—34) = — = | — —, pribliZno reSenje, gde ucin-
2 B~[-g) B 3

jena greska po apsolutnoj vrednosti nije ve¢a od 0.2. p

Metoda sedice se rede koristi u praksi od Njutnove mctode tangente, zato Sto je

ovaj poslednji znatno efikasniji.

(b.f(b}) A
£
g ?ll
X A
/b'b g B
(a.fla)) 0
Slika 3.24. Slika 3.25.

3.6.5 Kombinovana metoda.

Metod se sastoji u konstrukeiji dva niza (a,) i (b,) koji sa gornje i donje strane
aproksimiraju traZeno resenje ¢ (s1.3.24.).

Niz (b,) je isti kao kod tangentnog metoda, tj. definisan je sa
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bo=b, bup1 =by—H
Niz (a,) definisan je pomoéu jednakosti
(bu— ax) f (an)
fon)—f (an)
Ovaj niz (a,) razlikuje se od niza definisanog u metodu se€ice po tome 3to je broj
b zamenjen brojem b, koji je sve bliZi broju ¢ $to je n vece.

ag=4a, dpy] =0p— =01,

Za ovako definisane nizove vafia <a; <ay << ap <---<c < by <o - <
by <b <b,

lim g,= lim b, =c.
n—r+oo n— oo

Pored toga §to kombinovani metod aproksimira reSenje ¢ i sa gornje i sa donje
strane, on je koristan i zbog toga $to je izrazom |b, — a,| direktno procenjena
greska.

3.137. Primer. Izradunati resenje ¢ jednacine x> — 1 = 0 na zatvorenom intervalu [0, 1].

v . . ; =1)- 1
Resenje. Za n =1 formule za nizove a, i b, daju aI:O—( L) 2 :5=1—%, b =
3 5 1 .. 1 1 .. e
Z—Z =7= 1+ 7 Zan=2dobijamoa;=1——1iby=1 +Z-, koji aproksimiraju

3.138.

re$enje ¢ = 1 sa apsolutnom greSkom koja nije veéa od 0.1, dakle sa vecom pre-
cizno§¢u nego metodom secice. b

3.7 Vektor-funkcija skalarnog argumenta

3.7.1 Hodograf vektor-funkcije

Definicija Vektor 7 se zove vektor-funkcija skalarnog argumenta t ako svakom
skalaru t intervala (., B) odgovara vektor 7 )

To se simboli¢no zapisuje kao 7 = 7 (f).
Ako je 7 vektor- funkcija skalarnog argumenta ¢ =7 (1),
onda su koordinate x,y,z vektora 7 takode funkcije argumenta ¢ :
x=x(), y=y@), z=z().
Obrmuto, ako su koordinate vektora 7 funkcije argumenta 7, onda je 7 veklor
funkcija:
- - -
T =x(0)- 7 +y() T +z(0) K = x(0),y(),2(0).
Znadi, vektor-funkcija 7 (f) je data, ako i samo ako su date tri skalarne funkcije

x(t),y(1),2(8)-
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3.139. Definicija Ako se za pocetak vektora F () uzme fiksirana tacka O prostora, onda
se hodografom vektor-funkcije 7 (t) skalarnog argumenta zove geometrijsko mesto
tacaka, koje opisuje kraj vektora 7 (t) pri promeni argumenta t (sl. 3.25.).

Hodograf vektora 7 = 7 (t) pokretne tatke je putanja (trajektorija) L kretanja te
ta¢ke. Hodograf brzine ¥ = ¥ (f) te tacke je ncka druga linija L, (s1.3.26.). Tako,
ako se materijalna ta¢ka kreée po kruznici konstanthom brzinom | V| = const, to
je njen hodograf brzine takode kruZnica sa centrom u tacki 0, i polupreénikom,
jednakim | 7].

oy |

o

E

Slika 3.26.

—

3.140. Primer Konstruisati hodograf vektor-funkcije: Pl 7 +it- 7} L2k =

(t,1,1%).

Regenje. I naéin: Konstrukcija se moZe izvesti iz tataka, sastatavljajuci tablicu:

t 0 1 2 3 4
_f)(f) (01010) (1: 1, 1) (2:234) (31319) (414’16)

II nadin: MoZemo postupiti i ovako: Ako sa x,y,z oznalimo koordinate vektora
+,ondaimamox=1¢, y=1{, z= . Eliminacijom iz tih jednacina parametar f,
dobijamo jednacine poviSiy = x, 7= *2, ¢iji je presek linija L, koja je po definiciji
hodograf vektor-funkcije 7 (z). »

3.141. Primer Sta je hodograf vektor-funkcije: 7 (t) = (acost,asint,0),t € [0, 27)?

Regenje. Hodograf date vektor-funkcije predstavlja skup tacaka M (x,3,2) =M (x,5,0)
7a koji je 22 +y* = a® i z = 0; odnosno, to je krug u ravni xOy, sa centrom u
koordinatnom poéetku O i poluprenikom r = a. Jednatina tog kruga moZe se
napisati i u obliku | 7 ()| = a. »
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3.143.
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3.7.2  Granicna vrednost i neprekidnost vektor funkcije

Neka je vektor- funkcija 7 = 7 (¢) definisana u nekoj okolini vrednosti f argu-
menta ¢, izuzev moZda ne u samoj tacki #.

Definicija Konstantni vekior @ je graniéna vrednost vektor-funkcije 7 (t) kad
1 =y, §t0 se simboli¢no zapisuje kao limy_,,, 7 (t) = @, ako za svako € > () POStofi
& > 0 tako da je '

|7 (1) - @| <¢,
za sve t # to, za koje je |t — to| < 8.

Geometrijski to znati, da vektor 7 (t) kad ¢ — f, te¥i vektoru @ kako po duZini,
tako i po smeru. Ako je pri tom @ = (f, onda se kaZe da je vektor-funkcija 7 (1)
beskonacno mala, kad ¢ — ;. '

Primer Pokazati da je vektor-funkcija 7 (1) =1 - 7 +sins- _f = (t,sint, 0) besko-
nacno mala vektor-funkcija kad t — 0.

Regenje. Imamo ’7‘(:) —ﬁ[ = [t-‘f’ﬂim-ﬂ < |t +|sin| < 21¢], odakle sledi,

3.144,

da za svako € > 0 postoji 6 = £ > 0, tako da kad god je # # 01 |¢| < 8= £ bude
|7 (1) < €. Saglasno definiciji 1, to zna&i da je 7 (t) beskona¢no mala vektor
funkcija kad t — 0. »

Definicija Vekior-funkcija 7 = 7 (t), definisana u nekoj okolini tadke to, naziva
se neprekidnom u toj tacki, ako je

m () =
1152 {8 =7 (ta),
Drugim re¢ima, # = 7 (¢) je neprekidna u fy, ako za svako € > 0 postoji & > 0
tako, da za sve ¢, za koje je |t —to| < S bude |7 (1) — 7 (10)| < &.

Za vektor-funkciju 7 = 7 (¢) se ka¥e da je neprekidna na nekom intervalu, ako je
ona neprekidna u svakoj tacki tog intervala.

3.7.3 Izvod vektor funkcije

Neka je vektor-funkeija 7 = 7 (¢) definisana za sve f iz intervala (to,11) . Uzmimo
t iz intervala (fo,#;) i neka je A ¢ takvo da 1+ At € (to,#)) ; nadimo zatim odgo-
varajuéi prirataj A ¥ = 7 (t+ A 1) — 7 (t) vektor-funkcije 7 (¢) i razmotrimo
koliénik £

3.145.

3.146.

a)
b)
c)
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AT

Definicija Ako kad A t — 0, kolicnik 25~ ima graniénu vrednost, onda se ona
zove izvod vektor-funkcije 7 = 7 (t) u tacki t i oznalava se sa 7' (1) (a takode i
AT 0 51 5
sa —==ili 7 ()}
Dakle
— - =
. A7 . t+At)—=T (1
7' () = lim — = lim ( ) ()
ar=0 At A0 At

U tom slucaju se vektor-funkcija 7 = 7 (t) naziva diferencijabilnom. Vidimo da

je lim &1 ako postoji, vektor. Vektor funkcija 7 = 7 (f) je diferencijabilna ako
At

i samo ako su funkcije x(7),y (#) i z(¢) diferencijabilne kao skalarne funkcije i pri

tom je ispunjena jednakost:

P =X (O)-T+y ) T+20-F =),y 0),2()-

Za izvod skalarnog i vektorskog proizvoda vektor-funkcija vaze u potpunosti ista
pravila kao za proizvod skalarnih funkcija. Zato navodimo:

Teorema Ako su ¥{ = 7{ (t) i 73 = 74 (t) diferencijabilne vektor- funkcije i ako je
K konstanta (skalar), tada je:
T O +7 @) =7 () +73' (1)
(K-7 (1)) =K-7' (¢);
(@7 =10 B0+ 0)-3B'1);
(

d) (71 () x 73 (r)) = 7" () x T () + 71 (¢) x 7' (1)-

3.147.

Primer Neka je 7 = 7 (t) vektor-funkcija takva da je |7 (1)] = K > 0. Onda
su vektori 7 (t) i 7' (t) medusobno ortogonalni za svako t iz oblasti definisanosti
vektor funkcije 7 = 7 (t).

Regenje. Izuslova |7 (t)| = K > Osledidaje 7 (f)- 7 (¢) = K? i onda prema svojstvu

¢) Teoreme 3.146 diferenciranjem leve i desne strane, sledi 27 (¢)- 7' (¢) =0, 4
7 () L 7' (1), $to je i trebalo dokazati. b

3.7.4 Prirodni triedar

Neka je L hodograf vektor-funkcije 7 = 7 (¢) . Uotimo jednu tacku M hodografa
koja odgovara vrednosti skalara ¢, tj. ¢iji je vektor poloZaja 7 =7 (t) uodnosu na
pravougli Dekartov koordinatui sistem Oxyz. Hodograf, ili kriva L vektor-funkcije

P =T @) =x()- T +y(0)- T +2(0- %

neka je orijentisan u smeru rastenja skalara ¢, i pretpostavimo da je vektor- funk-
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cija 7 (¢) bar tri puta diferencijabilna u tagki . Stavimo
= 7 1)
™|
To je jedini¢ni vektor &iji je nosa¢ tangenta krive L u tacki M. Vektor T se zove i
jedinicni vektor na L u tacki M.
Na osnovu prethodnog primera prvi izvod 7' vektora T ortogonalan je na 7 i
zato isti pravac ili smer ima i vektor

T,

t (f)l
gde je K njegov intenzitet, a 7 jediniéni vektor. Nosa& vektora 7 zove se glavna
normala krive L u tacki M. Vcktor 7 se zove i jedini¢ni vektor glavne normale
u tacki M. Vektorski proizvod b =T x 7, jedini¢nih vektora @ i 7 lakode je
jediniéni vektor. Njegov nosa& zove se binormala krive L u tacki M. Vektor b se

zove i jedini¢ni vektor binormale u tacki M.
Uvedeni ortogonalni triedar jedini¢nih vektora @, 7 i b odreduje i ove tri ravni:

7
M
Z 7
Slika 3.27.

oskulatornu ravan koja sadrZi vektore 7T {7 ileZi normalno na binormali,
normalnu ravan koja sadrZi vektore b i —1} i lezi normalno na tangenti, i
rektifikacionu ravan koja sadrzi vektore 7 17 i le¥i normalno na glavnoj nor-
mali,

Svi navedeni clementi vezani za taku M hodografa ili krive L, ¢ine prirodni

triedar (ili fundamentalni, osnovni triedar) krive L koji odgovara tacki M (s1.3.27.).

Ako vektor 7 = 7 (¢) ima neprekidan izvod 7' (¢) u okolini tatke f, i, ako je
pored toga drugi izvod 7" (¢) takav, da je 7' (t) x 7" (1) # ﬁ, onda u tacki t =1
postoji oskulatorna ravan na krivu 7 = 7 (¢), &ija je vektorska jednadina

(T =7 (%) (7' (r) x 7" (10)) = 0, 3.31)

gde je ¥ = P (1) — radijus vektor tekuée tatke ravni.
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3.148. Primer. Napisati jednacinu oskulatorne ravni u tacki t = 0 zavojne krive

— . =7
P =acost- i +asmr-7+h1k-

ReSenje. Nalazimo vrednosti datog vektora 7 i njegovih izvoda 7' i 7" u tagki

P 0
FO)=a- T, ' (0)=a- T +hk, P"(0)=—a-T.

Onda je N
71(0) x 7" (0) = —ah- T +a*- F.

Vektorska jednacina oskulatorne ravni sada glasi

(B —7(0)- (7' (0) x " (0)) = (P -7(0 -(—ah-?wﬂ-?):o.
Posto je radijus vektor tekuce tacke oskulatorne ravni dat sa p = x- 7 +y- 7 +z-
k , to se prelaskom na koordinatni zapis dobija jednacina traZene ravni u obliku:
hy—az=0.p»

3.7.5 Krivine linije

Kriva u prostoru vrii dvojaka odstupanja: od pravolinijskog oblika (izvijanje u
odnosu na tangentu) i od ravnog coblika (izvijanje u odnosu na oskulatornu ravan).
Ta odstupanja mogucno je meriti, Zato imamo:

Prvo odstupanje zove se prva krivina (fleksija). Izve§¢emo formulu za izratu-
navanje prve krivine. U stvari odstupanje krive od tangente dato je promenom
jediniénog vektora T tangente kada se tatka M kreée po krivoj L. Tu i le¥i oprav-
danje ove definicije: prva krivina ili fleksija krive L u tacki M jeste intenzitet vek-

r

tora ]%’ tj. to je broj K definisan vektorskom jednakoscu

: =K71
™1

gde se vektor K7 zove jo§ i vektor prve krivine. Kako je 7)-) = 7T x 7, mora biti
!

I‘*’I

=m(Tx7T), m=

K b =7 x
S obzirom na jednakosti: m =717 =m'7 +m7" imamo
KT =m? (7' x (m P +m7")) =m® (P'x P"), te je

(3.32)
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Poslednja formula omogucava izratunavanje prve krivine krive (hodografa) vektor-
funkcije 7 = 7 (¢) u svakoj njenoj tacki z.

Primer. Izradunati prvu krivinu zavojne krive: 7 = acost - 7 +asins- 7} + nE.

- - o e -, .
Refenje. Postoje 7' (1) = —asint- 7 +acost- J +h K, P (1) = —acost- T —

3.150.

asint- j, toje
= - =
' / k - - -
‘J‘_“"(I)XT}H(I)z —asint acost h |=ahsint- { —ahcost- j +a*- k.
—acost —asint ()

Dakle,

(T, T )] =av a2+]?2, P ()] = Va*+n2.

Sada je prema formuli (1)

i
R a ii R

_ _612+h2
R a+n? o

= const.

Znati, zavojna kriva ima konstantan polupre¢nik prve krivine. »

Ako kriva L pripada ravni Oxy i predstavlja grafik funkcije y = y(x),x € [a, 5]
(jedna njena parametrizacija je x = t,y = y(t),t € [a,b]), onda formula (3.32)
postaje:

"]

K=o=—21
(1+y2)

(3.33)

=

Tada se krug
(=& + 1) = &

zove krug prve krivine krive L u taki M (x,y) sa polupre¢nikom krivine R. Koor-
dinate centra & i 1) tog kruga se odreduju po formulama

Y (1+y%) 1+”
gz')’_ y” 1n=y+ y” 2

Geometrijsko mesto centara (E,1) krugova krivine krive L zove se evoluta krive L.
Ako evolutu oznac¢imo sa E, onda su njene tangente upravo normale krive L. Tada
se kriva L zove evolventa krive E.

; TR . g . +e™
Primer. Naci krivinu i poluprecnik krivine krive y =
tacki.

u njenoj proizvoljnoj
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ke S o

Resenje. Najpre nalazimo prvi i drugi izvod: ¥ = L 7 Onda
formula (3.33) daje .
ette
— 1 1
| (TR E = ==. Znali K=5,R=y".»

R O A\T (e ey y
(1+(e‘; ))

3.151. Primer Odrediti evolutu parabole y = x>.

Resenje. Najpre je y' = 2xiy” = 2. Onda iz formula
2x (144x%)

1+4x* 6x2+1
§:x——~2 = —4x3 n—x2+ gy

za nalaZenje koordinata centra kruga krivine, eliminacijom parametra x dobijamo

(%)2:(@6;1)3, ili F,::l:g é(n—%)%,

§to predstavlja evolutu parabole y = x>. b

Druga krivina (torzija) krive L u tatki M predstavlja odstupanje od ravnog oblika,
tj. od oskulatorne ravni. Kako je T =7 x 7, prirodno je da se torzija iskazuje
promenom jediniénog vektora b binormale kada se tatka M kreée po krivoj L.
Uzimanjem prvog izvoda navedene jednakosti, dobijamo

D= xTB+TxR i b =TxH,
jer je vektor T kolinearan sa 7. Deljenjem dobijene relacije sa |T}"| imamo
mB =m(T xR,

gde smo kao i kod nalaZenja formule za prvu krivinu, skrac¢enja radi stavili m =

L. PoSto su parovi vektora 7 i #' i 7 i T uzajamno ortogonalni, to znaéi da
1

je vektor @ x 7' kolinearan sa 7. Zato imamo
—y
mb =x7.

Realan broj s zove se druga krivina (torzija) krive L u tacki M (vektor »x 7 se
zove vektor druge krivine). Posto je dalje 77 = %?l (K je prva krivina), to je

7= () P+
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Zato je

2t =m (P x ) *m(?x ((g)'?+g?))

Skalarnim mnoZenjem leve i desne strane poslednje jednakosti sa 77 = %T:“, do-
bijamo

! 3
= (2 ((B) T+ ) ) = (Fx ) == (T,

L= TR (2% 2).

. =
hT
Izra¥avajuéi sada velidine 7,7, %" i K preko 7 dobijamo formulu za izraluna-
vanje torzije

1 ?—I . (?H ® ?IH)

_——= = — -

2
T %7

Reciprocna vrednost torzije zove se polupre¢nik torzije i oznatava se sa T.

. o s . ; — .= ~3
3.152. Primer. Nadi torziju zavojne krive 7 = acost- i +asint- j +ht k.

G - — L= -
Resenje. Najpre nalazimo 1zvod_e} datog vektora 7’ z—a sint - r._}+ acost- j +hKk,
7" =—actgt- 7 —asint-j 7" =asint- 7 —acost- J. Sada za meSoviti

proizvod tih vektora dobijamo

—asint acost h

ik (_1‘”' X T}"’) =| —acost —asint 0 |=d’h.
asint —acost 0
2
. . 2 » L1 a‘h
S obzirom da je |F'x P = (®+H) toje = == ——-—
je | | ( ) W) T a?(a®+ h?)
h . .. ; o : o
————5, Znaci torzija zavojne krive je ista u svim tatkama. p
a4+ n?’

4.1,

4.2,

Glava 4

Neodredeni integral

4.1 Osnovni pojmovi i metodi

Definicija. Funkcija F je primitivna funkcija za funkciju f : [a,b] = R na inter-
valu (a,b) ako vazi

(Vxe(a,b)) F'(x)= f(x). 4.1

Definicija. Neodredeni integral funkcije f na intervalu la,b], je skup svih primi-
tivaih funkcija za funkciju f - [a,b] — R.

Neodredeni integral funkeije f oznaavamo sa [ f(x) dx. Izraz ,dx" oznadava di-
ferencijal promenljive x. Fundamentalna je &injenica da svaka neprekidna funkcija
na intervalu ima primitivnu funkciju na tom intervalu, Iz Lagranfove teoreme sledi
da se bilo koje dve primitivne funkcije koje odgovaraju jednoj neprekidnoj funkeiji
razlikuju najviSe za konstantu. Zbog toga, ako vaZi jednakost (4.1), pisaéemo u
nastavku

/ f(x)dx=F({x)+C, (4.2)

gde je C proizvoljna konstanta,
(Uopste, u celoj ovoj glavi C oznatava proizvoljnu konstantu.)

Tablica osnovnih neodredenih integrala se moZe dobiti iz odgovarajuée tablice
prvih izvoda i primenom osnovnih pravila za izvod funkcije nad njihovim prirod-
nim definicionim skupovima. Ostavljamo &itaocu da odredi najvede skupove u R
na kojima ove jednakosti vaze.

203
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Tablica osnovnih neodredenih integrala

g,
-/x dxfoH_l-l-C, o#—1;

° /sinxdx =—cosx+C;

° ‘/xfla’x=ln|x|+C;

° /cosxdx =sinx+C;

1 1
X =1 X = — .
° fcoszxdx gx+C, ° /sinzxdx ctgx+C;
Ofexdxzex+C; /a"dx— L 4C, a>0,a#1;
dx 1 x dx 1. |la+x
= —arctg = +C, ‘ /—7:—1 0:
./a2+x3 aawga+ a>U *l@2—2 22 a= +C 4>
-f 4% —ln’ 2xa?|+C,a>0; -fL—arcsinx—l—C a>0
Vvt ta? ’ ' Vat =32 a '

1
Pokazaéemo samo drugu jednakost. Naime, za x > 0 je (Inx)' = —, a takode za
gu J o

x<0vazi (In|x]) = (In(—x)) = __Lx

1
= Zato za x # 0 vaZi (In|x])' =

4.2 Osnovne osobine neodredenog integrala

Na osnovu osobina prvog izvoda lako se pokazuje da je integral linearna operacija,
tj. da vaZe sledece dve jednakosti:

° f C-flx)dx=C- [ f(x)dx; pod uslovom da je konstanta C razli¢ita od

nule.
° /(f(x)—l—g(x))dx:/f(x)dx—l—/g(x)dx.

4.3. Primer. Koris¢enjem linearnosti i tablice osnovnih neodredenih integrala izracu-

nari:
a) /( gz z—3f)dz, b) f(1+x)(¢;—€/,v_2)dx;
=324 2x41 . (x— 1)
0) f—)&—dx, d) f e
ReSenja.
o122 3/2
A _ —1/2 1/2 _z & o
a)f( + z 3\f)dz f( +z/3-3z )dz 1/2+ 33/2+C

4.3. Smena u neodredenom integralu 205

= 27174 6 ~2A

b) f(l—}-x) (\/——\?/A_l) dx:f(\/_'—\s/x_z-i-xz‘/z—f/g') dx

/2 5/3 peEd

WBI3 32 3,5 0,52 3803

TSRSy T3 s s T3
=3 241 2 2 1
©) f_‘_"x_,,_ f(l—3+ + 3)_ —31—;—§+C

x—1)? x*—=2x+4+1 .
d) /( ﬁ) dx:f_xl/z dx:f(x3/2m2x1/2+x 12) dx

2x5/2 3/2
= = —4% +224C

4.3 Smena u neodredenom integralu
Oblik podintegralne funkcije i pravilo za izvod sloZene funkcije Cesto dozvoljava

svodenje datog integrala na jednostavniji integral. Na primer, ako je funkcija ¢
diferencijabilna i monotona na posmatranom intervalu, tada integral

f F(0(x))¢' (x)dx smenom ¢ =0(x), dt=0¢'(x)dx
postaie [ F0()¢' ) dx = [ f(0)a

4.4, Primer. [zracunati:

3
a) /(x3 +3)23x%dx;  b) '/.xz V3 +3dx; ¢ f Va=3xtdx;  d) I% dx

ReSenja. Integrali a) i b) redavaju se smenom ¢ = x° + 3, dr = 312 dx.

3 3 3 3
a) f(x3+3)23x2dx:/;2dr:%+cz(5"';‘ Y e
4/3 -3 3)4/3
- " v i : s bW
b)[ V3 +3dx= [(x +3)332 dx = 3] At 3 4/3+C .
¢) Smenom ¢ = 1—3x?, dt = —6xdx, dobua se

-1
/V — 3 ffl“f V1 —3a2de= — f 2 = 9113/2+C=T(1—3x2)3/2+c.

= ; Y dx=2 [ Pdt=2—+C=5(2+
d) Smenomt = 2++/x, dt = 2\/_ dObIJaSCf s dx 7] 2(
V' +Co>
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4,5, Primer. Izracunati:

) f (e +1)dx; D) f e;;/'xdx; ) f =) f &VEF 1dx.

Resenja.

a) Koristeéi smenut= —x, df = —dx, dobijase ./(e_Jt +1)dx=— /e_"‘(—dx) +x=—e "+
x+C.
—1/1

b) Smenom! = —1/x, dt = dx/x?, dobija se f dx*/e'drze’+C:e_1/"+C.

¢) Ako brojilac i imenilac podintegralne funkcije pomnoZimo sa e™ dobija se

dx e *dx —e*dx 5
BT T ) THar - e IHE
(Koridcena je smenat = 1+ ¢ %, dt = —¢ *dxifinjenicada je 1 + ¢ * > 0 za svako x.)

d) Smenom s =e*+ 1, dt = " dx, dobija se

132 x 3/2
/le*\/e"—%— dx—/ /2 g = /2+C 2(6'%1)+c.>

4.6. Primer. [zracunati:

a) f (sin2x+ cos3x) dx; b) f sin® xcosxdx; C) / tg xex; d) f 253 cog3xdx:

e) f e*cose dx; ) f :olctg X dx; g2 f wdx; h) / al .
: sinx 1 —cosx
Resenja.
. 1 . 1 cos2x  sin3x
a) /(s1112x+cos3x) dx = 5 fsm(Zx)d(lx) + 5/cos(3x)d(3x) - + 3 +C.
: 23 .3 3 i sin x
b) Smenom ¢t =sinx, dt =cosxdx, dobijase fsm xcosxdx:ft dt = Z-}-C: 7

C.

¢} Smenom ¢ = cosx, dr = —smaxdx, dobija se
sinxd. dt

ftgxdxﬁf i — =—In|t|+C=—In|cosx| + C.
cosx t

1 - 1,
d) /e’s“‘hcos 3xdx= - fezs‘“3‘6 cos3xdx= gezs‘“ 4 €. (Koristili smo smenu ¢ = 2sin 3x,
= 6cos3xdx.)

€) /e‘cose"dx:‘/cosexd(af") =sine* +C.

costdt
sint

) Prvo se koristi smenat = x*, dt = 3x%, i dobija /xzclgx‘ e §f

Dalje smena u = sint, du = cost, daje
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fx ctgx xdx— 3 %:éln{u}—i—c‘— 3ln|sm(x J]+C.

. /‘smx+COS«‘d_:/(1+COSl) d‘—x-i-ln]snu|+c
sin

sSinx
1+ cosx f 1 +cosx
h) f T_cosx J 1—costx a

sin“x
4.7. Primer. [zracunati:

1 1 g b)_[ 3% dx ' c)f xdx
a)./(\/9—x2+4+9'2 . V1= 2+ 17

253 =322 4+ 2x ) f (2—x)dx
d)f +1 N e)]e"‘-l"e_‘ b Vax—x%

1
d_x;: —Cth"' —‘+C. -4
Sinx

:Re3enja.

‘”/(m 4+9x2> 3[\/—3 4f1+a

= 2 T : ct i e O

= arcsin= 3 Tegace| 5
U prvom integralu koristili smo smenu ¢ = x/3, dt = dx/3, a u drugom s = 3x/2, ds =
3dx/2.

3x2dx

_[ dt
Vi—x6 J V1=-12

— arcsint +C = arcsinx’ +

b) Smenom7 = x>, dt = 3xdx, dobijase
(28

1 1
¢) Smenomt =2, df = 2xdx, dobijascf = ~arctgt+C— —arctgx +

M1 2/t2+1

d)/zﬁ—sx +2x fo(x2+1) 3(:2+1)—2x+3+2x

dx
x2+1

dx =

3
- f(Zx—3+x2+l

etdx X
e) fe o Z/eh—l—l =arctge* +C.
f) Koristi se smena = 4x — = (4 — 2x)dx = 2(2 — x) dx, i dobija se

(2—x)dx -
/m . \[ =Va—2+C

4.8. Primer. [zracunati:

)dx:xz—3x+ Jarctgx+C.

X X .

) fx2+10x+31; b fZS—Sx-t—xz; & f2x2—2x+5’
d) f(?.x 2)dx o (x+3)dx (x—4)dx _
Zrex+13° V27T +6x—x2 V5—4x—i2
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Resenja. U ovim zadacima ¢emo kvadratni trinom iz imenioca ax® + bx + ¢ svesti na oblik
A’ + B, gde su A #£.0 i B konslante.

“')f dx *f dx . dx
224 10x+31  Jf (2+10x+25)+6 x2+10x+52)+6

arctg + C. (Smenat=x+435,

*/Hs 736 f(x-}-S)z GER f \/‘

dt = dx.)
5 dx dx 1 4—x
b — oy = —_—— g —— C
) f25—8:c+x2 /9+(16—8x+x2) or@—ap_ 3¥ie3 T

-

1 —4 .
= garctng+C. (Smenat =4 —x, dt = —dx.)

& /‘ dx __/ 2dx _/‘ 2dx 1arct 2x~l+c
2 —+5 ) a—ar10 J oDk 3ot 3

(Smenar =2x—1,dt =2dx.)
)/ (2x—2)dx _f (2x+6)dx Bdx
a24+6x+13 x> +6x+13 (x+3)? ¥4

U prvom integralu koristili smo smenu r = x> 4 6x+ 13, d = (2x + 6) dx. Kako je za svako
x, takvo da je x* 4+ 6x+ 13 > 0, to se apsolutna vrednost kod logaritma mogla izostaviti. U
drugom integralu smo koristili smenu f = x+ 3, df = dx.

)/ (x+3 Jdx 1 (=2x+6)dx +/ dx
V27 4+ 6x — 2 27 /27 +6x—2x2 /36— (x—3)?

—/ 27 + 6x — x2 + Garcsin (%) +C.

ﬂ[ _—d)dx -1 (—2.x—4)dx_f
Vietix 2J)Vicm-2 ) o-Gror

—v'5 —4x—x2—63rcsinx-;2

+3
In(x? +6x+13) — 4arctg +C.

+C. >

4.9, Primer. IzraErmatr’-
" f )/‘ )/ (2x—=2)dx d)f (x+5)dx
\/,12 +10x+ 31 Vxl = &x V224 6x+13 VA2 27+ 6x

ResSenja.

}f dx :f dx :f x
Va2 +10x+ 31 V(2 +10x+25)+6 V(x+5)2+6

x+5+\/(x+5)2+6‘+c. Smenat =x+435.

= In

Wl
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f dx :/ dx _f dax
Va2 —8x—9 V6—-8x+x2)—25 J J(x—4)2-25
- 111‘x—4+\/x2—-8x——9|+C.

(2x—2 (2x+6)dx

c) f
\/m VaZ+6x+13 x+3)2-|-
= 24/(x+3)2+4-8In x+3+1'/(x+3)2+4‘+C.

" ,H—S)dx f (2x+6)dx f
VaZ— 27 +6x 27-%—61 Va2 —27+6x W

= Va2 +6x—27+2In|x+3+4/(x+3)2-36|+C. b

4.4 Parcijalno integraljenje

Ako su u i v diferencijabilne funkcije po promenljivoj x, tada vazi

((x)v(x)) =t (x)v(x) + u(x)v' (x).

Integraleéi ovu jednakost dobijamo formulu parcijalnog integraljenja

/udv=uv—fvdu. (4.3)

4,10, Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izracunati sledece integrale
a) f xe*dx; b) / PePdx; o f xsinxdx; d) / arcsinxdx; e) / x arctg xdx;

ReSenja,
a) Akoje n=ux, dv=¢*dx, tadaje du=dx, v = ¢*, paje naosnovu (4.3)
fxe" dx=xe* — fe" dx=xe*—e"+C.

b) Akojeu=x3 dv=e*dx, tadaje du=3x>dx, v = fez‘dx = %ez", paje

1 3 )
f 3P dx = 2x3eh—§fxlehdx.

Poslednji integral se dalje re§ava primenom parcijalnog integraljenja. Naime,

5 . . , , j ,
zaw, =x> i dv) =ePdx je duy =2xdx i vlzfebdjt':EeZ‘, paje

: 1 !
f ePdx = =xe® — g f xe dx.
2 2

Primenjujuéi parcijalno integraljenje na integral / xe™* dx, dobijamo za up = x i
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. , . ; 1 oy
dvy =ePFdxdaje dus=dx i w :fez"dx: Eez",paje

1 .. 1, 1 1
1P dx = —xe — —e® = Zxe — Z 23 g
xe ™ dx 2xe 26 er 4/8 dx+C.

Prema tome posle tri puta primenjene parcijalnog integraljenja, dobija se
/x3ez‘ dx = % ( e — %xzeh+ %xezx - %e?“') +C.
Drugi nacin da se re§i ovaj integral jeste da se pretpostavi oblik resenja, tj. da je
fx3ehdx: (e + b + cx+d) e+ C
zaneke konstante a, b i ¢, koje treba odrediti. Diferenciranjem se dobija
e = (3ax® 4 2bx + ) ¥ + 2 (ax? + ba® + cx + d) €, odnosno
3e® = (2ax® + (3a+2b)x% + (2b+ 2¢)x + (c + 2d)) €.
Iz sistema jednagina 2a=1, 3a+2b=0, 2b+2c=0, ¢+2d =0, dobijasea=1/2,
b=-3/4,c=3/4,d = —3/8, §to ponovo daje isto reSenje.
¢) Akojeu=x,dv=sinxdx, tadaje du=dx,v= /sinxdx = —cosx, pa je

fxsinxdx = —XCOSX — f(~ cosx) dx = —xcosx+sinx+ C.

Ako bi uzeli u = sinx i dv = xdx, tj. du = cosxdxiv = x?/2, dobili bi
2 2
xsinxdx = %sinx — f % cosxdx,
dakle jo§ komplikovaniji integral, te ovo parcijalno integraljenje ne bi dovelo do reSenja.
(Primetimo, da kada je za neko k € N podintegralna funkcija proizvod oblika x* sinx ili

a¥ cosx, tada prilikom parcijalnog integraljenja treba uzeti u = x*.

. 1
d) Akojen=arcsinzx, dv=dx, tadaje du = ——=dx, v =x, paje
) T2 paj
. xdx
arcsinxdx = xarcsin x — | ——— =xarcsinx+v1—x2+C.
-/ Vv1—x?
U poslednjem integralu smo koristili smenu ¢ = 1 — x?, tj. dr = —2xdx.

y ; 1 ;
e) Ako je u = arctgx, dv=xdx, tada je du = m—dx, v=x%/2, paje

2 2,
x 1/ x - 1 ra2+1-1
xarctgxdx = — arctex—— 5 5.0 :
/ gxdx 2 arctgx 2] 1o dx 5 arctgx 2_/_1 ) dx

xzarct X ! -}-larct +C
— (— —x+ — ; :
g ACBX T T ACEY »

4.11. Primer. Primenom parcijalnog integraljenja izraéunati integrale:

) / Inxdz;  b) f me2+1)ds; o / Ssinxdy;  d) f ¢%* cos(bx) dx.
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U d) pretpostavijamo da je a*+b* > 0, tj. da je bar jedan od parametara a ili b razlicit
od nule.

ReSenja.

d
a) Ako stavimo u = Inx, dv = dx, tada je du = j, y=x,paje
x
flnxdx:,xlnx—fj—;dxlenx—x+(f.

b) Akoje n=In(x* +1), dv = dx, tada je du = v=x, paje

dx
2+1°
2

2x
2 st 2
/.ln(x +1)dx=xIn(x +1)_fx2+1

= xIn(x? 4+ 1) — 2x+ 2arctgx + C.
¢) Ako je u = sinx, dv = e*dx, tada je du = cosxdx, v=¢", paje

2
+1-1

U 15 2 1 '—Zf-x"——_ ¥

dx=xIn(x"+1) PR dx

e sinxdx = ¢* sinx-/e‘ cosxdx.
Primenom parcijalnog integraljenja na drugi integral

up = cosx, dvy = e*dx, = du; = —sinxdx, v| = ¢, dobija sc
fe“ sinxdx = e*sinx — e*cosx — fe"sinxdx.

Na osnovu poslednje relacije sledi
e*sinx — e*cosx

2 (fe‘sinxdx) = ¢*sinx—e*cosx, (. fe‘sinxdx: —§—+C'

Ako se i u drugom parcijalnom integraljenju koristi u = ¢*, dv = cos xdx, dobija se trivijalni
identitet. Zbog toga, ako se u prvom parcijalnom integraljenju uzme dv = e*dx tada se
mora uzeti isto i u drugom parcijalnom integraljenju. Sa druge strane, moglo se u oba
parcijalna integraljenja uzeti & = e*.

d) Ako je jedan od brojeva a i b jednak nuli, integral se lako refava linearnom smenom.
Zato éemo pretpostaviti da vaZi a # 01 b # 0. Tada se dvostrukom primenom parcijalnog
integraljenja dobija

/ e cos(bx) dx = %e“" sin(bx) — % f e sin(bx) dx
-1 .
= ée‘” sin(bx) — % (Te‘“ cos(bx) + % /e‘“ cos(bx) dx) .
Posle re3avanja po / e™ cos(bx) dobija se

a*+b*
b2

f e cos(bx)dx = ™ (% sinbx + % cosbx) ,ili

oax

f e“ cos(bx) dx= az_e—}-'ﬁ (bsinbx+ acosbx) +C.
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Zadatak pod e) je specijalni slucaj ovog zadatka (a=2, b=1). p

4.5 Razni tipovi neodredenih integrala

4.5.1 Integrali racionalnih funkcija

4.12. Primer. [zracunati sledece integrale:

)/(x 25— 35 dx b)f (x+1)dx )f (x+3)dx
! B2 tx—2 x* =522 +4°
a (*+1)ax -i-l)dx )f (227 —4x+3)dx 2 —x—21 i
13 - P63+ 132 12514 IR P
Resenje.
¥ —2x~35 17x =5 A B
a) N S = A2+ 5——— —
) Naostow 5 s =t 2t g =~ 2t sty
dobija se sistem jednacina A+B:17, 3A—-5B= -5, tj. A=10, B="7,paje
X —2x—35 T L 10 7
Z_2x—15 x=5 x+3°
Prematomejc
(x —2.x 35)dx /‘ IOd)L Tdx  x*
d+f =% 4o
T o - =l

+10In|x— 5|+ 7Infx+3|+C = %+2x+1n|(x—5)l°-(X+3)7]+C‘

)

dx

o 2 | . _
B Reloje il o A, Bt4D . (A+ B +{(D—28)bd 2D
B-2x24x-2 x-2 x*+1 =D D
4y A+B=0,D~2B=1iA-2D =1, odakle je A =3/5, B=—3/5,D = ~1/5, o
je
(“‘“d" 3dx [ (Bx+1)dx _ 3 [ 2udx
5 3mp_a_Hf
— 22 tx-2 5(x—2) 5(x*+1) =3 5t T

= 5(31n|x—2|—§1n(x2+1) —arctgx+C.

¢) Data racionalna funkcija moZe se transformisati kao
x+3 A B 4 D » E
xt—5x2+4 x=2 x+2’

=1 x+1
gdesuA=-2/3,B=1/3,D=5/12i E = —1/12. Prema tome je

-/

x2 41

)
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[ (x+3)dx /‘ 2dx dx f Sdx ]
R T +
—5x2+4 3(x— I) 3(x+1) 12(x—2) 12( x+2)
—: —ln|x—1[+—]n|\+1]+ 1n|x—2]——ln|x—]—2|+(
1 (x+ D)T(x=2)°
= —In|—FF|4C.
20 = 18G+2) |
5 Ax?—2Ax+A+Bx—B+D
d) Data podintegralna [unkcija se moZe pisati kao (;__[_1;3: l(::_“f)a.l ;

odakle se posle sredivanja dobija sistem jednacina
A=1, -2A+B=0, A—B+D=1,
Cijasurcenjad =1,B=2iD =2, takodaje

41 1 2 2 :
= B fi
) ey ol e + oip rema tome jc
(x* +1)dx dx 2dx /’ 2dx 2 1
2= =1 ————+C.
(—1)3 fx——f+ e (o i e
¢) U ovom sluéaju za podintegralnu funkeiju vazi
22 —dx+3 2, 1 -2, 3
M =634+ 132 - 12x+4  x—1 (x=12 x-2 (x—=2)¥
(2x° —4x+3)dx [ 2dx dx +]—2dx+ 3dx
/J\’1—6x3+13x2—-12x+44 x—1 (x—1)* x=2 (x—2)2
1 3 x—1 4x—5
—2Inlx— 11— i i P — =21 — C.
In|x— 1| - 2In|x—2| x—2+C n ‘_2‘ PR v

[) Iz jednakosti

x?—x-21 _ Ax+B . D (Ax+B)(x—1)+D(x*+4)
23 -2 +8x—4  x2+4 —1 2x3 -2+ 8x—4
(2A+D)x*+ (—A+2B)x—B+4D

23 — 2+ 8x—4

dobija sc sistem jednatina 2A+D =1, —A+2B=-1, —B+4D=-21, odakle je
A=3,B=11iD=—5. Prema lome vaZi
x?—x=21 3x+1 .
21 8x—4 2+4 * 21" P2J°
C (2 -x—21)dx (3x+])d1 5dx 2xdx
I — 28 —4 244 2x—1 2 2 +4

Sdx

+[ +4+/2x—1

5
P d)+ = arc[g() 51n]2x—1|+C. >
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4.5.2 Integrali trigonometrijskih funkcija

4,13, Primer. fzracunaii sledeée integrale:

a) / sin' 2xdx;  b) / cos®xdx:  ©) f cos?xsind xdx;  d) f sin3xsin2xdx;

ReSenja.

a) Polazeéi od jednakosti sin® x = (1 — cos2x) /2, imamo

" 1 2 1
7 po sev o <A 2 AY v
/ sin" 2xdx —f (—2-(1 - L05,4,1)) dx= g f(l — 2cosdx +cos” 4x) dx

1 ' 1 1
= % (x— Esill4ﬂ\'+/ %(] —+—c038x)dx) = % (x-—%sin4x+ Ex—i- —1—65i118x) +C

3 1 1
= g,\' ~3 sindx+ 7 sin8x+C.

- e . aric ¥ 3
b) U ovom slucaju je / cos® xdx = f (1—sin” x)zcosxdx. Smenom 1 = sinx, 4r = cosxdx,

dobijamo
fcossx'dx = /(1 —-rz)zdt:f(l—212+r4)dt
; 2pd P e +C " 2sin®x  sindx +C
= {1—— =sinx — .
3 5 5
¢) Smenom’ = cosx, dt = —sinxdx, dobijamo
[COSZISiﬂ}A-tdx = fcoszx(l — cos” x)sinxdx = —/12{1 - di
3 3 5
! cos’x  cos’x
= —[r—r dr_—~+ —|-C_— ;‘ 5‘+C.

d) / sin3xsin2xdx = / 5 (cos(3x — 2x) — cos(3x + 2x)) dx

1 1 1
= f 5 (cosx — cos5x)dx = 3 sinx — 0 sinSx+C. »

4.5.3 Integrali racionalne funkcije po sinxicosx
Integral / R(sinx,cosx)dx, gde je R racionalna funkcija (od dve promenljive) sinx i cosx,

x 2di
scsmenom [ = tgi’ §j. dx= T2 svodi na integral racionalne funkcije, jer je

2[ COSX = 1_12
14027 T 1417

sinxy =

4,14, Primer. [zracunati sledece integrale:

dx dx sinxdx
a) / _— h) [ —; ¢) | —mM8.
1 +sinx —cosx 2+snx J 4smx+ 3cosx
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Resenja,
2dr 7d1
ot f dx : f Tl 3 f i _ f d
I +sinx — cosx I P i tt+1)
m_l—}-f- BT
" [ dt ddt t tg(x/2)
= —_— =hnj-|l1++C=In|—\+C=1In C.
/(r 1+{) alel =1+ +rL+ \1+r x/2] +

b) f dx ﬁ/ l+r- [ l+r~ _
2+ s8inx 24 °+’r +’r

f dr 7/ dt
i+l (1+1/2)2+3/4

2 172 2ig(x/2) + 1
= —ertg—+C:2_arctg——+C.
V3 Vv3/2 V3 V3
sinxdx 7‘/ gf,’r_f _f 2de dr
4sinx—3cosx 2 _3% /3 s—3"5 3r—1 I+3
I 1. |3r—1 1. |3tg(x/2) -1 .
= —(In]3t=1|— ==In|—— = D n| =L 5
5(11|31 | —Inje+3))+C 5111 5 L sin 20/ 13 +C. >

4.5.4 Integrali iracionalnih funkcija

4.15. Primer. Izracunari sledece integrale:

Resenja,

a) Smenomn /= x+1,tG. 2 =x+1,2ds
/ dx B [Zn'dr
J Vari+l t+1

b) Posle sredivanjai smenc 1 = \/x, tj. 1> =x,

[ X
sl C e T
- ’fmﬂ

)f\/_d\.

= dx, dobijasc

=2—2Inj(+ 1]+ C=2vx+1-2In|vx+1+1]+C.

2tddt = dx, dobija sc

213
dt.

xﬁdx__] xdx
Vatx S 1+

Posle smene w =1+ 1, du =dt, dobija se

141
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3 3 3,2 - 3
Eﬂiggzfi_ELi%_lmzz(iﬁ&—+M—mM0
141 . " 3

T4 1)3 r41)2
_ 2((\5; ) ;3(\/{; ) +3{\/,§+1)—111(\/§+1))+C.

¢) Smenom ! = VZx + 3, lj. 1> = 2x+ 3, 3:2dt = 2dx, dobija sc

[ dx B gftzdr3f i 1 )dr
J x+3+1 0 24 t+1 2 t+1

- i(ﬁﬁyﬁf_v§;§+mu+a§:a)+c

2
d) Smenomt = 7, tj. 1% = x, 61° dt = dx, dobija se

o3 I 8 5 6
.ﬂ. = / s dff(616+6f4+6f_+6+m) dt

Va—1 > —1
Firs 3 1 1
= =1
((7 —E—S—i— 3 +H—2 n +1D+C
W, D, cﬁ—l)
= | C.
6(7+S 3+\f+n\[+1+>
4.5.5 Metod Ostrogradskog
Integrali oblika
R

\/axz+bx+('

gde su a # 0, b i ¢ dali brojevi, a P,(x) polinom stepena n, se reSava pomocu sledece
jednakosti (koja sc dobija primenom parcijalnog integraljenja):

n(‘) / f
—_— _dx=0,—~ +bx+c+A
Vaxr+bx+rc = Cn1(x) o rre

(4.4)
v (112 +bhxtc

gde je 0,—1(x) polinom stepena n — 1 sa neodredenim koeficijentima, a A konstanta. Ko-
elicijenti polinoma Q,— (x) i konstanta A se odreduju diferenciranjem jednakost (4.4).

4.16. Primer. [zracunaii sledece integrale:

X 4x+2 28 +3x & e ot
a) f BTETE s By f SRl & f d) f il st il 8
Val+a+1 V5 —=x qu elr — 1
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Resenja.

a)

/

b)

U ovom slu¢aju je

i x42
d,x = (Ax+B)Vx2+x+1
Vx*+x

Diferenciranjem prc[hodnog izraza dobija sc

-i-?u/ dx
VaZ+x+1

x+2 2x+1 A
—=AVx*+x+ 1+ (Ax+ B + i
¥ 77 e Y s
MnoZenjem leve i desne strane sa 24/x” + x + 1 dobija se
2(x* +x+2) =2A(x° +x+ 1) + (Ax+ B) (2x+ 1) + 24,
odakle se izjednacavanjem koeficijenata dobija sistem jednagina

2=4A, 2=3A+2B8, 4=2A4+B+2Agijejerefenje A=1/2,8=1/41iA=11/8.
Prema tome je

\"+\—+—2 (1 +1) ,,+ +1+]1/ .
(X = =X i ¥ X ezl —
S | il 8 J Valtx+1

Poslednji integral se napiSe kao / / , $to posle smene f =
\/)r +x+1 /

x+1/2,dr = dx, postaje

dx 1 1 3
e = infut sy (145 ) +2[+C=I|@x+ 1V T+ C
vVl a1 ! 2 (‘ L_) ¥ A e

Na kraju je
M x+2 1 1 11
dr={=x+- ] V4+x+14+—In|2x+ 14+ +x+1|+C.
St L= (334 3) Lin|(2+ 14/ |

x +1
Pre svega je f\/_x2+1d.xf= \/_+.-(h— (Ax+B)Vxr+1

Diferenciranjem poslednje jednakosti dobija se

+xf\/_

41 2x 1
=AVx24+14+(Ax+B +A .
VaT+1 ( )2\@ +1 Va4l

MnoZenjem leve 1 desne strane sa V2 + 1 dobija se
4+ 1=AGT+1) + (Ax+B)x+ A,
odakle se izjednatavanjem kocficijenata dobija sistem jednaCina
1=24, 0=8B, 1=A+\pajeA=1/2,B=0iA=1/2. Prema tome je
¥ +1

W ] 1+1+2f\/__

Poslednji integral je tabliéni, pa je




c)

d)
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1 1

f\/x2+ ldx= -2—1'\/1‘3 +1+ Eln ‘x+ Val+ 1‘ +C.

R S 5P g 2 .
_xz_zxz e = 1/ _.[.__’7
r+3

——dt = AV -1 =2t + A f

e O

Posle diferenciranja poslednje jednakosti po 1 dobija se

(+3 i —2r-2 2 1
V5—rT—2 25— V5-1T-2
Posle sredivanjaimamo /+3 = —A(r+1)+ X, odakleje A=-—1, A =2. Daklc

r+3 dt
—drz—«/s—ﬁ—zwzf—.
A V5—12=21

Smenom t = x%, dr = 2xdx, dobija se

Stavimo sada

t
x/S—rzu?.r)

Zadnji integral sc reSava tako §to se¢ imenilac napige kao /5 — 12— 21 = /6 — (1 + 1)2, pa
je
t+3 r+1
——————=dt = —\/5—17— 2t + 2arcsin —-.
\/5_ -2 =2 \,/6
o X _ x4+ 3x 41
Konaéno je —V/5 =3 =222+ 2arcsin S + +C.
V53— l‘ 2\- V6
Smenom s = &t dr =e a’\, clobm se
e+ ]

W g p /e*‘-F-(’ 41 Age

\/5»2\— HX= BT \/T
ki = (Ar+B)/1? +7L[

Posle diferenci-

Dakle moZcmo pisati

\/"— fﬁ_
ranja zadnje nejeclmkosu dobija se
i1 1
———=AV2 -1+ {At+B + A !
V2 — ( ) \/ 2 Vii—1

Srcdivanjem se d()bl_]aA =1/2, 8= 1ik=3/2,paje

3 2x A X
+ + / v/ +

e_l

4.5.6 Integral binomnog diferencijala

Integrali oblika [ 2™ (a4 bx")? dx mogu se resiti (tj. mogu se svesti na integral racionalne

funkcije) samo u sledeéa tri sTudaja:
ako je p cco broj;

1 . ;
ceo broj, lada se uvodi smena r* = a+ b2, gde je s

. . L. m
ako je p racionalan broj i
imenilac razlomka p;

-+ p ceo broj, tada se uvodi smena * = ex™" + b, gde je s

: . . om+1
ako je p racionalan i
I
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imenilac razlomka p.

4,17, Primer. Izradunati sledece integrale:

) / f d\ b) f xdx ) f dx
a —_— c _—
(1+ V1t A04/x2 — 1
ReSenja.
a) Uovomslucajuje p=—2, tj. p je ceo broj, pa se integral reSava smenom 1% = x, 2t dt = dx:
e & 1
(14 vx)? (1+1)? r=+1

b) U ovom sludaju jem=1,n=2/31i p=—1/2, tj. p je razlomak, ali je broj

c)

1
m+1

7
141 3
2—;3 = 3 cco. Ako uvedemo smenu 12 = 1+ V2, . x= /(2= 1), ili 213 = 17— 1,

tada dobijamo 2t dt = dx, dx=3+/12 —1tdr, tada dobijamo

3\/_
[\/%—‘a‘\/‘—g = 3/U~_—:)-I£’£=3[(lz—l)2dr

= ?(\/1+ ' —2(\/1+ rl +3~\/1+3 2 +C.

Uovomslutajujem =—6,n=2,p=—1/2, paje : +p :H-£-+ 7 cco broj. Prema
4

-

. . 2 ) 2 -
tome, moZe sec uvesti smena (- =1—-x77, (dr= —y A = 1—1%,paje
.

f B f f; 1)2dr DI e

P — T _— ( __——

A/xT—1 1\/I —x~ 3
1_.7_5 1= -3

(¥ 1—x2) (V Y Al p

5

4.5.7 Razni integrali

U sledeéim integralima koristiti neki od dole navedenih smena. Pretpostavljamo da su
parametri a 1 b pozitivni.

Zava? —Db2x?, smenax = }— sint dovodi do av/1 —sin®t = a- cost.

2

Zava®+ b, smenax = % tgt dovodi do ay/1+tg?t = o

a . [ 1
dovodi do a — —1=a-1gl.
ost cos’t

Zavbixr —a? smenax=
bc
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4.18. Primer. Izracunati sledece integrale:
a) [Vi6=¥ax

Resenja.
a) Ako stavimo x = 4sin¢, tada je v'16 —x = 4 cost 1 dx = 4cost dr, pa se dobija
f 16 —x2dx = /IGCOSEI(H =8/{1-{«C()st)dr:SI+4sin2t+C

dx Vxt—4
b) f T c) f —dx;

. 1
= 8 +8sinrcoss + C = 8arcsin(x/4) +§x\/ 16—x2+C.

b) Posle smene x =3 tgt, dx = i i
cos-.f

1
O+x?= o dobijamo
COs

/ f = /coqtdr
AZ\/)( +9 27tg?¢ 9 sin’t

C()b.‘

Dalje se koristi smena 1 = sin¢, dn= cost dt isledi

costdr du 1 . 1 1
gf = T . T, S R )

sin?t fre 9sin/ 3 Bigr 3xvx2+9

cost

2 2sintdt 1
¢) Posle smene x = —, dx = ———, koristedi relaciju
cost cos?t s2¢

2
Vai—4 digreos? rsmt sin® r sin®fcost
xz d)&. = / g "‘”f f df.

4cos?t c:os&r cos?t

= lgt, dobijamo

Dalje se uvodi smena u = sint, du = cost dr, i dobija sc

sin“rcost 1 1 1+si
f————- —/ du——u-{-—ln R +C~—smr+—ln Sk
cos?t 1— 1—u 1 —sins
ed I, 1M T4 1 |x+V—4
= PR Yl ) O, . el LA [ Lainied PSR
X 2 1— fra x 2 |x—x2—

Y

Glava 5

Odredeni integral

5.1 Povrsina krivolinijskog trapeza

Jedan od prvih problema koje je praksa nametnula matematici bio je odredivanje
povrsine ravne figure. Davno je bilo poznato da je povr§ina pravougaonika jednaka
proizvodu njegove duZine i Sirine; na osnovu toga, mogle su se odrediti povrSine
nekih mnogouglova, npr. trougla i trapeza. Buduéi da se povr§ina proizvoljne ravne
figure moZe dobiti kao konaéan zbir povr§ina krivolinijskih trapeza, slika 5.1. joS
su starogréki matematicari znali da je zapravo dovoljno resiti problem povrsine kri-
volinijskog trapeza, slika 5.2, Tako oni nisu dali opSti metod za odredivanje njegove
povr$ine, oni su ovaj problem reili pribliZzno, koriste¢i povrSine upisanih i opisanih
pravougaonika. Ta je metoda u suStini i dovcla do definicije odredenog integrala,
Cija je vrednost (uz uslove koje ¢emo kasnije precizirati) upravo povrsina krivo-
linijskog trapeza. Krajem XVII veka L. Njutn i V. Lajbnic su dokazali osnovnu
formulu integralnog racuna (koja se obi¢no i zove po njima), ¢ime su problem
povrSine ravne figure sveli na izraCunavanje neodredenog integrala funkcijc f sa
slike 5.3, Ncka je data neprekidna funkeija f na [a,b]. Izvi§imo podelu intervala
[a,b] na n podintervala

[ il [oisan]s Pesgaals <oy Prmsind, (5.1)
takodavazi g=xp <3 <m<n<...<x 1<y, =0
Neka za funkciju f i podintervale iz (5.1) vaZe sledeée tri osobine:
1. funkcija [ je nenegativna na [a,b];
2. funkcija f je neprekidna na [a, b];
b—a

[

3. intervali [xi—1,%;], i = 1,...,n, suiste duZine, tj, Ax =x; —Xi—1 =

221
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i opisanog pravougaonika, respektivno, za svaki od podintervala [x;_1,x;], slika 5.4.

P Dakle vazi
Bl P, (5.2)

LI
i

Kako je A" = Uﬁl;‘ U= UT,, 2° = Uﬂ,, sledi da je

i=1

N L]

JerT ea, (5.3)

[

X

\J

(\ e

N
odakle je P(a") < P(T) < P(2°), gde je P( an ): FEMAx 1 P(A°) =
Slika 5.1. e
Osobi B} ) Slika. 2 Z FEMAx, a P(T) povisina krivolinijskog trapcza T. Poveéanjem broja pod-
301?”13 L g. ncncgauv?ost funkcije f na [a, ], znac¢i da se njen grafik nalazi iznad s di 1 tako da kad: i Al
.x—vosc. Tafja sc ravna figura ograni¢ena intervalom [a,b} i o], ordinabama mtctva a n, duzina podintervala se smanjuje, tako da kada n — oo, ladd AX .
ta¢kama @ 1 & i grafikom date funkcijom f nad [a., b], naziva krivolinijski trapez nad Ako sledeée dve graniéne vre dinatis 11m Z i ;ém JAx i Iun 2 1 ﬁ )Ax, pos-
1

[a,D].
tojc i medusobno su jednake, tada sc powsma knvohmjsl\og, Uapc[.d koji odreduje

Osobina 2, . neprekidnost funkcije f na [a,b], povlaCi da postoje tacke & i funkcija f na intervalu [a,b] definiSe kao

M
E ld iz odgovarajuéeg podintervala [x;—1,%;], u kojima funkcija f dostiZze najmanju
odnosno najvecu vrednost (slika 5.4.). Na§ zadatak je da izraCunamo povrsit = < A
; . 4 Sinu
3 P=P(T)= mn} S(E)Ax = lim Y. I (€ Ax. (5.4)

A n—}m

felnl .
/\/ 5.1, Primer. Ocdrediti povr.s*inu. krivolinijskog trapeza nad intervalom [0,3] ispod parabole
iy : ‘ f(x)=9—x" (sl 5.5.).

Resenje. Data [unkcija [ je neprekidna i nenegativna na intervalu [0,3]. IzviSimo
podelu na podintervale [x;_1,x;] tako da je

- x M m = o oo g 1 ﬁa _S_E
-tg & .m—(),)q—Ax ¥y = 2A%, ..., Xy =nbx =3, i Ax= X=i—=—

n’ ,
i=0,1,...,n. Dala funkcija je ()pddd_]ll(.,a na [0,3], pa na svakom od posmatr anih

Slika 5.3, Slika 5.4. pOdmlClled [Xie1xi), i=1,2,...,m, dostize maksimum u tacki E¥ = x;_;, a mini-

R = o . . . m_
krivolinijskog trapeza sa slike 5.2. U tom cilju, za svaki krivolinijski trapez 7; nad o uifeCh 57! = i Breing fome i 28 pevENE T plsan pravougaonika

1

podintervalom [x;_j,;], posmatraéemo upisani pravougaonik A4 (odnosno opisani
pravougaonik A7) sa slike 5.3., ¢ija je jedna stranica podinterval [x;_1,%;], a druga "= E fE)Ae= L flra)he
_?Cdnd]\d minimumu /(&) (odnosno maksimumu £/ (™)) funkcije f na datom pod- B 2
intervalu. Jasno je da mozemo pisati = i (9 - 1)2) . ) (1 = UH) i+
= -2 Jon T2
2 CTC . i=1 n n no= i

. o _ —1)n(2n—1 3 1
1?0\/1 Sinu ravnog lika moZemo posmatrati kao funkciju koja skupovima tacaka datog - 2 ) (n a uéLLl) == (1 2 il 51_3) -
lika dodeljuje ncnc%alivan broj, tako da veéem skupu mora pripadati i veca povisina ! ’ r

. s . i I . ¥ v - - ' i i

Oznacimo sa P, P i P? poviSine upisanog pravougaonika, krivolinijskog trapcza Zbir povriina opisanih pravougaonika je
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Y hy
¥ 9 8
1
I=_
of 1 v
Slika 5.5. Slika 5.6.
" : 9PN 3 27 & >
- Z_f(&?"')Ax Zf(x,)Ax Z (9— —) s (1 - "—2)
i=1 ' i=1 ‘

I P Ch 2 [V BT SR L
) 61~ 2n  2n?

Kako je

9
" e iy - — —i = Lo ]
lim E FX)Ax = lim (27 5.3 (Zn 3n? -!-n)) =27 —=9=18,

n—)oo H—00
i takode

lim Zf a7 )Ax = lim (27—1(211 +3n? —I—n)) =27-9=18,
n—}m

H—po0 24 3

Lo je traZena povrSina krivolinijskog rapeza P = 18. p

5.2 Definicija odredenog integrala

U ovom odeljku uopiti¢emo malo uslove za funkciju f i podelu intervala na sledeci
nacin.

I. Funkcija f moZe biti i negativna na [a, b];

2. funkcija f moZe imati i kona¢no mnogo prekida na [a, b];

3. duZine podintervala [x;_1,x;] mogu biti i razli€ite;

4, tacke &; mogu biti proizvoljne tacke podintervala [x;_,x;]-
Podela P intervala [a,b] C R je skup tacaka

P ={x0,%1,..., %}, ukovaii a=xp<x1<...<xz=0b (5.5)

5.2

5.3
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Oznacimo duZinu i—tog intervala sa Ax; = x; — x;— 1. Tada je parametar podele P
broj
MP) = max Ax;. (5.6)
1<j<n
Definicija. Neka je funkcija f definisana na [a,b], neka je P neka podela intervala
[a,b] 1 neka su&; neke tacke iz odgovarajuceg podintervala [xi—1,x),i=1,2,...,n.
Tada se zbir

R(?agls ‘grl)*xf A-’u:

naziva integralna suma funkcije f za podelu fP.

Sume koje se javljaju u relaciji (5.3) su takode integralne sume, za specijalno iz-
abrane &; (taCke u kojima funkcija f dostize minimum odnosno maksimum) i za
jednake duZine intervala Ax=Ax;, i=1,...,n

Primetimo da ako jc funkcija f negativna na [a, b], tada je bilo koja integralna suma
takode negativna.

Sada moZemo dati sledecu definiciju.

Definicija. Neka je data funkcija f : [a,b] — R Ako za svaku podelu P inter-
vala [a,b] i svaki izbor od n tacaka &1, &, ..., &, sa osobinom &; € [x;_1,xi],
i=1,2,...,n, postoji uvek ista granicna vrednost

I:= lim zf ) Ax;,

tada se za funkciju [ kaze da je Riman—integrabilna (krace: inlegrabilna) na inter-
valu [a, D], a broj I se zove odredeni integral funkcije [ na [a,b], i oznacavamo ga
sa

[bf(x) dx. B

4]

U ovom slu¢aju grani¢na vrednost 7 := (hm Yo f(E:)Ax;, znadi da za svako

£ > 0 postoji & > 0, sa osobinom da za proizvoljnu podelu P sa osobinom A(P) < &
i bilo koji izbor od n taaka &; € [x;_1,x;] vaZi

1

1-Y f(&)Axn| <e

i=1

Brojevi a i b, a < b, su donja i gornja granica, a funkcija [ je podintegralna
[funkeija odredenog integrala (5.7).

Ako je f intcgrabilna funkcija na intervalu [a, b] i
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b a
1. akojea > b, tadajcf f(x)dx:—fb f(x) dx;

€l
¢
2. akojea= b, tada vaZi / F)dx =
d

Postojc i funkcije koje nisu integrabilne. Tako, na primer, ako je funkcija f defi-
nisana na [a, b] i vaZi lim f (x) = oo, tada u prvom podintervalu [xg,x1] bilo koje
A—rd

podele P, za svako M > 0 postoji &;, takvo da vaZi
f (gl)A’CI >M,
"
pa ne postoji l(lli’gn . E S(&:)Ax;. To znadi da funkcija f nije integrabilna, U stvari,
£)=02
vaZi sledeéa teorema.

5.4. Teorema. a) Integrabilna funkcija na [a,b] je ograni¢ena na [a,D].

b) Ogranicena funkcija na [a,b] sa konacnim brojem prekida je i integrabilna na

[a,b].

VaZan je poseban slucaj ove teoreme pod b).

5.5. Teorema. Svaka neprekidna funkcija na [a,b] je i integrabilna na [a,b].

5.3 Osobine odredenog integrala
U ovom delu izneemo osnovne osobine odredenog integrala.

5.6. Teorema. Ako je funkcija f konstanta, 4. f(x) =k, x € [a,b], tada je

f (x)dx = k(b—a).

Dokaz. Zaista iz Y1, f(& )Ax, r kA = kYL Axp=k(b—a), sledi

Mgl)nto ?';,)Ax:_ hm ZAAXI—A(b—a) >

5.7. Teorema. Ako je [ integrabilna funkcija na [a,b], i k neki realan broj, tada je i
funkcija kf integrabilna na [a,b] i vazi

[; @) dx =k /ﬂ * r)dr.

5.8,

59.
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b
Dokaz. Ako jc k=0, tada je prema Teoremi 5.6 / kf(x)dx = 0. Ako je k # 0,

tada postoji lsf( dx =1, jer je funkcija f integrabilna. Ako je P proizvoljna
€
podela zatvmcnog intervala [a, b], tada za svako €| = P > 0 postoji 8 > 0, takvo da

za A(P) < & i bilo koji izbor tadaka & € [xi_1,%i], i = 1,2,...,n vai

):f E)Ax—I| <& =

za § € [x;_1,%]. Prema tome je |Yi kf(&:)Ax;—kI| <key=e. »

Teorema. Ako su dve funkcije f i g integrabilne na [a,b], tada su i njihov zbis;

g gm
razlika i proizvod takode integrabilne funkcije na [a,b]. Ako je, jos, i funkcija —
8

ogranicena na [a,b], tada je kolic¢nik i takode integrabilna funkcija na [a,b].
£

Teorema. Ako su funkcije [ i g integrabilne na [a,b), tada vaZi

b
x) +/¢ g(x)dx (5.8)

Dokaz. Neka je £ > 0 dato. Posto su funkcije [ i g integrabilne na [a,b], to postoje
realni brojevi I; i I takvi da vazi

(9 + 80 dx= [ 11

lbf(X)dx:h, [‘bg(x)dx-—-lg

£
u smislu definicije 5.3. To znafi da za €' = 5 postoje brojevi 8; > 01 8 > 0 sa os-
obinom da je za proizvoljnu podelu P intervala [a, b] za koju je A(P) < min{ 8,52}
zadovoljeno

if E)Ay—h| <€

i=1

'2':1

$° f(E)Ay—b| <= &
=1

za bilo koji izbor tataka &; € [x;i_1,x],i=1,2,...,n

Integralna suma R(?,&,,...,&,) za funkciju f+ g se moZe pisati kao

R(®,E,.--,Gn) ):,(f@ ) +8(8:)) Ax; = ):fé)m&):e&;)mn
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gde su &; proizvoljne tatke iz [x;_1,x;] odredenog podelom . 5.4 Teoreme srednje vrednosti za odredeni integral
Prema tome je za A(%) < min{8,,8,} 5.12. Prva teorema srednje vrednosti za integral.

Ry (1 +1)| Ako je funkcija f neprekidna na [a,b], tada postoji tacka & € (a,b) takva da vazi
p— 41 2 T

()f; SF(E)Ax; — [l) + (i g(&)Ax; — Ig)
i= i=1

[ 1@as= 1) (o-a)

< + <g 4¢ =

if(a,»)mf _n

i;g@JAM-Jé

€

2 Dokaz. Ako je funkcija f konstantna funkcija, dokaz je trivijalan i sledi iz Teoreme
Geometrijski je ofigledno da za nencgativnu i neprekidnu funkciju £ na [a, b] takvu 5.6. Ako, medutim, vrednost funkcije f nije konstantna na [a,b] tada funkcija f
daje f(x) >0, x € [a,b], vazi zbog neprekidnosti dostiZe na [¢,d] minimum m i maksimum M, {j., postoje tacke
uivtakve da vaZi f(u) =m i f(v) = M, §to znadi da je tada m < f(x) <M. Na
osnovu teoreme 5,11 pod (iii) vaZi

b b b
/ mdx < [ f)dx< | Mdx,

ol 1

lbf(x)dxz _[f(x)a’.x—k /be(x)d,’x, 52 e

To znali da je povr§ina krivolinijskog trapeza koji je odreden funkcijom f nad

intervalom [a, ] jednaka zbiru povr$ina krivolinijskih trapcza funkcije f nad [a, ¢l . b ,bf (x) dx
i [c,b]. Uop[§te \]fa?,i 4 3 o nad [, odakle je m(b—a) _<_/a fx)dx <M(b—a), odnosno f(u) < Ll)fa < f(v)-

Kako je funkcija f neprekidna na [a, D], ona prima sve vrednosti na tom intervalu

5.10. Teorema. Ako je funkcija f integrabilna na [a,c) i [c,b] takvim da je a < ¢ < b, izmedu f(u) 1 f(v). To znadi da postoji & € [u,v] takvo da je
tada je funkcija f integrabilna na [a,b] i vaZi 1 b
) C b 1®=5—-[ s »
/{ ) S(x)dx = l f)dx+ /c. f(x)dx. Broj € i u ovom slutaju nije jednozna&no odreden, kao §to nije bio ni kod Rolove

ili Lagranzove (coreme.

S:11. Teorema. Neka je funkcija f integrabilna na [,8) Ako je f(x) > 0 na [a,b], tada teorema 5.12 ima jednostavnu geometrijsku in-

terpretaciju. Naime, u tom slu€aju povrSina pravougaonika Cija je jedna stranica
jednaka b — a (duZina intervala [a,b]), a druga stranica jednaka f(E) jednaka je
povrsini krivolinijskog trapeza funkcije f nad [a,d)].

Teorema 5.12 je, u stvari, specijalan slucaj sledece teoreme.

(i) Tada je funkcija |f| je takode integrabilna na |a,b] i vazi

( ) ] < [ 1rwlas

i 5.13. Druga teorema srednje vrednosti za integral.
Neka je funkcija [ neprekidna na |a,b|, neka je funkcija g integrabilna i stalnog
znaka na [a,b]. Tada postoji tacka & € [a,b), sa osobinom

. b
‘ [ 10t dx=1@- [ stoax

(i) Ako je funkcija f integrabilna i pozitivna (resp. negativna) na [a,b), tada je
b b
/ f(x)dx >0 (resp. / S{x)dx < O) .
o 4]

(iii) Ako su funkcije f i g integrabilne na [a,b], i f(x) < g(x), x € [a,b], tada je
5.5 Osnovna teorema integralnog racuna

b b
x)dx < x)dx. ’ ; o g .
ﬁ flxydx < /a 8(x) Vazna posledica tcorema srednje vrednosti za integral jeste




5.14.

5.15.
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Teorema. Ako je funkcija [ neprekidna na [a,b], tada je funkcija, G definisana sa
G(x) = f f(ydt, x€lab], (5.9)
a

primitivna funkcija za funkciju f, tj. za svako x € (a,b) vazi G'(x)= f(x).
Dokaz. Necka su x i x+ /7t iz (a, b). Po definiciji prvog izvoda je

A+ A ath
/1 f()de— L S(t)de ' f()de

Glx+h) — G
(] el—=lim ——M—G(x) = lim = lim =%
h—0 h h—0 h h—=0 h

Na osnovu tcoreme srednje vrednosti integrala 5.12, postoji tacka & iz intervala
[x,x+ A] takva da vaZi

A+h
| rode=n-r®),

Prelaskom na grani¢nu vrednost dobijamo

(Koristili smo neprekidnost funkeije f u tacki x.)) »

Na osnovu prethodne teoreme moZemo dati vezu izmedu odredenog i neodredenog
integrala.

Njutn-Lajbnicova formula Neka je f neprekidna funkcija na [a,b], a F jedna
njena primitivna funkcija na [a,b], 1.

F'(x) = f(x), x€(a,D).

Tada vazi:

[ 1w =F@| = Fo)-Fa). (5.10)

Dokaz. Neka jc F proizvoljna primitivna funkcija funkcije f i neka je G funkcija
data relacijom (5.9), tj.,

Eld= / " f@)de, xelab].

Pokazano je da se dve primitivne funkcije za istu funkciju mogu najvise razlikovati
za konstantu, $to znadi

G(x) —F(x) =C, odnosno /xf(r) dr=F(x)+C,
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7a svako x € [a,b]. Na osnovu relacije (5.9) je
el
Gla) = f f®)dt=0=F(a)+C, odnosno F(a)=—C.
o
Na osnovu prethodnog sledi
b
G(b) = / F(5)dt = F(b) +C = F(b) — F(a)-
a
Uobi&ajeno je da se pri izratunavanju odredenog integrala pise
¥ b
[ =P =F)-Fla). >
5.16. Primer. Primenont osnovae teoreme inlegralnog racuna odrediti sledeée odredene
integrale:
-tr1o1 1
b)[ —_3+—+\/?—T dl;
; AT . 3

Aq
a) f (82 + 3% + 1) dx;
73
)d}., d)f qnu-i—tgx-}-?,cns )dx

o [ (e

ReSenja.
at & ! 4 3 4 3
/ (8 + 322+ 1)dx = (874"-]-3?+x) =24 44 +4-(2- (1) +(=1)"+
~1
(—1)) = 580.

b) /_—31( +- +«/T—-\/%)dw (_éﬂnm_

1 WP . 1 2P
:—m-!—lnl—l]— 3 -3 (—I)r-(-—m-i-lnl—ﬂ 3 3 (3))

= 1’;—1113—3\3/:;4—2\/5.
3

3 3 2 X
; ax e 3a i
c) /\/i (Ze x2+9+ 1) dx (36 +arctg(3)+x) B

3
3 —arctg(V3/3) - V3=

(e ue3ﬁ)+£+3—x/§.

2 3 24
= §e3 ‘*+arctg(3/3)+3—§ 2

/3 . X /3
d) f (smx—i—tgt-{— 2cos— ) dx = (— cosx— In|cosx| +4sin 5) lo
0

3 2 0D
= —cos(n/B)—lnlcos(‘;'t/3)|+4sin% +cos{)+ln|cos0[+4sm§:§+In2.




232 Glava 5. Odredeni integral

5.17. Primer. Odrediti broj & € [a,b] koji zadovoljava uslove teoreme 5.12, tj. teoreme
prve srednje vrednosti integrala, za sledece integrale:

X 2 3
2) /:(4—%)(&; b)f1 (ﬁ+%)m

Resenja.

3 32 35
a) Na osnovu teoreme 5.15 je / 4—— Jdx= [dx——
0 4 12
5.12 postoji tacka & takva da vazi

3 5 2 39 16-&2
B ) e, [ A 5.
.ﬂ( 4)“ ( )B O i =T
Odavde sledi da je &> = 3, pa je traZena vrednost & = /3 € [0,3].

37, 1 3 3
b) 1-/,/ (.r-&-_,—) dx = (—‘——1) 2
1 A 3 x

3 O 28 .
=5 1 (Erg) e n=Foe
£ 2,1075. b

= - Na osnovu teoreme
0

5.6 Smena promenljivih kod odredenog integrala

Kod izraCunavanja odredenog integrala koristi se neodredeni integral tako da se i
smena kao i parcijalno integraljenje mogu primeniti na neodredeni integral pa se
posle mogu samo zameniti granice.

Medutim moZemo vr8iti smenu i kod odredenog integrala na sledeéi nadin. Ako je
lunkcija ¢ bijekcija intervala [c, d| na interval [a, )] i ima neprekidan prvi izvod na
(¢,d), tada posle smene x = §(r), dx = ¢'(¢) dt, vazi

[ reas = [ soe e
gde je o = §(c), b=9(d).

Moze se pokazati da je uz prethodne uslove funkcija ¢ monotona na [c, d].

5.18. Primer. [zracunari sledece integrale: a) f Vx—3dxt; h) / rdx

cos(Inx) dx /2 5 L evdx V5 dx
¢) f—; df sx-ctg” xdx; /——; —
A " )“/6 cosx-ctg”xdx;  ¢) M = ) v o
ReSenja.
a) Ako stavimo smenu x = §(¢t) =1+ 3, dakle ¢'(1) dt = dr, tada granice 1ntcgraljeimpoeta_]u
1=3-3=0it=6-3=3. Tako dobijamo
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3

6 3 3/2 | /7
/ W oo f VOO0 / Mg = 2’3 %:2\/5
J3 JO

b) Ako koristimo smenu 1 = x + 2, dakle dt = dx, tada posle promene granica dobijamo

'l 2 3 (M2 2
] u dx:/ M: r—u—4r+4lm‘
_[,\'*f-z 1 ! 2 1

¢) Ako stavimo r = Inx, tada se dilerenciranjem leve 1 desne strane ove jednakosti dobija
dx . fecos(Inx L !
dr = —, pa sledi / ﬁdx'zf costdi = sint
%) I X 0

=sinl.
0
d) Posle smene ¢ = sinx, df = cosxdx, nove granice integraljenja postajur = 1/2ir=1, pa
se dobija

e 2 U f2 1
f cosx-ctgxdy = / 5 dr = (_ _;)
/6 Jijz o {

¢) Smenomt = ¢*, dakle df = ¢* dx, dobija sc

Py 1
=2 —12+4In3— S +4=4In3-4.

1
11
el | s i,
s )

L2 : d.f e
ey = = arclgx
o l+e> 1 1

) Smenom a? =1, 2xdx = dt, dobijamo f

T
= arctge — arctg | = arctge — Fig

dx 1 /3

dr
Vel ,x\/f'— 255 iir=9

Dalje se novom

smenom 12 — 9 = 12, 2t dt = 2rdr, dobija

fﬁ Ay 1 dr 1
Vi /AT =9 2Jo 249 6

4

1 4
= —arclg—. b

arctg —
ng

3

5.19. Teorema. Neka je [ integrabilna funkcija na intervalu [—a,al.

a) Akoje [ parna funkcija, tadaje | f(x)dx=2 / Flx)is.
—a 0
o

b) Akoje f neparna funkcija, tada je / Sl = D.

-l

Dokaz, a) Ako je [ parna funkcija, tada za sve x € [—a,a] vazi f(x) = f(—x), pa
se primenom leoreme 5.32 dobija

_”f( )(1’)(-]_(l f(x) rh+[ (x) dx.

Ako u prvom integralu uvedemo smenu t = —x, dakle dt = —dx, pri éemu je za
X=—a,t=a,a [d x=0jet =0, pa dobijamo

_“j( wlde = —A dr+_/ x) dx

- fo " ) dx+ /O fx)dx=2 fo " ).

b) Ako je f neparna funkcija, tada za sve x € [—a,a] vazi f(—x) = — f(x), pa se dobija
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a 0 a
» Flx)dz= f_ ! f(x)dx+ fo fx)dx.

Ako u prvom integralu uvedemo smenu ¢ = —x, tada je dt = —dxiza x= —a, je
t=a,azax=0jer=0, padobijamo

i T fdE= hlof'(—r)dt—{-foaf(x) dx=—A(If(.x)d.x+£‘I,f(x)dx: 0. »

—dl

5.7 Parcijalno integraljenje

Ako su u 1 v neprekidno—diferencijabilne funkcije na [a, b], tada vaZi formula par-
cijalnog integraljenja:

b b b
/ u(xp'(x)de = u(x)v(x) { - / W (x)v(x) dx
el [ Nl (5 ] 1 ]_)

= u(b)v(b) —ula)v(a) — /bu"(x) v(x) dx.

a

5.20. Primer. Ilzracunati sledece odredene integrale:

7 5 /2
a) /;xe_ Ydx; h) f xzsin(Bx)dx;
2 0

¢) ‘/.ux Inxdx.
1

ReSenja.
’ ; ; ; 1
a) Akostavimou=xidv=ePdrxtadajedu=dxiv= [ e > dx= —ge“h. U zadnjem
inlegralu kori§¢ena je smena ¢ = —5x. Na osnovu formule (5.11) vaZi:

7
L & X s | 1f7’—5,x T 35,2 490 1 _s
% dx — — — —— ¥ e f— — — X
xe = 56 ;5 ( 5/, e dx | = 5e +Se 256
T 35,2 19 1 ( —35  —10 36 35 11
¢ 5° g ) ~25°¢ 25° -

o
~

2
5 5 25
b) U ovom sluaju staviéemo u = x* i dv = sin(3x)dx, du = 2xdx i v = / sin(3x) dx =

1
—§C()s(3x). Iz (5.11) tada sledi:

/2 2 w2 2 /2
- |-z / xcos(3x)dx | = w-/ x cos(3x) dx
3Jo 3 /o

0
Poslednji integral éemo takode reiti parcijalnim integraljenjem, tako §to ¢emo staviti

/2 y 1
f x° sin(3x)dx = — §x2 cos(3x)
0

11 =x1dv = cos(3x) dx, odnosno duy = dxivy = 3 sin(3x). Tako dobijamo
w2 1 [m2

—= / sin(3x) dx
) 3Jo

L 0. 1 1 :
65111(311:/2) - 55111(3-0) ~3 (-—5 cos(3x)

/2 ¥
/ xcos(3x)dx = 3 sin(3x)
0

I
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L 2 T 1y @w 2
Konac.nmc[) X SIH(3JL)(LX—§'(—-6- 9)‘ 5”5

.. . _ . dx
¢) Dati integral se refava primenom parcijalnog integraljenja: # = Inx, dv=xdx, {j. du= -
e
v = —-. Tako se dobija

L

~ B 2 ~ 7 (2
v 1 2 32
1—5/1‘ xdx=2In2— E

& 1
/ xlnxdx = %h}x :2]112-—1»{-2L~:21n2—3/4. >
1

1

5.21. Primer. Izradunati sledece odredene integrale za n € Ny

/2 /2
£; & / cos” xdx; = f sin"xdx.
0 0

. o
Refenje. PokaZimo prvo da je za sve n € Ny I, = J,. Zaista, smenom ¢ = 5 — X,

¢t = — clx dobijamo

/2 /2 T 0 72
I, = / sin” xdlx =f cos” (— — ) dx = —/ cos’ tdrt :f cos" xdx = J,.
0 0 /4 /2 0

Dakle, dovoljno je izracunati integrale [, n € Ny. Zan =10 je

/2 /2 T2 [
Iy= / sin®xdx = dx=x =—, (5.12)
0 0 0 2
azan=1]e
/2 /2 /2
I = f sin xdx = / sinxdx = —cosx| =L1. (5.13)
0 0 0
Neka je sada n > 2. Ako primenimo parcijalno integraljenje:
u=cos" 'x, dv=cosxdx, du=—{(n—1)cos" >xsinxdx, v=sinx,
dobijamo
/2 2 o 2 e 2 )
I, =cos" asinx| +(n— I)f cos" Txsin“xdv= (n—1) f cos" “x(1 —cos”x) dx.
0 0

Na osnovu toga je I, = (n— 1) (I,—2 — I,) , odnosno

7”*-1

I = dy2, n22. (5.14)

Akojen=2p, p €N, tada iz (5.14) i (5.12) dobijamo

¥
Ip  2p—2 20  (@pPp=2)w2 2

L = 2p—1 _2p=1 2p-3
S Ty RS Tgn Py e
2=l dp=3 .1 7(21;—1)(2&0_3)...1.
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Akojen=2p+ 1, pe N, tada iz (5.14) i (5.13) sledi

2p ¥ _ 2p 2p-2
2p+1 P T pyl 2p—1
2p 2p-2 1 (2p)(2p—2)---2

. —— e e . I = 'I.
2p+1 2p—1 3 : 2p+1)(2p—1)---3 >

12;1+1

5.8 Primene odredenog integrala

5.8.1 Povrsina ravnih likova
Ncka je data neprekidna funkcija f : [a,b] — R koja je nenegativna nad [a, b).

Na osnovu definicije (5.3) i relacije (5.4) moZemo reéi da je povr§ina P krivolini-
jskog trapeza funkcije f nad [a, b] (tj. povi$ina figure ograniena sa grafikom funk-
cije f, ordinatama x = a i x = b, kao i intervalom [a,b] na x—osi), jednaka (sl.
5L}

P= -[)f(x) dx.

5.22. Primer. Odrediti povr§inu ogranicenu krivom y = Inx, x—osom i pravom x = e
(sl. 5.0.).

ReSenje. Na [a,b] funkcija je nenegativna, tako da je traZena povrSina

P:/ Inxdx = (xInx—x) izelne—e—l-lnl-%—l: I
1

(Integral f Inxdx reSavali smo parcijalnim integraljenjem.) b

U slucaju kada je funkcija f negativna na [a,b], tada se povrSina krivolinijskog
trapeza funkcije f nad [a, ] odreduje kao
P=

l " |, / 00

5.23. Primer. Odrediti povrsinu ogranicenu krivom y = x> — 4 { x—osom.

Resenje. Funkcija f(x) =x*> —4imanule zax; = —2ix, = 2. Na (—2,2) data funkcija
je negativna, traZena povrSina jednaka

{54

2

i
p:’/ (x2 — 4) dx

[ (C- O 1N
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Slika 5.7, Slika 5.8.

5.24. Primer. Odrediti povrsinu ograni¢enu sinusoidom y = sinx i intervalom [0,2%) na
X—osi.

Resenje. Na (0,7) funkcija f(x) = sinx je pozitivna, dok je na (%,2%) ona negalivna.
Tako je trazena povr§ina jednaka

n
f sinxdx
T

yis
Naravno, trazenu povidinu mogli smo traziti t kao P=12 / sinxdx=2-2=4.
0

hd 2n

T
P = /sinxd.x-i— = (—cosx) 5 =24 |-2[=4
0

+ ‘(—cosx)

T

2T
Primetimo da je / sinxex =0, a, kako smo videli. da je povr§ina slike ograni¢enc

0
krivom y = sin.x i intervalom [0, 2x] na x—osi jednaka 4. p-

5.8.2 PovrSina izmedu krivih
Ako su f i g neprekidne funkeije na [a,b] i vaZi f(x) > g(x), za svex € [a,b], tada
je povrsina ograni€ena krivama f 1 g i ordinatama u taCkama a i b jednaka

[y b
Pes ‘l f(x)dx— L bg(x) dx= £ (f(x) — g(x)) dx.

‘
5.25. Primer. Odrediti povrSinu ogranicenu krivim linjjama y = x> i y = /x (sl 5.8.).
Regenje. Talke u kojima se date krive scku odreduju sc reSavanjem sistema jednaCina
y=x* y=vkx
odakle sc dobija jednadina x* = /X, €ija su refenja x; = 0, 1 2, = 1. Znadi, date

krive se seku u ta¢kama 0(0,0) i A(L, 1) (videti sl. 5.8.). TraZena povrina P sc
dobija kao razlika P = P} — P, gde je

1 :

1 2.\3/2 2 1') x5
D = We b ge— == = rdyx=— 3
P [O\/In’.x 5 3 P> [)xm 3,73

1
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Prema tome je P=2/3—1/3=1/3.p»

5.26. Primer. Odrediti povrinu ogranidenu sa krivom y = x> i pravama y = 6+x i
2y+x=0¢(sl 5.7).

ReSenje. Presek pravihy =6+xi2y+x =0 je tatka A(—4,2), a presek kiive y = 23

sa pravom 2y +x = 0 je tacka 0(0,0) (koordinatni poCetak), dok je presek krive
y = sa pravom y = 6+ x taCka B(2,8). Svaka od ovih prese¢nih tataka dobija se
refavanjem odgovarajucih sistema jednacina:

taCkaA: y=64x, 2y+x=0;
tatka O: y=x>, 2y+x=0; tatkaB: y=6+ux, y =1

TraZena povrsina sc dobija kao zbir P = P + P», gde je
0

=24-12=12,
—4

2

]_Z (6+x-(-3)) dx:L (6+3 )dl (6,\'+3%)

2 AN\
h = - = == ] =12+2-4=10.
Py A (6+x—x") dx= (6,\+2 4>0 +

Prematome je P=P1+ P, =124+10=22.p»

P

2!

5.27. Primer. Odrediti povriinu ograni¢enu parabolama y = =2, y=6x—x.
(sl. 5.9.).

ReSenje. Resavanjem gornjeg sistema jednacina dobijamo da se date parabole scku u
tatkama 0(0,0) i A(4,8). Parabola y = x> — 2x ima nule u tatkamax =0ix =2, i
ncgativna je na intervalu (0,2), dok parabola y = 6x— x* ima nule u tackama x = ()
i x = 6. Zbog toga sc traZena povisina odreduje kao P =P+ P, —P;, gde su

4 3y 4
2 2 X 64 80
= [ —X = E—— =4 _— =
P /G(G), ) dx (31 3)0 - =3
) 3 2
G X 9 8 8 4
= 2 —2x)dx|=| [ = —x* =2 _g4|l=4-Z=2
1[) (x™ —2x)dx (3 l)o ‘3 ‘ 33
4 3 64 8 20
s T 2_ 9. R L_ 2 e 2 _
I3f£ (2 — 2x) dx (3 .\) =3 -gHe=T

Prema tome je P = 80/3 +4/3~20/3 =64/3. »

5.8.3 Kriva u polarnim koordinatama

Neka je u r@—ravni data kriva u polarnim koordinatama r = f(8), gde je f nep-
rekidna funkcija promenljive 0 (sl. 5.10.). (Podsetimo se da je tatka A u ravni

5.28.
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Slika 5.9. Slika 5.10.

odredena uredenim parom (7, 0) gde je r odstojanje tatke A od koordinatnog pocetka
0, dok je B ugao izmedu OA i pozitivnog smera x—ose.)

Odredi¢emo povr§inu "krivolinijskog isecka”, naime poviSinu ograni¢enu pravim
linijama 8 = a, 8 = b, gde je 0 < a < b <2n i grafikom funkcije r = ().
Izvr§imo podelu P ugla [a, 5] pomocu polupravih koje sa pozitivnim smerom x—ose
zaklapaju uglove 6q,01,02,...,08, naslededinatin a=0p<B8; <0, <... <0, =D
i neka je AB; = 0; —0;_1 za i = 1,2,...,n. Time smo dati "krivolinijski isecak"
podelili na "male" krivolinijske iseCke AA; (sl. 5.10). Neka su f(i;) i f(v;) mini-
malna i maksimalna vrednost funkcije f nauglu [8,_;,8;], tada vaZi

(£06))*0; < AA; < (/)80

D] =

§to povlaci

Z f(1:))?408; < ZAA < Z 2A0;.

Ako sa poveéanjem broja n tj. kada n — oo, parametar podele tezi nuli: A(P) =

max AB; — 0, tada svaki ugao A®; — 0,i=1,2,...n, pa je povr§ina posmatranog
1<i<n
krivolinijskog iseCka data sa

n U

- L 2 ; 1 2 1t 2
P= lim Y —(f(u;))°A8;=_lim Z§(f(vi)) Aei:E/H (F(8))-de,

A(2)0/=( 2 A(P)—0 /=
ako prethodne graniéne vrednosti postoje.

Primer. Izracunati povriinu Bernulijjeve lemniskate date u polarnim koordinatama
p* =a*cos(2¢) (sl 1.39.).

Refenje. Ako su x iy date u polarnim koordinatama, tj. x = pcos¢, y=psing,

tada se povidina ogranitena sa krivom p = f(¢) i polupravama ¢ = 01 1 0 = 02



|
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izratunava po formuli
1 fo:
P=5 [ (f(#))*do.
o1
Da bi u naSem slucaju odredili granice integracije, tj. ¢1 i §2, reSicemo jednacinu

p = ay/cos(2¢) = 0 uz uslov |2¢| < 1t/2. Takva reSenja su ¢; = —n/41 ¢, =7/4,

pa je traZena povrsina

1 rm/4 5 ,8in(2
P=2 (5 /:n/q a”cos(20) d¢> = a'-————sm(z 9)

w/f 2
4 =S (-(-1)=a »

~n/4

5.29. Primer. [zralunati povrsinu kardioide date u polarnim koordinatama sa p =
a(l+cos9), 0<¢ <2r, ako je a pozitivan parametar (sl. 1.38.).

I ) e 2 3
Redenje. P— 1[ 2 costtidp= "= [$+2simp+ L4 TL20Y BT
2.0 2 2 4 0 2

5.8.4 Parametarski zadata kriva

Neka je kriva C u ravni data u parametarskom obliku tj. x =g(¢), y =h(r), t € (o, B)
i g(a) = a, g(B) = b. Tada se povrsina krivolinijskog trapeza odredenog krivom C
nad [a, b] odreduje kao

b B
P:/ ydx:/ h(t)g'(¢)dt. (5.15)

5.30. Primer. Izracunaii povriinu ograni¢enu jednim lukom cikloide x = a(t —sint), y=
a(l—cost), te€[0,2x], (a>0), i x—osom (sl. 1.34.).

ReSenje. Primetimo daje zat=0,x=01iy=0,adajezat=m,x=aiy=0.
To znadi da je grafik date funkcije iznad x—ose nad [0,a], odnosno za ¢ € [0,2x].

[

Dakle, traZena povr§ina je P = / ydx. Kako je dx = a(1 —cost)dt, to sc moZe
0

pisati

2n n 2
B = / a(1—cost)a(l —cost)dt :aZ/ (1 —2cost+cos“1) dt
0 0

o
= 3na’. p

0

t 1
o g (I—Zsint—l——z--l-zsinh)

5.31. Primer. Izracunati povrsinu ogranicenu astroidom x = acos’t, y=asin’t, a > 0.

ReSenje. Lako je videti (sl. 1.35.) da kada ¢ prode interval [0,27], tada se u ravni
dobija zatvorena kriva koja sc sastoji od Cetiri podudarna dela. Zato je traZzena

[)
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povrdina
0 0 0 p ,
= 4] y(r)dx(t) :4/ y() X (1) dt = 4/ (—3a”)sin cos™ t dt
n/2 n/2 n/2

124 /2

T/2 (1 —cos2t)? 14 cos2t
= 12 2/ . [ = sy s — 2 l.3 .
B 7 5 d 5 /o (1 —cos2t —cos”2t + cos 21) di
3¢ (sin2r 1 LAY ey sm®2\\ " 3na’
- e it —_— — N2 — = ¢
2 5 " 3 ooy e 1 3 i B F

5.8.5 Zapremina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem neprekidne krive y = f(x) oko x—ose nad [a,b]. U
cilju odredivanja zapremine tako nastalog tela, izvi§icemo podelu zatvorenog in-
tervala [a,] na podintervale [xi—1,%], i = 1,2,...,n, i oznagiti sa Ax; = x; — x;_,
(515 L)

Na svakom od podintervala posmatramo pravougaonik ¢ija je jedna stranica pod-
interval [x;_; — x;] duZine Ax;, a druga stranica jednaka vrednosti funkcije / u pro-
izvoljnoj tacki podintervala Ax;, tj, jednaka f(w;), ©; € [x_1,x]. Svaki od tih
pravougaonika obrtanjem oko x—ose obrazuje valjak visine Ax;, sa polupreénicima
osnove jednak f(w;).

U ovom slu¢aju svakako smo pretpostavili da je funkcija f nenegativna na [a, D],
(4. f(x) >0, x€ [a,b].)

Kako je zapremina svakog valjka 7( f(®;))?Ax; i = 1,2, ... 1, to moZemo pisati

el b 2
V=_lim ¥ n(f(w))Ax=x / (F(x))2dx.

A(P)=0

Ako telo nastaje obrtanjem krive x = g(y) oko y—ose nad [c,d] , tada je njegova
Zapremina

v=x [ co)a

Slika 5.12.

Slika 5.11.
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5.32. Primer. Qdrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem parabole y = 2+ 1 nad
[—1,1] oko x—ose.

X

b2 2 Lo g 2 A l _56m
Resenje. V:n/_l(x +1) dx:nf_l(x +2x"+1)dx=m 5 +2?+x _[_F'>

5.33. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem kubne parabole y = x
nad (1,8] oko y—ose.

* o
=5F

8 8 31/5/3
Resenje. Iz x = ¢y, sledi V=mn /1 G dy=mn fl Vilay=mn ( - ) 1

5.34. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povriine ograni¢ene
¥
parabolomy=x"+2iy= - + 1 nad [0,1] oko x—ose (sl. 5.12.).

ReSenje.
L ) ) X 2 /I 4 152 4 ) .
- — C fais - — % WLl — +3 dl
Vv = n/o ((x +2) (2+1) dx ﬂ:o XA
B 5 A2 ' 79x
= ey 3 = e
(5 IR My

5.35. Primer. Odrediti zapreminu tela koje nastaje obrtanjem povriine ogranicene kri-

1
vomy = gxg i pravom y = 2x oko y—ose.

Resenje. Presecne tacke datih krivih su 0(0,0), A(4,8) i B(—4,—8). Kako se date

krive mogu zapisati u obliku x =2y, odnosno x = %, to je zbog njihove neparnosti:

8
_1024n
= —

8 1 12V5/3 V3
_ 2/3 _ -2 i - o
V—Z?tfo (4y 4y)dy ZTC( 5 17

5.36. Primer. Odrediti zapreminu torusa koji se dobija obrtanjem kruZnice X4 (y—
a)* = 12, oko x—ose, ako je 0 <r < a.

0

Resenje. Oznacimo sa fi i f> redom funkcije date sa

) =atViA—2 i ) =a-VP—2, ¥ <n
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F 2

Tada je traZena zapremina V =V, —V,, gde je Vi == / fix)dx i W=
=r

.
T / f3(x)dx. Prema tome je
—7

V = TC]IY ((a-i— \/rT——x?)z—(a— \/rz—xz)z) dx

—r
,
= 71:/ (a3 +2aV PR =247 - —a* +2aV PR — 2 — +x2> dx
-
- -
= 4arn / Vrt—xt =8amn f V1?2 —xdx.
—-r 0
Poslednji integral se reSava smenom x = rsint, dx = rcostdt, pa je

T2 t  sin2r
V= 8(!312)2/ cos’tdt = 8m | — + S
0 2 4

/2

T
= 8anr” - = = 2arin?. >
0 4

5.8.6 Duzina luka krive

Neka funkcija f ima neprekidan prvi izvod na [a,b]. DuZina luka £ date krive od
tatke A(a, f(a)) do tatke B(b, f(b)) odreduje sc pomoéu odredenog integrala na
slededi nacin (s1,5.13.).

Neka je P podela intervala [a,b], tj. nekaje a =xo <x1 <X < ... <xp_y <X, =b
i neka je A(F) parametar podele P. Kao i ranije, stavimo Ax; za duZinu i— tog
intervala [x;_1,x]. Odredimo u deonim tatkama x; ordinate f(x;), koje na krivoj
odreduju tacke Q;, i = 0,1,...,n. Posmatra¢emo izlomljenu liniju 00010>...0,,
sa delovima Q;_1(;, ¢ije su duZine ;. Tada je duZina luka krive od tatke A do B
priblizno jednaka duZini izlomljene linije Qg010Q5...0,. Zbog toga sc za duZinu
luka nad intervalom uzima grani¢na vrednost

£= i iy
1{1%101-);‘0 *

Q.

a=xn X X. Xy X, o XT,,=’7

1 2
Slika 5.13.
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ako ta granica postoji. Kako je

5=\ () = floxiet))P + A2, (5.16)

to na osnovu LagranZove teoreme srednje vrednosti postoji tatka ; € [xi_1,%:]
takva da vazi

SOu) — flxim1) = f(an) - Ax;.

Tako relacija (5.16) postaje s; = 1/ (f(®;))% + 1 - Ax;. Odatle je
n
¢= Lim Ts= lim Y /() +1-An
ok oV U )

Prema tome se duZina luka krive odreduje po formull

i= fab,/l +(f'(x))2dx. (5.17)

5.37. Primer. Odrediti duginu luka krive f(x) = 3x*/* — 10 od tacke A(8,2) do tacke
B(27,17).

Resenje. Kako je f/(x) =

e= [ 1+@ctppas= | 1 gmar= [

2 o ;
Poslednji integral se reSava smenom ¢ = 2R +4, dt = §x_1/ Sdx; pri ¢emu je za
x=28,1t=28,azax=27,1=13. Tako se dobija

2x~1/3, to je tra¥ena duZina luka

13 13
ez% \/Ea'r=r3f2|8 =VIP-vVe~24,245. »
8

5.38. Primer. Odrediti duginu luka krive f(x) = Inx od tacke A(1,0) do tacke B (V/3, %9-) .

Vi V3 VI+42
Resenje. Kako je f/(x) = 1/x, to je £='/l 1+x—2dx=f1 3 * dx. Smenom

=tgt, dx= _dr_ pri éemu je V14 x? = L anove granice integracije postaju
cos?t’ cost’
x/4 i®/3. Tako dobijamo

n/3

3 /3 o 2 1
= K L=/ wm: (L+ln|tg(t/2)|) =2—v2-=In3-
n/a sintcos®t  Jmpa  sintcos?t cost )i 2
T
Intg —.
ntg g >

Neka je kriva data u parametarskom obliku x = g(t), y = A(t), ¢ € (0, B), gde su
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funkcije g i A neprekidno diferencijabilne nad o, B] i vaZi g(a) = a, g(B) = b. Tada
sc duZina luka te krive nad intervalom izracunava kao [a, B] izratunava kao

B
Bies / (12 + 1 (1)2dr. (5.18)
o

5.39. Primer. Odrediti duZinu luka astroide x = asin®t, y = acos’t,
Je a pozitivan parametar (sl. 1.35. ).

€ (0,27, ako

Resenje. Kako je x, = 3asin®tcost iy, = —3acos®tsint, to je

¢ = 4f V 1+ 04 dx= 4/:/2 V()2 + ()2 d

/2 P 3 /2
= :4f \/90:3(sin tcos?t +sin“rcos’ 1) dr = I.Zaf sinfcostdt = 12a
0 0

b
5]1’12[ =

0
= 6a. b

5.8.7 Povrs$ina obrtnih tela

Neka telo nastaje obrtanjem nenegativne kiive y = f(x) oko x—ose nad [a,b],
nad kojim funkcija f ima neprekidan prvi izvod. Podelimo [a,b] na podintervale
[%i-1,%], i=1,2,...,n, i, kao i ranije, oznaimo sa Ax; = x; — x;—_;. Na svakom
od podintervala posmatrajmo trapez ogranicen sa intervalom [x;_;,%;] na x—osi,
ordinatama duZine f(x;—1) i f(x;), 1 duZ s; koja spaja tacke na krivoj odredene or-
dinatama u taCkama x; i x;_1. Svaki od tih trapeza pri rotaciji oko x—ose obrazuje
zarubljenu kupu ¢iji su poluprecnici osnova f(x;) i f(x;_1), aizvodnica s;. Povrina
omotaca takve zarubljene kupe je P, = 7(f(x;—1) + f(x:)) - 5;. Prema tome, ako je
A{P) parametar podele, tada je povriina omotala M posmatranog obrtnog tela jed-
naka

n b
M =1imy (g0 ) 7(f(vie1 + () -5 = 275/ Flhy/ 14 (f'(x))* dx.
i=1 a

5.40. Primer. Odrediti povrsinu omotaca tela koje nastaje obrianjem oko x—ose krive
y* = 12x od tacke x = 0 do tacke x = 3.

Resenje. Kako je2yy' = 12, tj. y' = 6/y, to je traZena povisina jednaka
3 3/ 7 3
M = 27cf y1/1+(y’)2dx:231:/ y3—6y+ldx::2ﬂ:/ V364 12xdx
0 0 : 0

1 (36+120% [
2n.i§.2.—§—

Il

= 24(2\/’3—— ]}TE. >
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5.41. Primer. Proveriti da je povrsina lopte poluprecnika a jednaka M = 4a®. tackuicp = %, k=1,2,...,n. Onda imamo pribliZznu formulu
Refenje. Posmatracemo samo gornji deo kruZnice date u parametarskom obliku x = f ! fx)dx= ——b— a i S lex)

acost, y=asint, 0<t <, koja se obrée oko x-ose. Tako dobijamo loptu &ija W n =
je povisina koja se zove pravilo pravougaonika, Imamo i odgovarajuce formule ako tacke c
. - . ! : g g J k

M = / 2masintV a?sin?t + @ cos? t dt = 21a® f sint dt biramo na neki drugi natin.
0 . D Zna se da ako funkcija f ima neprekidan prvi izvod f” (x) na [a,b] apsolutna greska
= —2na*cost| = —2ra*(—1—1)=4na’. » o A —a)’ ;
0 aproksimacije nije veéa od M, gdeje M = max |f (x)]-
agasg

5.42. Primer. Odrediti povrsinu omotaca tela koje nastaje rotacijom oko y—ose krive
x =1y od tacke x = 0 do tacke x = 8.

L
5.43. Primer. Izracunati pravilom pravougaonika integral / = uzimajudi n =4.
0 X

1

ReSenje. Odgovarajuce vrednostizax=01x =8 suredomy=01iy=2, paje traZena ReSenje. Pravilo pravougaonika daje

povrsina jednaka:

8 2 o 145 7
= : Y2 dy = T s = — Bea ).
Mon/D /14 () dy_ZthO y3\/1+9y4dy—36f1 Vidu= - (Va5 -1) >

5.9 Numericko integraljenje

U radu sa inZenjerskim problemima Cesto treba izracunati odredeni integral ncke
neprekidne funkeije ¢iju primitivnu funkceiju nije lako naéi, ili pak odredeni integral
neke funkceije date tabliénim vrednostima dobijenim izvodenjem nekog eksperi-
menta. Na primer, integrali

/le"zdx, %ﬂ i fzidx

0 0 X 1 X

se ne mogu dobiti primenom Njutn-Lajbnicove formule. Da bismo izracunali
takve integrale mi primenjujemo numeri¢ke metode, tj. nalazimo njihovu pribliznu
vrednost, NaveSéemo tri najéesce kori§€ena pravila za pribliZzno izraCunavanje
odredenog integrala i dacemo za sva tri formule za procenu greske-odstupanja pri-
bliZne vrednosti od ta¢ne vrednosti integrala.

5.9.1 Pravilo pravougaonika

Neka je f neprekidna funkeija na [a,b]. Da bismo pribliZno izraunali integral
f,b f(x) dx podelimo interval [a,b] tatkama a = xp < x1 <... <X—1 <X, =Dbna
b—a

n jednakih delova (njihova duZina je i = } i u svakom podintervalu uzmimo

I

fl IR N [N SO SOV SRV T P& S SR . X, QR
o I+x = 4\1+l 143 143 T4/ T\ 9T T B35, T
Procenimo sada gre$ku aproksimacije. Posto je f(x) = ﬁ onda je f'(x) =

__1 2 i - J LN T A S G L i
TR Na [0,1] je M = Pz |/ (x)| = 1; odakle sledi da u¢injena greska nije

veca od

b=} 1 1
( 2”) M= 2f4:§:0.125.
Njutn-Lajbnicova formula daje tatnu vrednost integrala:

"’xl —In (x4 1)|} = In2 ~ 0.69315.

Apsolutna greSka pravilom pravougaonika je manja od 0.001. $to je u saglasnosti

sa procenom koju daje teorija. p

5.9.2 Pravilo trapeza

Zelimo da izradunamo integral f{f’ f(x)dx gde je f neprekidna funkcija na [a,b].
Jednostavnosti radi, uzmimo da je f (x) > 0. Podelimo interval [a, b] tatkama xy =
@ <x1 < ... <Xp—1 <X, =0 nan podintervala jednake duZine. Nacrtajime zatim »
vertikalnih pravih linija x = x, k=0, 1,2, ..., 1 konstrui§imo n trapeza (s1.5.14.).
Ukupna povrdina tih a trapeza je priblizne jednaka povr$ini krivolinijske figure
aABb tako da je
b s "
f Ffx)dx = S +/x1) ;f(xl) (1 —x0) + —f(.n)-;-f(xg) (k2 —x1)+---
143
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S (1) + £ (%)
2

9 [ﬂm+fw+iifa}
b

(xn = -xn—

Qi“-i*

gde su f(xk_1) i f(x) osnovice trapeza a x; — xp_; = su njihove visine, Tako

dolazimo do formule

‘Lbfcﬂdx

koja se zove pravilo trapeza. Napomenimo da je ta¢nost pribliZznog izratunavanja
veca §to je prirodan broj n veéi. Zna se da ako data funkcija f ima neprekidan dmgi

n—1
f@+f@+22fM}

izvod f" (x) na [a,b], onda apsolutna greska aproksimacije nije veéa od ’(17“1_ M,
gde je M =maxa <x < b|f" (x)|. '

1
5.44. Primer Izracunati pravilom trapeza integral / 1_: uzimajudi n = 10.
0 x
ReSenje. Podelimo interval [0, 1] tatkama xo = 0,x; = 0.1,x, = 0.2,. =0.9,x10=
1, na 10 jednakih delova. Izra¢unajmo vrednosti funkcije f (x) = e tlm tackama.
Imamo
{0y = 1.0000, f(0.1) = 0.9091, Fi0.2) = 08333,

£(0.3) = 0.7692, £(0.4) = 0.7143, (0.5 = 0.6667,
F(0.6) = 0.6250, F(0.7) = 0.5882, £(0.8) = 0.5556,
£(0.9) = 0.5263, f(1) = 0.5000.

Onda primenom formule za pravilo trapeza, dobijamo

1 5
/ x 1 (10000405000 0001 1 0.833340.7692 4 0.7143
0 x+1 10 2

+0.6667 +0.6250 4 0.5882 4 0.5556 + 0.5263) = 0.69377 = 0.6938.
Procenimo sada gresku aproksimacije. Posto je

£0) = L iy =—2

(x+1)* 1 sy

11 onda je f'(x) = —

Ocigledno je M = [max | /" (x})| = 2, odakle sledi da uinjena greska nije veéa
_x—<
od
b-a® 2 1
1212 T 12102 600

< 0.0017.
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Njutn-Lajbnicova formula daje tanu vrednost integrala:

I dx
fo In (x+1)|}) =1n2 2 0.69315.

Apsolutna greSka pravilom trapeza je manja od 0.0007; zna¢i oba rezultata su sa-
glasna sa procenom koju daje teorija. »

Y

Ol ¢ b OI hj2 h

Slika 5.14. Slika 5.15.

5.9.3 Pravilo parabole

Najpre pocinjemo sa izra¢unavanjem povrine Q ravne figure ograni¢ene lukom AB
parabole y = ax* + bx+ ¢ koja prolazi kroz tatke My (0,y0) ,M; (%,yl) 1M (hys),
vertikalnim pravama x = 01 x = 2t i x—osom (s1.5.15). Ta povi§ina je data sa

i xg h n1h
o = [(axz+bx+c)dx:a? +b3 -}—cxlg
0 0 (5.19)
P h
= a?+b +Ch—g(20k +3bh+6c)

Sada ¢emo izraziti povr§inu Q preko ordinata tadaka Mg, M| i M,. Zamenjivanjem
koordinata tih tacaka u jednacinu date parabole, dobijamo
h?
Yo =¢, ylga?+b y2 =al* +bh+c.
Odatle je

2ah? 4+ 3bh+6¢c=yo+4y1+y tj. Q= g (vo+4y1+y2).
b
Posmatrajmo sada odredeni integral f f(x)dx gde je f neprekidna nenegativna
d
funkcija definisana na [, b] . Podelimo interval [a, b] na 2n jednakih delova tatkama
a=xp <x; <X <...<Xxop—3 < X1 <Xy, = b 1napiS§imo navedeni integral u
obliku

b 303 X =0
f Pl o= /_ Fliiies f il s Fladdz (5:20)

Ap—-2
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Sa A = Mo, M1,Ma, ..., May_o,May_1,Ma, = B éemo oznaliti tacke preseka ver-
tikalnih linija x = x,k = 0,1,2,...,2n, sa grafikom funkcije y = f (x); neka su
Y05 V15 - Y2n—15 Y2n Tespektiviio ordinate tako dobijenih presenih tacaka (s1.5.15.).
Ako sada nacrtamo parabolu sa vertikalnom osom simetrije koja prolazi kroz svake
tri tadke Mog_a,Mag_1, Moy (k= 1,2,...,n) dobijamo n krivolinijskih ravnih figura
ograni¢ene odozgo parabolama. Posto je poviSina ravne krivolinijske figure koja
odgovara podintervalu [xz¢—3,x] duZine i = -”;—“ priblizno jednaka povrSini "pa-
raboli¢kog” trapeza, iz formule (5.19) onda sledi

(y2k—2 +4y21—1 +y2%),

/m fx)dx= bﬁ—a
Aok—z

n

gde je yr = f(x¢), k=1,2,...,n. Sada formula (5.20) postaje

n—1

b b—ua , n
F@)drm —— [ yo+ym+2Y yae+4 Y yae-1
e on =1 k=1
Poslednja formula je pravilo parabole ili poznato u literaturi kao Simpsonova

formula.

Treba znati da ako f ima neprekidan Cetvrti izvod £ (x) na [a, b] greska koja se

o : . (b=a) ;
pravi primenom Simpsonove formule nije veca od 53300 -M, gde je
M = max |_f ) (x) [ Greska koja se dobija primenom Simpsonove formule opada

a<x<b
brze kad n raste, nego gre$ka u pravilu trapeza.

L odx ) —
5.45, Primer Izracunati integral / pom L primenom Simpsonove formule, uzimajuci da
0 X

je2n=4.

ReSenje. Podelimo [0, 1] tatkama xp = 0,x; = 0.25,x, = 0.50,x3 = 0.75,x4 = 1, na

jednake delove. Vrednosti funkcije y = ;w+1 u tim tatkama su yg = 1.0000,y; =
0.8000, y, = 0.6662,y3 = 0.5714,y4 = 0.5000. Onda Simpsonova formula daje

Ldx 1-0
Y T lyg 4 yat 2y +4 (v +y3)] = 0.69325.
./ox+1 W Vo +ya+2y2 +4 (1 +3)]

s 1
Procenimo gresku ovako dobijenog rezultata: podintegralna funkcija f (%) = e
. v s 4 24 A : _ Al — 24 prs
ima za etvrti izvod ) ()= eyl tako daJerogflS){l |f( ) (1)1 = 0123%(1 WI

24. Dakle, greska je najvise 28%2‘.’? < 0.0005. Uporedujuéi ovako dobijenu prib-
li¥nu vrednost integrala sa njegovom taénom vrednoscu, zakljutujemo da je ap-
solutna greska primenom Simpsonove formule manja od 0.0001 kako je napred

naznaceno. B

5.46.

5.47.

5.10. Nesvojstveni integrali 251

il 7 pokazuju

_ 1
Izracunavanja pravilom trapeza i Simpsonovim pravilom integrala /
0

da se ovim drugim dobija veca tatnost nego prvim.

5.10 Nesvojstveni integrali

5.10.1 Nesvojstveni integrali prve vrste

Definicija. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, +o), tada je nesvojstveni
integral prve vrste funkcije [ na intervalu [a,+oc) grani¢na vrednost

+oo T
F(x)dx:= lim / Fx)dx. (5.21)
a T—o+eo Jy
Ako granica u (5.21) postoji, kaZe se da nesvojstveni integral
+nc
f(x)dx (5.22)

a

konvergira, a ako ne postoji, da taj integral divergira.
Ako je, dodatno, neprekidna funkcija f i nenegativna na intervalu [a, +0), tada je
T

za fiksirano 1" > a integral | f(x)dx povrSina izmedu krive i intervala [a,T’] na
x—osi, ograni¢ena ordinatama u tatkama a i T. Prelaskom na granicnu vrednost
kada T" — oo, nesvojstveni integral prve vrste iz (5.22) predstavlja povrsinu dela
rayni ograniene sa intervalom [a,+<) na x—osi, ordinatom u tacki a i grafikom
funkcije y = f(x) nad [a, +0).

Analogno se za neprekidnu funkciju na (—oe,b] uvodi nesvojstveni integral prve
vrste na tom intervalu:

f ’ f(x)dx = lim

——eo

/]
Sf(x)dx.
h

Konatno, po definiciji je za neprekidnu funkeiju fna R :

/_J:f(x) dx:/_:f(x)dx—l-f:mf(x)dx_

(MoZe se pokazati da ova definicija ne zavisi od broja a € R.) Nesvojstveni inte-
400
gral f{(x)dx konvergira po definiciji ako oba nesvojstvena integrala na desnoj

strani konvergiraju.

Primer. Odrediti da li dati nesvojstveni integrali konvergiraju.
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o [T75m b f1+°°%; o [Ti%

+eo g 0 +eo
d) / x’ e R e) / e> dx; f) f e Pdx, aeR
| 0

ReSenja. Konvergenciju datih integrala proveriéemo direktnim izraGunavanjem.
a) Po definiciji 5.46 je

[+°° @ Y [ = m =
2 (=12 Totefy (x—1)2 e x—1
Dakle, dati integral konvergira,

b) Dati integral divergira, jer je / g li / ! L] lim 24/x ’T
i gira, = lim = lim =5
g gira, Jer] 1 Vx Todwf] X Tote *l

g 1 : 1
= — m —_— | = ].
5 e\ F— 1 21

¢) Dati integral konvergira, jer vazi

e S de—liml(ctx)Tll crgr ) ==
0 4432 Totey 4452 To4w 2 i g.’Z 0 ﬁZT—]E]-]m amgz 47
d) Neka je prvo o= 1. Tada dati integral divergira, jer je
+oo dx T
/ — / — = lim lnx’ = lim (InT—1Inl) =
X T—>+=° T—+oo 1 T+
+oo fx ! T i-o 1
Zao# 1] / — = lim = li - ).
7L 1 X% Tote —o+1 | T—glm(l—oc 1—0.)
Zadnja grani¢na vrednost postoji za 1 — . < 0, tj. za 0. > 1, i jednaka j _]C 7 dok
za o < 1 ne postoji. Dakle nesvojstveni integral
tedx
— 5.23
. A (5.23)
konvergira za o > 1, a divergiraza o < 1.
0 0 e 0 1
e) Dati integral konvergira, jer je f e¥dx= lim e*dx= lim — | ==.

f) Ocevidno je da dati integral divergira za a = 0.
Neka je sada a # 0. Tada je

400
fo e %dx= lim TPdx=——- lim (e“”‘) ‘

——- lim (e_“T—l).
To+oe a T+

a T+

1
Ako je a > 0, tada zadnja grani¢na vrednost postoji i jednaka ]C —, 4j. tada dati
integral konvergira, dok za a < 0 on divergira. »
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5.10.2 Nesvojstveni integrali druge vrste

5.48. Definicija. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b), i vaZi bar jedna od
sledecih jednakosti:

lim f(x) = 4oo, lim f(x)=—

r—b— x—3b—

(1j. ako je f neogranicena u svakoj okolini tacke b), tada je nesvojstveni integral
druge vrste funkcije f na intervalu [a,b] po definiciji jednak

14 X b—¢g
/a f)dr= lim f‘ f(®)dx. (5.24)

b

Kao i u sluCaju nesvojstvenih integrala prve viste, integral | f(x)dx konvergira

(tesp. divergira), ako granicna vrednost u (5.24) postoji (resp.a ne postoji).

Ako je neprekidna funkcija i nenegativna na intervalu [a,b), tada nesvojstveni in-
tegral druge vrste predstavlja povr§inu odredenu sa intervalom [a,b) na x—osi, or-
dinatom u tacki a (tj. delom prave x = @) i grafikom krive nad tim intervalom.

Analogno se uvodi sledeéi nesvojstveni integral druge vrste:

= 1li
[ rwyan=gim [ rega
pri ¢emu je funkcija f neprekidna na intervalu (a,b] i nije ograniéena u bilo kojoj
okolini tacke a.
Konatno, ako je f neprekidna na skupu [a, ¢) (¢, b], ali nije ograni¢ena ni u jednoj
okolini tacke ¢, tada je po definiciji

/ "= tim [ pdes tim [T f(de

er—04+ Jgu g—0+ c+Ez

5.49, Primer 1 spitari konvergenciju sledecih nesvojstvenih integrala:
2 dx 3 dx Ly
a b / e Y / 2 / aeR
)/ Va— x2 ) o 2—x% ) 0 vV1—x 9 X%
ReSenja.

a) Po definiciji 5.48 je

/2 o li o dx 1i ( csin x) ’2—8
ourarr ar it
0 V4—x2 e—ir(% 0 4 s—1>%1+ 2710

. . 2—¢ . . T
= lim | arcsin T arcsin() |} = arcsinl = 5"
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Dakle, dati integral konvergira.

b) Dati integral ne konvergira, jer vazi
2-¢
= lim (In2—1Ing)=

e—0+

2 dx 2—€ x .
L 2—x El—l»rll)q%— 0 2—x 841%1+( n( x))

¢) Dati integral je jednak

3 dx L 1-¢ dx

i 3
= 1 / o it
\3/1—75 e—%l-l- 0 \3/ 1—x 6—>O+ 1+ v1—x
1—€ 3
3
= lim Sl =w)™e

= — lim (1— i
0 =0+

=0+ 2

143

~ —lim (%(32/%1)) — lim 2 (-2 (-87) = S(1- V).

£—0+

80+
x—CH-l

1 1 8—(!.+1
— T —_ l' —— e
) Za()tgél_lef E—}O'—Cﬂ—l-l £—>0(1— -« )
Dakle, dati mtcgral konvergira za 1 — >0, tj za o < 1, a divergira za o0 > .

Ostavljamo ¢itaocu da pokaZe da je integral / — takode divergentan,

Na osnovu primera 5.47 d) i 5.49 d) sledi-da je nesvojstveni integral / — di-

vergentan za svaki realan broj o. b

Dva kriterijuma za konvergenciju nesvojstvenih integrala

Neka je funkcija f neprekidna na [a,b) i neka je neograniéena u svakoj okolini
taCke b.
a) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna funkcija F sa osobinom

|f(x)] <F(x), x€][a,b).

b b
Tada vazZi: ako intcgral / F (x) dx konvergira, onda konvergira i integral f f(x), dx
o

kao 1 integral } Fx)|dx;

ako integral / f(x) dx divergira, onda divergira i integral / F(x)dx.

b) Pretpostavimo, dodatno, da postoji neprekidna i pozitivna funkcija g nad [a,b) sa
osobinom da za neko K # 0 vaZi

) g

lim —=

ab— g(x)
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Tada pifemo f (x) ~ K -g(x), x— b—, i kaZemo da se f ponasa kao g kada
X— b—.Tada vaa
ako integral / g(x) dx konvergira, onda konvergira i integral f f(x)dx;

b
ako integral f g(x) dx divergira, onda divergira i integral / Fledx.

Razumljivo, postoje i analogni kriterijumi za konvergenciju nesvojstvenih integrala
prve viste iz (5.22), samo $to se u slu€aju 2. koristi ponaSanje funkcije kada x —
~-o0. Preporucujemo &itaocu da ih sam formulise.

5.50. Primer. Ispitati korwergen ciju sledecih nesvo jstvenih. integrala:

oo 00 +eo
a —3x 2
) /1 x3/2+1 b) f x/_; c) L e eos(x)dx.
Resenja.
a) Podintegralna funkcija se ponaga kao funkcija 1/ kada x — +eo, u 0znaci
,1
1
—!— X — +oo, §toznacidaje Hm l/+1 =1
x3/2 41 3/2 2 J x—3-oo :
x3/2
~+ca

Prema primeru 5.47 d), nesvojstveni integral konvergira, jer je 0. :=3/2> 1.

32
Na osnovu kriterijuma analognog slucaju 2., sledi da i nesvojstveni integral prve vrste

f teo o dx :
onvergira.
. BPAl vergira

Konvergencija ovog integrala se moZe pokazati i na osnovu toga §to za x > 1 vazi:

1
B2
b) Presvega je

_.1 - .. “ s
< 373+ base moZe primeniti slugaj 1.

+oa —+ o0 dx
—_— 5.25
0 \/x+x3 f \/x+.13 Y -
Prvi nesvojstveni integral je druge viste i konvergira na osnovu ponaSanja =~
x+x

1

1 1 By
== 0+, jerje lim 4, 1, i primera 5.49 d) (1/2 < 1). Drugi

1
VX =0+ g
. a1 ; ; ; 1 1
nesvojstveni integralu 5.25 je prve vrste i konvergira zbog ponaanja ——— ~ —— x—
1 & 3¢ d o Y /)
Va3

+o0, jerje lim
’ .I .I Pl 1

37

=1,iprimera 5.47 d) (3/2 > 1). Znag¢i, dali nesvojstveni inte-
gral konvergira.

- S I - +D° -
¢) Kako je |e7cos(x?)| < e, x € [0,+00), a integral / e~ dx konvergira jer je
0
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a:=73 > 0, (videti primer 5.47 1)), to i dati nesvojstveni integral takode konvergira. b

5,51, Primer. Ispitati za koje vrednosti realnih parametara p i g > 0 konvergiraju sledeéi inte-

grali:
0 32 arcig x 2 dx
0 1429 0 Sin“xcos?x
Resenja.

a) Dati integral se moZe zapisati kao zbir:

xP arctgxdx:‘/‘ X arctgxdx+f x£ ar gldx:h-}-lg,
0 1+x9 o 14x7 1 14x9

pa éemo odrediti p i ¢ > 0 tako da svaki od integrala /; i /» konvergira. Na osnovu

ks c . xP arcigx .
lim arclgx _ 1, pavaii arctgxe~x, x—0+zag>0:sledi T xFt oy
=0+ X
0+4. ] y %o
Posto integral P gy = "“i”;—_l’ konvergiraza —p—1< 1, tj. za p > =2, to sledi
0 X7P~
konvergencijaintegralaly zap > —214g > 0.
arctgx

=1, vaZi arctgx ~ /4, x — +oo, 5to povlaci

Na osnovu jednakosti ;HTN =y

D o "

Warclgx T,
1 +x9 4
) e teo (dx

sledi daintegral I, konvergiraako i samo ako konvergiraintegral /[ = fl T
Na osnovu primera 5.21 d), zadnji integral konvergira za —p +q > 1, pail; konvergira za
-p+g> 1
Skup u pq ravni, uz dodatni uslov ¢ > 0, na kome dati integral konvergira je presek skup_ova
na kojima konvergiraju /j i /;. Znaéi, dati integral konvergira ako istovremeno vaZe nejed-
nakostip >qg—2,—p+g>1ig>0.

b) Dati integral moZemo napisati kao
/2 . /4 : /2 dx
o sinxcosfx o sinfxcos?x  Jgs4 sinf xcos?x

30 1 1 .
Prvi integral I konvergiraza p < 1, jer JG.W Iy — 0+, aintegral [)
konvergiraza p < 1. Na osnovu ponaSanja
1 1 1 1

~ — ~
sinffxcos?x  cos?x sinf(mw/2—x) (m/2-—x)7

=% gy

xP

, X T/2—,

sledi da drugi integral konvergiraza g < 1.

Znadi dati integral konvergirazap < 1,g < L. p»

Glava 6
Funkcije vise promenljivih

6.1 Osnovni pojmovi

Neka je X C R? skup uredenih parova realnih brojeva. PridruZivanje koje svakom
clementu skupa X dodeljuje samo jedan element skupa ¥ C R naziva se realna
funkcija dve realne promenljive.

Uopste, akosu X CR", Y CR", mne N(X i Y su skupovi uredenih n—torki,
respektivno m—torki), tada se pridruZivanje koje svakom elementu skupa X C
R* dodeljuje samo jedan element skupa ¥ C R™ naziva funkcija viSe realnih
promenljivih,

Domen funkcije f se, isto kao i kod funkcije jedne promenljive, naziva i definicioni
skup funkcije f.

6.1, Primer. Odrediti definicione skupove sledecih realnih funkcija f, 4. najsive sku-
pove uR? odnosno B na kojima dati analiticki izrazi odredju realan broj:

1 =R i)
3 Flns) = : B Pl = = yﬁfosy '

xycosx’
x+y—sinx . <
0 flry)="2 22 d) f(x,y) = V9~ 22— 2

4y 41
f) f(xy) =In*(x+y%);

e) flx,z) =v/x+y*+22-9;
h) f(x,y) = arccosg + Y.

2

g) .f(x:yaz) :)Ch'l(xyZ);

ResSenja.

3

a) Imenilac mora biti razligit od nule, odnosno mora biti x #0,y#0 i cosx#0
. x# 2"5" L, k € Z. Prema tome, definicioni skup funkcije f je

257
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Df={(xy)|(xy) €R, x#0, x# (2k+1)n/2, y #0,k € Z}.

b) Funkcija nije definisana samo u tacki 0(0,0), te je Dy =R>\ {(0,0)}.

¢) Funkcija je definisana na celom skupu R?.

d) Funkcija je definisana za 9 — x> —y? > 0, odnosno u unutra$njosti centralnog
kruga polupreénika 3, tj. za x*>+y? < 9, kao i na samoj kruZnici x* + y=9.

¢) Funkcija je definisana za x*+y* 4272 —9 > 0, odnosno izvan centralne sfere
polupreénika 3, tj. za x*+y*>+z*> > 9, kao i na samoj sferi ¢ija je jednaéina
4y +=9.

g) Funkcija je definisana za x+y? > 0, tj. Dy = {(x,y)| (x,y) € B, x> —y*}.

f) Funkcija je definisana za xyz > 0, tj. ul, III, VI, VIII oktantu.

h) Funkcija je definisanaza —1 <3 <1, tj. za =3 <x <3 (zbog funkcije arccos)
i, dodatno, kada je xy > 0, $to znaci kada sn x iy istog znaka (I 1 III kvadrant). »

Grafik funkcije f : X C B> — R sc definise na sledeéi nain:

Gf = {(x:«y:f(xay)” (x,y) € X}'

Geometrijski, grafik funkcije dve promenljive f : X C R?> = R je povr§ u R°.
U opstem sluéaju, ako je f: X C R* — R™, tada je Gy = {(x, f(x))|x € X}.
Kako je x € R" i f(x) € R™ sledi da je Gy C R,
Povr$ S u prostoru IR* moZe biti zadata i parametarski pomodu sledeée tri jed-
nakosti, gde su u i v parametri, (1,v) € A C R?:

x=x(u,v), y=yuv), z=2z(w,v). 6.1)
Svakom paru (u,v) iz oblasti definisanosti A funkcija x(x,v), y(u,v) i z(u,v) odgo-
vara tatka (x,y,z) € S, gde su x,y i z odredeni u (6.1).

Na primer, povr§ koja je grafik funkcije z = 1/r2 — x2 —y%, (x> +y? < %), se moie
zadati i na slededi nacin:

x = pcosg, y:psin(i), &= Vrz_pza

gdeje0<p<ri0<¢<2m.

6.1.1 Rastojanje u R"

Rastojanje od tatke x do taCke y, u skupu realnih brojeva dato je sa

d(x,y) =[x—y|. (6.2)
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Rastojanje u prostoru R” uvodimo na sledeéi nacin:

Neka je A neprazan podskup od R*. Funkcija d : A> — R je rastojanje u A ako
ima sledeée osobine:

i) d(x,y) >0, zasvex,y€A,id(x,y) =0, ako i samo ako je x =y,

i) d(x,y) =d(y,x), zasve x,y €A,

ifi) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), zasve x,y,z € A.

Ako su x,y € A, tada ¢emo d(x,y) zvati rastojanje od tacke x do tacke y.

Ako je A = IR, tada rastojanje dato sa (6.2) ima osobine i), ii) i iii).

U skupu A = R* rastojanje od tatke M(x;,x2) do tadke N(y1,y2) odredujemo sa
d(M,N) = +/(x1 = y1)* + (x2 — 32)?,

a u skupu A =R", n > 2, rastojanje od tatke M(x1,x2,...,x,) € R* do tacke

N(¥1,¥2,--- ,¥n) € R* odredujemo sa
A(M,NY=/(x1—y1)%+ (2 = y2)% + ...+ (xz — yu) %

U skupu R interval (a — na+r) se moZe odrediti pomocu rastojanja na sledeéi
nacin: {x| x € R, d(a,x) <r}.

U skupu R” uvodimo pojam lopte pomocu rastojanja d. Lopta sa centrom u tacki
a i poluprecnikom 7, u oznaci L(a,r), je skup

Lia,r)={x|x€R", d(a,x) <r}, aeR,r>0.

U skupu R lopta L(a,r) je interval (a — r,a+r), a u skupu R® lopta L(a,r), gde
je a = (a1,a), je skup {(x,y)| (x,y) € R, (x—a;)*+(y—a2)* < *}. Uovom
sluCaju je L(a,r) krug sa centrom u tacki a i polupreénikom r bez kruZnice.
Okolina tacke a € R", u oznaci U(a), je podskup od R* koji sadrzi loptu L{a,r),
za neko » > 0. Na primer, u skupu R okolina tacke a € R je svaki skup U (a) koji
sadrZi neku € okolinu tatke a, odnosno interval (a — €,a +¢). U skupu R* okolina
tatke a = (a1, a2) € R? je svaki skup U (a) koji sadr#i skup

{(x,y)] (5,y) ER?, (x—a1)*+ (y—a2)* < 1*}, zancko r > 0.

Skup O C R" je otvoren ako je okolina svake svoje tatke. Na primer, otvoren
interval (a,b) je otvoren skup, jer za svako ¢ € (a,b) postoji & > 0 tako da je
(¢c—8,c+8) C (a,b).

Skup Z C R je zatvoren ako je skup R” \ Z otvoren, gde je R" \ Z komple-
ment skupa Z. Na primer, zatvoren interval [a,b] je zatvoren skup, jer je skup
(—o0,a) U (b,0) otvoren skup.
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Rub 9D skupa D C R" je skup onih talaka x € R” koje imaju osobinu da je za
svako £ >0

L{x,e)ND#0, L(x,e)N(R"\D)#0.
Na primer, ako je D = [a, b], tada je dD = {a, b},
a ako je D= {(xy)|(xy) €, ¥ +y* <77}, tada je 3D = {(x,y)] (%) €
R, 22+ = ).
Tacka x je, dakle, rubna taCka skupa D ako je presek svake lopte L(x,€) sa centrom
u x sa skupovima D i R" \ D, respektivno, neprazan.
Tatka a € D C R" je unutra$nja taka skupa D ako postoji neka lopta L(a,r)
takva da je L({a,r) C D.
Ako je, na primer, D = [a, b], tada je svaka tatka ¢ € (a, ) unutra¥nja tadka skupa
B, Y
Unutrasnjost skupa D C R", u oznaci intD, je skup svih unutrasnjih ta¢aka skupa
D.

6.1.2 Grani¢na vrednost

Definicija. Neka je f funkcija dve realne promenljive, f: D C R2 — R, gde
D sadrZi neki krug sa centrom u tacki (xo,yo), sem moZda tacku (xo,y0). Funk-
cija f ima graniénu vrednost L u tacki (xo,y0) ako za svako € >0 postoji
6 = 8(e,x0,y0) > 0 tako da vazi implikacija

(V(xy) €D) 0 < /(x—x)2+ (y—y0)? <8 = |f(x,y) - L| <.

Tada piSemo lim  f(x,y)=L.

(")y)_)(-‘t)}yﬂ)
Primetimo da je u definiciji 6.2 (xp,yo) tacka nagomilavanja definicionog skupa
(kao i kod funkcija jedne promenljive).

Kod funkeije jedne promenljive smo definisali levu i desnu granié¢nu vrednost u
tacki xg, odnosno posmatrali pribliZavanje tacki xp sa leve i sa desne strane. U
slu€aju funkcije dve realne promenljive posmatramo pribliZavanje tadki (xg, Yo) po
svakoj krivoj, pa ako grani¢na vrednost postoji, ona mora biti jedinstvena bez
obzira na izabranu krivu po kojoj se priblizavamo tagki (xo,yo) .

Primer. Ispitati da li postoje sledece graniéne vrednosti:

ey . oxt !

2 it
— ¢) lim —.
(xy)—=(0,0) x2 +y2

lim ——; b), I _
(_x,y)—)(0,0} xZ +y2 ) (xof)gr(l[),o) .764 +4- y2
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ReSenja.
a) Ako se tacka (x,y) priblizava tacki (0,0) po pravoj x = 0 (tj. po y—osi), tada je
£y

lim ———=-1, aako sec tatk iblizava tagki (0,0 avoj y =0
(x,y)l—r((),l}) Piy , aako se tatka (x,y) pribliZzava tatki (0,0) po pravoj y

2 _y2 2o

all = 1. Znaci, grani¢na vrednost  lim %

(1y)=(0,0) X~ +y~

tj. pox—osi)tadaje lim
-p RS (x2)+(0,0) ¥* + 2

ne postoji.
Mogli smo takode uzeti i mnoge druge krive. Na primer, kada se (x,y) priblizava
tacki (0,0) po pravoj y = 3x, tada imamo

2P P2 4
lim = lim =—,
()= (0,0) X2 +y2 350 x2 4 (3x)2 5
b) Ako se taka (x,y) priblizava tacki (0,0) po pravoj y = kx, k # 0, tada je
¥y ke

li ——— = lim———— = 0. Medutim, ak tacka (; riblizave
(J-,»-)gr(l(),()) pranwT: lim o 0. Medutim, ako se tacka (x,y) priblizava
ey |

9 . . . X v
aZli araboli v=12. fads 1 - el P
taCki (0,0) po paraboli y = x-, tada je (x,y)g?o,o) Y 1]—>m0 7 el Znadi,
sraniéna vrednost  lim ﬂ ne postoji
& () a(00) 32 T PO
4__)’4 2 2
c lim - = lim ((x—y)=0.p»
) (x,3)=(0,0) X + y? (J‘,)')—>(0>0)( )

6.4. Primer. Akoje f(x,y) = x-'—_y ispitati da li sledece grani¢ne vrednosti postoje:
x

a0 x (x,¥)—=(0,0)

a) lim (_};i_lg(l)f(x,y)); b) ii;%(liggf(x,y)): ¢ lim fxy).

ReSenja.
a) Ako prvo fiksiramo promenljivu x, pa potraZimo grani¢nu vrednost date funkcije

kada y — 0, tada imamo lim [ lim>—2 } = lim = = 1
220 \y=20Xx+y 130 X

b) Ako sada prvo fiksiramo y i potrazimo grani¢nu vrednost date funkcije kada x —+ 0

tada dobijamo lim ( lim 2—2 ) = lim —2 = —1, 3t je razli¢ito od a).

y=20 \a0 x4y y—0 y
¢) U ovom slucaju imamo grani¢nu vrednost funkcije dve promenljive. Ako se tacka
i3 g —x 1
(x,y) priblizava tacki (0,0) po pravoj y = 2x dobija se (.x,y}f(lo,u) 3= 38 ako

0
se taCka (x,y) pribliZava tacki (0,0) po pravoj y=xdobijase lim —=0,pa
(1:Y)_>(D!0} zx
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lim ( y) ne postoji.
() =(0,0) \X+y

Znati grani¢na vrednost funkcije dve promenljive ne mora biti jednaka granitnoj
vrednosti funkcije po svakoj od promenljivih posebno. U prethodnom primeru
lim ; F(xy), ((x0,¥0) = (0,0)) ne postoji, a grani¢ne vrednosti

(%.3) (20,70
1152) (}lir% f (x,y)) 3 yll}I.{;lo (}gﬂ, [, y)) su razlicite, p

Osobine grani¢ne vrednosti funkcije dve promenljive analogne su kao i grani¢ne
vrednosti funkceije jedne realne promenljive.

Ako funkcije f i g imaju grani¢ne vrednosti u tacki (xp,yo), tada vaZi da je

lim flo,y)+glx,y)) = lim )+ i ¥,
o o 0) + 8 M= i TN+l 80m)
li Xy AN = li WYl li 1))
aragy ) 8N = lim ) i g()

lim 28
flx,y) _ (X,y)ﬂ(losm)f( b ako je lim g(x y) #0
(a,3)—={x0.v0) &(X,¥) lim )g(x,y )’ () baao)” |

(2,9)= (x0,¥0

Na primer,

: a3 o § o i
lim (x® +y?)sin— =0, jer je —1 < sin— < 1. ili
(1,5)—(0,0) Xy Xy

lim Y

sint
=lim—1U =3.
(x¥)—{(0,3) x B =

im y
(xy)—(0,3) ¥yx =0 y=3

6.1.3 Neprekidnost funkcije

6.5. Definicija. Neka tacka (xo,y0) pripada definicionom skupu D C R? funkcije dve
promenljive f: D — R. Funkcija [ je neprekidna u taki (xo,yo) ako za svako
€> 0 postoji d(e,x0,y0) >0 tako da vaZi implikacija

(V(x.y) € D) /(x = x0)2+ (y = y0)2 < 8= [£(x,%) — f(%0,30)| <&

6.6. Teorema. Ako je f: D CR* — R i (x0,y0) € D, tako da je (xo,y0) centar nekog
kruga koji je sadrian u D, tada je funkcija f neprekidna u tatki (xo,yo) ako i
samo ako vazi

lim )f (x,) = f(x0,¥0)- (6.3)

(%)= (30,30
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Funkcija f:DCR?> - R je neprekidnana A, A C D, ako je neprekidna u svakoj
tacki skupa A.

Neprekidnost funkcije f po svakoj od promenljivih x i y razlikuje od neprekid-
nosti funkcije f kao funkcije od dve promenljive. Naime, funkcija f je neprekidna
po promenljivoj x, za svako (iksirano y = yo, ako se grani¢na vrednost u relaciji
(6.3) posmatra po pravoj y = yo. Analogno se uvodi neprekidnost po promenljivoj

y.
Ako su funkcije f,g : D C R" — R™ neprekidne u tatki Py € D, tada su u toj tacki
neprekidne i funkcije koje predstavljaju njihov

zbir f+g; razlika f— g;

proizvod f-g; koli¢nik Jj, ako su vrednosti funkcije g razli¢ite od nule u nekoj
okolini tacke Fj.
6.2 Izvodi funkcije

6.2.1 Parcijalni izvodi

Nekaje f: D C R = R, gde je (xo, o) unutrainja tacka skupa D. Prvi parcijalni

af(;
izvod funkcije / u odnosu na promenljiva x u tacki (xo,y0), u oznaci M,
X
jedatsa
df(xo,¥0) " flxo+h,y0) — f(x0,¥0)
———~ :=lim :
dx h—0 h
Prvi parcijalni izvod funkcije / u odnosu na promenljivu y u taéki (xg,vo), u
af(:
oznaci M,jc dat sa
dy
df(xo,¥0) i S (x0,y0+k) — f(x0,¥0)
— = 11l <
dy k0 k

U oba slucaja pretpostavljamo postojanje odgovarajucih graniénih vrednosti. Ko-
risti se i obeleZavanje %(xo, Yo} i @(X[), ¥0)-
Analogno se definiSu parcijalni izvodi realne funkcije # promenljivih, n > 2. Prime-
timo da se pri odredivanju éi(xo,yo) promenljiva y uzima za konstantu, a pri
X
)
odredivanju a—f (x0,¥0) promenljiva x uzima za konstantu. Potreban uslov za pos-
Y

tojanje parcijalnog izvoda po promenljivoj x je neprekidnost funkcije f po promen-
ljivoj x za svako fiksirano y, dok je potreban uslov za postojanje parcijalnog izvoda
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po promenljivoj y neprekidnost funkcije f po promenljivoj y za svako fiksirano x.
Medutim, parcijalni izvod po, na primer, promenljivoj x moZe da postoji i u tatki u
kojoj posmatrana funkcija nije neprekidna kao funkcija dve promenljive.

6.7. Primer. Odrediti prve parcijalne izvode sledecih funkcija:
a) f(xy) =x"+3*+32+50%+7, xyeR
5 yis
b) f(x,y) =2xcosy—y tgx+x%e’ —ylnx; x>0,x# (2k+ 1)5, keZ,yeR,

x2+y2
) flxy)=xy+ P

d) f(x,y) =x+y+arctg

; x#FERLYER

xy
, X X EJR;
poe # =¥ %,y

e) S(x,32) =x+ X7+ +x2y—3y+5, 'x,y,z€R;

f) f(xy2) =zarcsiny + 2 ctg(xy) + X +yln(zx), |y <1, xy£kn, ke€Z, zx>
0, x,y,z € R.

3 )

ReSenja.
of _ 2 of _ 5.3 . ad
a) ﬁ—h + 6xy+ 592, g}-;_IZy + 322 4+ 10xy.
3
a—f':Zcosy— Y +2xe"—2, -aiz-—sziny—Byztgx-i-xzev—lnx.
ox cos*x & dy
- _ 2 _ 2
g Y, B4y o D)+ E+)
ox (x=y)? dy (-3
o Yoy 1 Yaty) —xy _ y
ox ( Xy )2 (x+y)? X2+ 2xy+ 32 + (xy)?’
I+ ==
x+y
of _ . 1 x(x+y)—xy o
dy 1 ( Xy )2 (x+y)? X%+ 2xy+y2 + (xy)?
+ m
d
e) a—f:1+3.x2z+zy3+22y, a—f=3xzy2+xzz—3z, —f:x""—i—xy3+2xyz-3y.
ox ady 0z
of —Zy y of z 2x
f — Zx y -y _— = T +x2 V+1 Zx,
) ox  sin®(xy) JRaHG +x dy 11—y  sin*(xy) i
a &

3% = arcsiny + 3z%ctg(xy) + g >
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6.2.2 Geometrijsko tumadenje prvog parcijalnog izvoda

Posmatrajmo ravan koja prolazi kroz tatku A(xg,yg,0) i paralelna je sa yz—ravni.

Presek te ravni i povrsi $ koju odreduje funkcija f: D C R* — R je kriva koju éemo
. - . k) — ! g ..

oznaciti sa C; (s1.6.1.). Koliénik Fx0,y0+ ) — (x0,30) Jje koeficijent pravca

k
secice krive Cy od tatke Po(xo,yo, f(x0,¥0)) do tagke Pi(xo,y0 +k, f (x0,y0 + k)).
Prema tome, prvi parcijalni izvod po y funkeije z = f(x,y) u tatki (x0,y0), koji je
jednak

i £ (0,30 + &) — £ (x0,50) ’

k=0 k
predstavlja koeficijent pravca tangente u tacki Py na krivu Cj, koja se nalazi u
preseku povisi § odredene grafikom funkcije f i ravni paralelne sa yz—ravni koja
prolazi kroz taku A. Jednacina te ravni je x = xo.

Prvi parcijalni izvod po x funkcije z = f(x,y) u tagki (xo,yo) predstavlja koeficijent

/

Slika 6.1.
pravea tangente u tacki £y na krivu Cy, koja se nalazi u preseku povrsi odredene
funkcijom f i ravni paralelne sa xz—ravni koja prolazi kroz tacku A. Jednadina te
ravni je y = yp.

6.2.3 Parcijalni izvodi viSeg reda

Neka funkeija f: D C R* — R ima parcijalne izvode na otvorenom skupu D. Tada
of . of

su P i e takode funkcije dve promenljive definisane na D. Ako sada i te funk-
X gy

cije imaju svoje parcijalne izvode na D, dolazimo do drugih parcijalnih izvoda
funkcije f i oznaCavamo ih redom sa

_ 9 faf\ 9, 93 _d (af\ “aﬂ_f
ﬁ"a(a_x)_a_xﬁ“ﬁ’ fway(ay)_gﬂ_ayz’
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a 92 d d 0?
b= (5) 5t +=x(3) w55
Poslednja dva palcgalna izvoda se zovu meSoviti parcijalni izvodi drugog reda
funkcije f.
Neka je data funkcija f: D C R* = R. Ako su njeni drugi parcijalni izvodi nepre-
kidne funkcije na D, tada se moZe pokazati da su njeni meoviti parcijalni izvodi

o2 f *f
jednaki, odnosno vazi relacija 55 (x,y) S (x,y) zasve (x,y) €D.

6.8. Primer. Odrediti druge parcijalne izvode sledecih funkcija:
a) f(x,y) =x" -2 +y+2x°+13, x,yeR
i
b) f(x,y) = xcosy+y*tg x+x%e’ +ylnx, x >0, x # (2k+ 1)5, keZ, yeR

..
o) flxy)= _i , X#Ey xyeR
ReSenja.
92 2 2 a2
f_ 7 a fﬁ_ 3 a_f— —fz 4
a) ) T2x" 42y, a—yzﬁ 40y’ +4x, ayax—2x+4y, 5%y 2x+4y.
2 2
b) a—f—zy SINY gy~ 9 9S — _xcosy-+ytgx+ e,
ox? cos3x % ay?
a?_f _ . 3)’2 v 1 aZf -
dyox Sy TR x oxdy
T i (2x=29)(x—)* -2 — 2y =y )x—y) _ _H*
x? (x—yy* (x—y)*’
PP (-2 =)+ 2R+ a—y) | 4
- (x—)* (x—y)*’
Pf (== x—y)’+2(7 -2y )(x~y) _ -4y
dydx (x—y)* (x—)*’
Of _ (x+%)(x—y)? —2@+20—y)(x—y) _ —4y
oxdy (x—y)* (x—y)?

Analogno kao $to su definisani drugi parcijalni izvodi, moZemo definisati parci-
jalne izvode proizvoljnog s—reda funkcije f, gde s €N, 5> 2.

. = a o ) . Pf 0 (S
Na primer, jedan od parcijalnih izvoda treéeg reda je —a-x-z-é; e % .

U opstem slucaju, parcijalni izvod reda s > 3 je parcijalni izvod parcijalnog izvoda
reda s — 1.
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6.2.4 Diferencijal funkcije

Neka je f realna funkcija dve promenljive definisana na kvadratu {(x,y)||x—xo| <
8, |[y—yo| <8} (zancko 8 > 0). Akosa AxiAy, (|Ax| <8, |Ay| < 8) obeleZimo pri-
raStaje nezavisno promenljivih x iy, u takama xq 1 yg respektivno, tada se veli¢ina

Af = f(xo+ Ax,y0 + Ay) = f(x0,y0) (6.4)
naziva priraStaj funkcije f u tacki (xo,yo)-
6.9. Primer. Odrediti prirastaj funkcije f definisane sa f(x,y) =2 +x>y+yi pomocu
njega vrednost funkcije f u tacki (0.1,0.9).
ReSenje. Na osnovu relacije (6.4) imamo

Af = flx+Axy+Ay)— f(xy)
= 20x4+Ax) + (x+ A (y+AY) + (v + Ay) — (285 + P2y +y)
= 26 4 627 Ax+ 6x(Ax)? +2(Ax)® + x%y + 2xyAx + (Ax)2y
+x2Ay + 2xAxAy + (Ax)?Ay +y + Ay — 203 — 2y —y
= 6x*Ax+ 2xyAx+ XAy + Ay + 6x(Ax)?

+2(Ax)* 4 (Ax)?y + 2xAxAy + (Ax)2Ay.
Ako jex=0,y=1, Ax = 0.11 Ay = —0.1, na osnovu prethodne relacije je
Af = 6-07-0.1+2-0-1-0.14+0>- (=0.1) —=0.1+6-0-0.1242-0.13

+(0.1)2+1 42-0-0.1-(=0.1) + (0.1)*>- (=0.1) = 0.0881,
a na osnovu (6.4) vazi £(0.1,0.9) = f(0,1) + Af = 1+ 0.0881 = 1.0881. p

Sledeca tcorema omoguéava priblizno izraCunavanje prirastaja funkcije f pomoéu
parcijalnih izvoda ove funkcije.

6.10. Teorema Neka je f realna funkcija definisana na pravougaoniku P = {(x,y)|a <
)
x < b, c<y<d}, neka postoje prvi parcijalni izvodi % i a—;p na P i neprekidni
suu tacki (xo,yo) € P. Ako je (xo+ Ax,yo+Ay) € P, tada postoje funkcije A i
Ao prirastaja Ax i Ay, takve da je

af ,  of

Af = —AJL + = ay —Ay+ MAX+ }LDA\F (6.5)
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A (Ax, Ay) = 0, lim

ivaii
(Ax,Av)—(0,0

)?\‘2 (Ax, Ay) =0.

lim
(AX,AY)*—)(0,0)

Prethodni rezultat se zapisuje i na slededi nadin:

Lof, L of

i koristi za pribliZzno izracunavanje prirastaja Af.

6.11. Primer. Proveriti tacnost prethodne teoreme za funkciju f(x,y) =2 +x2y+y i
odrediti funkcije A1 (Ax, Ay) i A2 (Ax, Ay).
— . df . df . ..
Resenje. Kako je = 6x* + 2xy i a—y = x>+ 1, a ovo su neprekidne funkcije nad

6.12,

skupom 2, to je (videti primer 6.9)

Af = 65 Ax+ 2xyAx + X2 Ay + Ay + 6x(Ax)? + 2(Ax)? + (Ax)%y + 2xAxAy + (Ax)2Ay

= (6% +2xy)Ax+ (" + 1) Ay + (6xAx +2(Ax)* +yAx) Ax + (2xAx + (Ax)?)Ay.
Prema tome, Af = (6x* + 2xy)Ax + (x> + 1)Ay.

Dalje je A = 6xAx+2(Ax)> +yAx,  ho =2xAx+ (Ax)? i zaista vazi

i = I 6 2(Ax)? +yAx) =0,
asapytogy AR = gy (Gt HAR 434%)

I Ayje  Hm @il =06,
gy 2HAHA) = Hm (B (A7) >

Definicija. Funkcija [ : D C R* — R je diferencijabilna u tadki (xo, o), koja je

unutrasnja tacka skupa D, ako postoje realni brojevi A i B takvi da je

| f(x0+ h,yo+ k) — f(x0,y0) — Ah— BE| _0
Vh + k2

lim
(Rk)—(0,0)

(6.6)

ad a oy
MoZe se pokazati da je A= a—ir(xg,yo), B= %(xo,yo), ako grani¢na vrednost u

relaciji (6.6) postoji,

Ako je funkcija f: D C R?* — R diferencijabilna u tagki (xo,yo), tada se priraitaj
Af moZe zapisati u obliku

p] %)
Af = a;j:(xo,J’o)Ax—f- a—f(xmyo)ﬂ}"*‘?hlm““"b’ﬁyv

M(Ax,Ay) =0, lim

Kolhz, Agy =0,
(Ax,Ay)—(0,0) 2( y)

gde za funkcije A; i Ay vaZi lim
(AxAy)—(0,0)

pod pretpostavkom da je (xg + Ax,yp +Ay) € D.

U teoremi 6.10 su dati dovoljni uslovi za diferencijabilnost funkcije f dve promen-

6.13.

6.14,

6.15,
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ljive u tatki (xo,y0), pri Cemu posebno istiCemo uslov neprekidnosti parcijalnih
izvoda funkcije f.

Teorema. Ako je realna funkcija f od dve promenljive diferencijabilna u tacki
(x0,¥0), tada je ona neprekidna u toj tacki.

Definicija. Diferencijal realne funkcije f dve promenljive je
aof ,  of
df = a—xdx-kgdy, 6.7

gde su dx i dy diferencijali nezavisno promenljivih x i y, respektivno.

Diferencijal funkcije f je linearni deo prirastaja Af iz relacije (6.5). Cesto se
umesto Ax i Ay koriste oznake dx i dy respektivno,

0
Ako je f funkcija od jedne promenljive, na primer samo od x, tada je —a};r =0, pa
se relacija (6.7) svodi na

df = %i—cdx: S (x)dx,

Sto odgovara definiciji diferencijala funkcije jedne promentjive.

Primer. Odrediti diferencijal funkcije f(x,y) = 2> + x>y +y.

ReSenje. df = (637 +2xy)dx+ (x> + D)dy. »

a)
b)

c)
d

6.16. Definicija. Diferencijal realne funkcije f tri promenljive je

_af L af of _af af af
af = a—x(x,y, z)dx+ a—y(x,y, Z)dy+ a—z(x,y,z)dz =50+ adﬁ 5.0% (68)

gde su dx, dy i dz diferencijali nezavisno promenljivih x,y i z respektivno.

Analogno se definiSe i diferencijal realne funkcije » promenljivih, 7 > 3.

6.17. Primer. Odrediti diferencijale sledecih funkcija:

flxy) ==+ -2y +30°+5, xyeR
Sflx,y) =x"siny+y tgx—12x%" +ylnx?, x>0, x# (2%+1)n/2, k€ Z, yER;

M 4y
) = sin(i) + =22

f(x,y) = zarcsiny + 22 ctg(xy) + 22" + yIn(zx), |y| <1, 26> 0, xy # km,k € Z.

y XFERXYER
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ReSenja.

a) df = (=5x* = 2xy + 3y})dx + (14y — x> + 6xy)dy.

5
o y
b) df = (szmy—l- T

2
— 24xe” + %) dx+ (x* cosy + Sy*tgx — 12x2¢” + 2 Inx)dy.

32 =2y —y? ‘ » x% 4 2xy —y?
W) dx+ (szm(xjy) cos(xy) + _W_) dy.

. Z3 ¥ st 2 ;
d) df = (W -+ 2xe¥ + = ) ( = «-Sinz(xy) +x ey+1n(u)) dy

+ (arcsiny-f— 3z%ctg(xy) + ;) dz. p

¢ df = (Zysin(xy) cos(xy) +

6.2.5 Diferencijali viSeg reda

Pretpostavimo da realna funkcija z = f(x,y) dve promenljive x i y ima neprekidne
druge parcijalne izvode na nekom otvorenom skupu D C R?. Tada j Je diferencijal
od dz, odnosno diferencijal drugog reda reda funkcije f, d%z=d (dz), dat sa

S e (]
Iz dz = %%dx—!— %;;:dy sledi da je
d(dz) = ™ (gd + afdy) dx+ aay (g—fdx—l- g—j:dy) dy
= (gz—ipn'x—l—a éf ) dx+ (azajrd -I-g—zé:dy) dy
- ;J:(d )%%id it =3 afdxdy+azj;(d 2.
Na osnovu nepckldnosu drugih parcijalnih izvoda funkcije f sledi da su meSoviti
izvodi 3 Zéf Bxa jednaki, te je
d*z= 3 J;(d j ka8 i aj;d dy + 32?(@)2. (6.9)

Izraz sa desne strane relacije (6.9) mo¥e se simbolicki predstaviti u obliku

J 3 (2)
s,
dz= (axdx+aydy) I

: 2. .2 \? :
Pri tome operator (a—a’x+ a—dy) deluje na funkciju f na sledeéi nacin: sumu
x x

6.18.
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d
; dx+ -y treba kvadrirati po pravilima binomnog obrasca, a zatim stepene od
dy
d . d
o a zameniti parcijalnim izvodima odgovarajuéeg reda.
X

Ako funkeija z = f(x,y) ima neprekidne parcijalne izvoda reda m na otvorenom
skupu D, tada se analogno definie

"z = d(d’”‘lz), "> 2,

odnosno, diferencijal reda m funkcije f, koji je simboli¢ki dat relacijom

. ) 3 (m)
d"z= (é;dx—i—a—ydy) f.

6.2.6 Tejlorova i Maklorenova formula

Analogno kao i kod realne funkcije jedne realne promenljive, gde se pod odredenim
uslovima funkcija f(x) moZe aproksimirati polinomom P,(x), i realna funkcija
f(x,y) dve realne promenljive mo¥e da se, takode pod odredenim uslovima, ap-
roksimira polinomom

Y aix'y =Pi(x,y).

i+j<n

Teorema. Neka je realna funkcija f od dve promenljive definisana i neprekidna za-
Jedno sa svim svojim parcijalnim izvodima do reda m+ 1w nekoj lopti L((xo,y0), ).
Tada za Ax i Ay takve da je /(Ax)? + (Ay)? < & postoji ® = @(Ax,Ay) € (0,1)
takav da vazi relacija

z 9\
A = — A
S(x0+ Ax,yo + Ay) f(x0,0) Z_:]‘ ( Ax+a )’) f(x0,¥0) 6.10)
+R,,,(Ax, AJ’)
gde je ostatak R, (Ax, Ay) dat sa
1 ) 3\
Ry { Ay i) = m ( —Ax+ 3 Ay) flxo+OAx,y0+ OAy).

Tejlorova formula za realne funkcije dve promenljive data je sa (6.10) i moze
se zapisati i u obliku:

m 1 a a (k)
flxy) = f(xo,yo)+;H(@(x—xo)-i-@(y—)’o)) f(x0,0)

+Rm ()C —Xp,y— yO)a

do koje se dolazi ako se u relaciji (6.10) Ax zameni sa x — xg a Ay zameni sa ¥ —Yo-
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Polinom

ni

3 (k)
o)+ g5 (5200455030 oo
je Tejlorov polinom funkcije f u tacki (xo,yop). Ako je (x0,y0) = (0,0), Ax==x
i Ay =y, tada iz Tejlorovog polinoma dobijamo Maklorenov polinom (kao i kod

funkcije jedne promenljive).

6.19. Primer. Naci Maklorenov polinom funkcije f(x,y) = 7.

dxidy/ axiayi

m € N. Na osnovu toga je

ety = °+°+(x+y)+ (r2+2xy+y)+ e ( ()XHJ’

H'If nlf
Resenje. Iz =&, sledi ( ) (0,00 =e’=1, i+ j=um, zasvako

—I—...—i—( : 1) X" i+y") +R,(x,y), odnosno

1 1 .
2'()5—5—)7) +.. e (x+y)"+Rn(l ¥), gde je ostatak

Rfl(x7y) =

eV =14 (x+y)+

(x+¥)"F 1O @ e (0,1). »

(n+1)!

6.2.7 Parcijalni izvodi sloZene funkcije .

Neka je funkcija w data sa w = f(u,v), gde je u = g(x,y), a v = h(x,y). Pretpos-
tavimo da su funkcije g i / definisane u nekoj okolini tatke (xp,y0), a funkeija f
je definisana u nekoj okolini tacke (ug,vo), gde je up = g(xo,¥0), vo = h(x0,¥0)-
Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki (uo, vo), a funkcije g i it imaju parcijalne

: " . dw . dw _r "
izvode u tacki (xo,yp), tada postoje — i = u talki (xp,yg) i vaZe relacije

ox  dy
B_V_V_ ow au ow ov a_w _Ow . %_'_ ow dv 6.11)
SR T PR v dy ou dy  dv Oy '
Relacije (6.11) znacde
ow ow du 0 dv
a—x(xo,yn) = a@y(”{), vo) - ?:(x():yﬂ) + a—y:(uo, vp) - gc(xo,)h) 4
ow ow ou dw av

ay (xo,)’o) — (”01 Vo) 8y (Xo,)’o) + a—v(uo,vo) E a—y(xo,ﬂ))-
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6.20. Primer. Odrediti é‘i i a—w, ako je
dx  dy

a) w=wv+u+v, u=e+siny, v=x>+y%
b) w=+vu+2v+In(u—v), u=arcsin(x+y), v:arctgz.
X

Redenja.
. Ow ow ou . du dv dv
a) éa—v+1, E—u-*—l, a—e, afcosy, a—x—lx, a—Zy.Iz.(ﬁ.ll),
dobijamo
ow . ow
—=W+1)-&+(u+1)-2x — =(W+1)-cosy+ (u+1)-2y.
ox dy
ow 1 1 ow 1 1
b) 1z _— = + 5 i — .
du  2Ju+2v u—v v Vu+2vy wu—v
du 1 du 1 v —xly v X
= VTG B VIR & FEA & A2
sledi da je

aw 1 1 1 1 1 y
s +— - - = ot
ox (2\/14—;—21: u—v) V1= (x+y)? (\/u+2v u—v) x=+y*

ow 1 1 1 1 1 ?
—_— + . + L i e
dy (2\/u+2v ”—V) I—(x+y)? (\/u—!-?,v u—v) x4 y?

6.2.8 Teorema o implicitnim funkcijama

Ncka su promenljive x i y vezane relacijom F(x,y) = 0. Cesto je potrebno izrazi-
ti promenljivu y eksplicitno pomocu promenljive x relacijom y = f(x), gde je f
neprekidna funkcija. Ako je to moguce kaZe se da je funkcija f implicitno zadata
relacijom F(x,y) = 0.
Ponekad je veoma jednostavno odrediti takvu funkciju f, kao u slu€aju F(x,y) =
Ax+ By+C. Tada iz relacije F(x,y) =Ax+By+C =0, sledi da je
—C—Ax

y=fl) ===
Medutim, Cesto je taj postupak veoma komplikovan ili ¢ak nemogué. Na primer,
za implicitno zadatu funkciju y = f(x) relacijom

, B#0.

P4y —1=0, (6.12)
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| koja predstavlja jednacinu centralnog kruga, takvu jedinstvenu funkciju f ne mo-
Yemo odrediti. Naime, iz (6.12) sledi da je

y==%vl-x2, |x <1
To znaci da postoje dve neprekidne funkcije fi i f definisane na intervalu [—1, 1]

sa vrednostima u (—1,0] i [0, 1) respektivno, takve da je x>+ (fi(x))> =1, i=1,2,
ilx| <1.

Sledeca teorema daje uslove pod kojima postoji jedinstvena i neprekidna funkeija
ftakva da je F(x, f(x)) = 0.

6.21. Teorema, Neka je D C R® otvoren skup, tacka (xo,yo) € D i vaze sledeci uslovi:
F : D — R je neprekidna funkcija, i F(x0,y0) =0,

-

oF oF
pastaji parcijalni izvod 5 i neprekidan je na D, i B_y(xo’ yo) 0.

Tada postoji pravougaonik P =U xV C D, gde je U = (xg — 8,x0+8) i V =
(Yo —&,¥0+ &) i jednoznacno odredena neprekidna funkcija f : U — V, takva da je
Fx) =y0i F(x,f(x)) =0, za sve x € U.

Prvi izvod implicitno zadate funkcije f odreduje se pomoéu sledeée teoreme.

oF
6.22. Teorema. Ako uz uslove prethodne teoreme postoji jo§ i parcijalni izvod — koji

dx
- (2 ) = o)
dx %%(x{};,)’())

Jje neprekidan na D, tada je

6.23. Primer. Pod pretpostavkom da funkcija y = f(x) zadovoljava datu jednacinu
a) x>+ 3%y + 12y =6; b) X/ +In(xy)? +2/xFy=—3, odreditiy'.

ReSenja,
a) Kakoje F(x,y) =x 4322y +x%y* — 6, sledi da je
3 2
%:3x2+6xy3+2xy2, 3—1;=9x2y2+2x2y, y’=—3x;;;xﬁ_;22;y.
b) Ovdeje F(x,y)=x¥*+In(xy)2 +2/xFy+3,teje
3 2 1
A e R F 2 1 . WIS
DT . I A A U S
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6.2.9 Izvod u pravcu

Neka je z = f(x,y) funkcija sa dve promenljive i neka je @ = al_r.'} —|—a27} dati
jedini¢ni vektor. Izvod funkcije f u praveu vektora @ u datoj ta&ki M (x,y) jc po
definiciji
af f(x+ta,y+tas) — f(x,y)
M) =1
5z M) =lim ;
ukoliko limes postoji. Ovako uvedenim izvodom se meri buma promene funkcije

u ta8ki M (x,y) ali u pravcu vektora . Parcijalni 1zvod1 3-— i a{ su nije tesko

plci}cntl, izvodi u praveu koordinatnih vektora T=1.7 + 0-7i j =T +
1- 7.

0.24. Prmlgr Neka Je f(x,¥) = xy. Odrediti izvod funkcije f w praveu vektora @ =
75 —I—Tj u tacki 0(0,0).
D (0+7-3)=0- 2
(0+r )(0+7-3)—0-0 i or —0. »

:—}0 f t—0 r

af
Resenje, Po definiciji je —E; () =

Napomenimo da ako je funkcija diferencijabilna u tatki M (x,y) onda ona ima iz-
vod u praveu bilo kog vektora. Obrnuto nije taéno. Dovoljno je uzeti funkciju
z= /Xy, koja ima izvod u tatki 0 (0,0) u praveu svakog od vektora 7 i J anije
diferencijabilna u njoj.

6.3 Tangentna ravan i normala povrsi

Neka je S povi§ data jedna¢inom & (x,y,z) = 0.

Tacka M (x,y,z) povrsi S je regularna (nesingularna) taka te povr$i ako sva tri
; od

By dy oz

Jjedan od njih razlikuje od nule.

parcijalna izvoda — u tacki M postoje i neprekidna su i ako se bar

Tacka M (x,y,z)je singularna tatka povrsi S, ako su sva tri parcijalna izvoda prvog

ob o
reda — E i ??i u njoj jednaki nuli ili bar jedan od njih ne postoji.

ox’ dy oz

6.25. Primer. Na(i regularne i singularne tacke povrsi S date jednacinom 3x* + 5y —
422 =0.

0P ad
ReSenje. Imamo da je Lo =6xr, — =10y i s
ox dy 0z

tacke povrsi regularne izuzev tacke O (0,0, 0) koja je singularna.p

= —4z, odaklc sledi da su sve
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Neka je L kriva u prostoru data parametarskim jedna¢inama
x=x(t), y=y@) 1 z=z(), te(op). (6.13)

Plctpostavimo da funkcije x(¢),y(r) i z(¢) imaju neprekidne izvode X' (t),y' (f) i
Z'(f) u svakoj tacki ¢ intervala (o, ). Uzmimo na L rcgulamu tacku My (xo,¥0,20)
koja odgovara vrednosti # € (o, B) . Onda vektor T = x’ (fo) i+ (1) ?+z’(!0) k
pripada tangenti krive L konstruisane! u tatki My (xo,Yo,z0) -

Odaberimo sada regularnu tacku P na povisi § i povucimo kroz P krivu L koja pri-
pada povisi S. Neka je kriva data sa (6.13) i neka x(¢) ,y(¢) i z(t) imaju neprekidne
izvode koji nisu svi istovremeno jednaki nuli u (o, B) . Po definiciji se tangenta na
krivu L u tacki P zove tangenta na povis .

Zamenjujuci x (), (¢) i z(¢) u jednatinu @ (x,y,z) = 0 povrsi S dobijamo identitet
@ (x(t),y(t),z(t)) =0, jer kriva L pripada povisi S. Diferenciranjem funkcije &
kao sloZene funkcije promenljive ¢, dobijamo

00 dx 3P dy P dz

9 dz_ 6.14
o mile i e T (6.14)

Izraz (6.14) je u stvari skalarni proizvod vektora

by b JDy . dx_> dy—  dz—»
H=—T+=—J +—Fk i T= T4 I,
% T T a ' Tad T
Vektor 7T je tangentni vektor krive L u tacki P. Vektor 7 ne zavisi od oblika krive
koja prolazi kroz tacku P, zavisi samo od koordinata tacke P i od oblika funkcije
® (x,,2) - Posto je P regularna tatka povrsi S, to je duZina vektora 77

GRONO]

Iz (6.14) sledi da je skalarni proizvod vektora @ i 7 jednak nuli. Ovo znadi da
je vektor T tangente na krivu L u taki P normalan (ortogonalan) na vektor 7 u
tacki P. Do istog zakljucka dolazimo ako umesto krive L uzmemo neku drugu kriva
koja prolazi kroz tatku P i pripada povrsi S. Na osnovu toga sledi da je proizvoljna
tangenta na povr$ S u tadki P normalna na vektor 77 ; znadi sve tangente na povrs §
u tacki P pripadaju istoj ravni normalnoj na vektor 72.

razli¢ita od nule. p

'Kriva L je u stvari hodograf vektor funkcije 7 = 7 ®=x(r) 7 +3(r) ?-&-z(!)wl?.
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6.26. Definicija. Ravan koju ¢ine sve tangente na povrs S u datoj regularnoj tacki P te
povrsi zove se tangentna ravan na povrs S u tacki P.

dd oD 0P
Vektor 7 = ( o (P), — % (P), % (P)) Je normalni vektor tangentme ravni na-

povi§ @ (x,y,z) =0 u talki P te povr§i. Zato jednatina tangentne ravni povrsi
® (x,,z) = 0 u regularnoj ta&ki Py (xo,¥0,20) glasi

d
g (Po) {(x — x0) + %?}3 (Po) y —yo) + Ba;(; (Po) (z—z0) = 0. (6.15)

Ako je povr§ S data jednacinom z = f(x,y), onda je ®(x,y,z) = f(x,y, Z)—z, i
tada imamo

0P _df 9P df 0D i

dx  ax’  dy 5;’ A
odakle sledi da jednatina tangentne ravni povisi z = f(x,y) u regularnoj tacki
Po (x0,¥0,2(x0,¥0)) te povrsi ima oblik:

0 d
z—zoza—f(Po) (x%XO)-I-%(Po) (y_yO)' (6.16)

6.27. Definicija. Prava koja prolazi kroz tacku Py (xo,0,20) povrii ® (x,%,2) = 0 nor-
malno na tangentnu ravan te povrsi u Py zove se normala na povrsu Py.

g . . oD
Ocigledno je normalni vektor 7 = ( . (PQ), 3 (PO) (P())) tangentne ravni
povrsi S u tacki Py vektor te prave i njena Jednacma je onda

A—Xo _ Y—Yo zZ—p

= 2 . (6.17)
TR Lw) R
Ako je povrs data jednadinom z = f(x,y), onda je
X — X — Z—
0o Y=Y Z0 (6.18)

d T3 -
% (o,30) I (x0,30) l

Jjednacina normale povrsi S u tagki Py.

6.28. Primer. Napisati jednacine tangentne ravni i normale povisi 7= x> 4+y? u tacki
P 1.25.

Resenje. Prema formuli (6.16), imamo z—2=2-1-(x—1)+2-1. y—1) 1.
chndcma tangentne ravni je  2x+2y—z= 2. Primenom formule (6.18) dobijamo

=il =1l z—0
7 =T T3 jednacina normale. Primetimo da su sve tacke date

povrsi regularne. p-

dee
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6.29. Primer. Pokazati da tangenine ravni povrsi xyz = 1 obrazuju sa koordinatnim
ravnima tetraedar konstantne zapremine.

Resenje. Jednacina povrsi je: @ (x,y,2) = xyz— 1 = 0. Ako je Py {(x0,¥0,20) dodirna
tatka povisi, onda su parcijalni izvodi funkcije ® u toj tacki jednaki

o

ad
g(f’o)zyozo, @(Po)=f:oxo ,a—Z(Po)Z.royo-

Sada je prema (6,15)
Yozo (X —%0) +zox0 (¥ — yo) +x0yo (2 — 20) =0,
odnosno, posle sredivanja i korisccnja ¢injenice da je xpyozg = 1 (P pripada povrsi

xyz = 1), dobijamo —3x— + ra + — = 1. Zapremina tetracdra koga sa koordinat-

3y0 37,0
nim osama gradi tangentna ravan je onda jednaka

V=1-2-3%| 3| 32| =3. »

6.4 Ekstremumi funkcija dve promenljive

Ekstremumi funkcija dve promenljive definifu se na isti na&in kao funkcija jedne
promenljive. KaZemo da funkcija z = f (x,y) koja preslikava podskup A od R? u
skup IR ima u tacki (xg, o) €A

lokalni ekstremum ako postoji okolina U te tatke tako da f(x,y) — f (xp,¥0) ima
stalan znak za svako (x,y) € ANU.

Ako je taj znak pozitivan (negativan) funkcija z u toj tacki postiZe lokalni mini-
mum (maksimum). Isto kao kod funkcija jedne promenljive govori se o strogom
i nestrogom ekstremumu,

6.30. Primer. Ispitati ekstremume sledecih funkcija:

4) z=uo 42y*; b) z = xy; ¢)z=1-—2x>—3y%;
d) z=x —2x+32 +4y; e)z=x>+y% za (x,y)#(0,0)iz(0,0) =2;
f) z=x*—5% g z=x+).

ReSenje.

a) zmm = f (0,0) = 0 : u proizvoljnoj okolini nule znak izraza f(x,y) — £(0,0) =
x*+y* > 0 kad god j _]c (x y) # (0,0) . Po definiciji funkcija posti%e strogi lokalni
minimum.

b) U svakoj okolini nule (kruZnica pozitivnog polupre¢nika sa centrom u koordinat-
nom pocetku) razlika f (x,y) — f(0,0) = xy menja znak. Dovoljno je uzeti dve
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tacke: jednu u prvom i jednu u drugom oktantu i odatle sledi da je vrednost
proizvoda u njima suprotna po znaku,

) Zmax = 2(0,0) = 1: obja¥njenje kao pod a).

d) z=(x—1)*+(y+2)* 5> —5kad god je (x,y) # (1,—2) : dakle funkcija postize
strogi lokalni minimum u tacki (1,—2).

e) U taCkama (x,y) # (0,0) svake kruZnice polupreénika manjeg od /2 vrednost
funkcije z je manja od 2, dakle zya = f(0,0) = 2.

f) ig): U tackama svake okoline nule (kruZnice proizvoljnog pozitivnog polupreénika
sa centrom u (0,0)) lako je na¢i dve tatke u kojima z uzima vrednosti suprotne po
znaku.

Napomena. Razlika f(x,y) — f (x0,y0) je u stvari totalni prira$taj funkcije z u tadki
(x0,¥0) i njega jo§ zapisujemo na sledeéi na¢in

Az=f(xo+ Ax,yo+ Ay)— f(x0,¥0). B

Navodimo stav 0 neophodnom uslovu Iokalnih ekstremuma funkcije dve promen-
ljive:

6.31. Teorema. Ako funkcija z = f (x,y) ima ekstremum u tacki Py (x0,y0) onda su u toj

0
tacki parcijalni izvodi i i— n‘r Jednaki nuli ili ne postoje.

dx dy
Dokaz. Ako u funkciji zuzmemo y = yy dobijamo funkciju z= f(x,yp), sa jednom
promenljivom koja oéigledno u tacki x = x; ima lokalni ekstremum. Onda prema
Teoremi 3.95 sledi da je fif =2 (Po) = 0 ili ne postoji. Na isti na&in se zakljuéuje i

ox

o parcijalnom izvodu —

ay
Tatke u kojima su parcijalni izvodi 2 5 ig 5 £ jednaki nuli iIi ne postoje zovu se kri-

titne tacke, a tatke u kojima su parcijalni izvodi 2 =i 3— samo jednaki nuli zovu
se stacionarne tacke. Naravno ako je neka tacka stacionarna ili kriti¢na, funkcija
u njoj ne mora imati ekstremum. Na primer O (0,0) je stacionarna tatka funkcije
Z=xy a ona u njoj nema ekstremum (primer 6.30 b)). b

6.32. Primer. Odrediti kriticne i stacionarne tacke funkcije 7 = \/xy.

ReSenje. Najpre vidimo da je funkcija definisana u svim tackama I i ITI kvadranta
ukljuéniudi sve tacke koordinatnih osa. Ako je tacka (x,y) unutra$nja tatka dom-

. . z 1 . o0z 1 x
cna luukcije, onda imamo — = J = ——— odakle sledi da ona

ox 5\/—x_y 1 dy 2 /%y
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nije ni stacionarna ni kritiéna. Uzmimo sada tacke:
X (x>0,0),Y (0,y >0) i 0(0,0). Za njih imamo

oz \/(x—i-'h —vx0 0
o (X) & i

_ m-—=20
fz—>o h—0 h
F® = Y °+g 2D = tim
g—>0 g%O g

odakle bledl da poslednp limes ne posto_]l Znadi tacka X je kritiéna. Sli¢no dobi-
jamo da 2 5 () ne postoji i da j je 5 g (Y ) =0, 8to znadi da je i Y kriti¢na tatka, Za

tacku O (O 0) imamo
\/ (O-l-h -0 — lim 0 e
—>0 ’

— (0) h—0 h

h

. 1 & 5 (0) = 0, zbog simetrije funkcije z (x,y) = =./y-x=2z(y,x). Dakle,
tacka O (0,0) je jedina stacionarna tatka funkc1Je T \/— >

Dajemo teoremu o dovoljnom uslovu lokalnih ekstremuma.
Teorema. Neka je Py (x0,y0) stacionarna tacka dva puta neprekidno diferencija-
bilne funkcije z= f(x,y) (4. postoji okolina tacke Py(xo,y0) u kojoj Junkcija f

ima neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda). Tada Sunkcija [ u tadki
Py (x0,¥0)

ima lokalni maksimum ako je totalni diferencijal d* f (Py) negativan;
ima lokalni minimum ako je totalni diferencijal d* f (Pp) pozitivan;
nema lokalni ekstremum u toj tacki ako d* f (Po) nema stalan znak za sve dx, dy.

U slucaju da je d*f (Py) =0
cifi).

, potrebno je dodaino ispitivanje (na primer po defini-

6.34. Primer. Odrediti ekstremume funkcije

a) z=x2+y% b) z=xy; ) z=x"+2y*—~2x+4y - 6.

d) z=In(x*+3*); e z=x'+y' -2

Resenje.

a) Funkcija nema kritiénih tadaka, jer parcijalni izvodi postoje u svakoj tacki (x, y)

domena R?. Zato su stacionarne tacke, tj reSenja sistema

oz
H=2=0 3=

jedine tacke u kojima funkcija mo¥c da ima ekstremume (prema neophodnom

b)

c)

d)

e)
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uslovu-Teorema 6.31). Dakle, tatka 0(0,0) je stacionarna. Nadimo d?z(0).
Imamo parcijalne izvode drugog reda:

9’z 0%z 0%z 9’z
'87;;'): (0) =12, ay_ O) axay (O) ayax (0)

d*2(0) =2-dx® +2-0- dxdy+2-dy* =2 (dx* +dy*) > 0,

0, te je

§to znaci da prema Teoremi 6.33 funkcija u tatki O(0,0) postiZe lokalni minimum
i on iznosi zmin = z(0,0) =

Ovde je 0(0,0) takodc jedina tacka u kojoj funkcija moze da ima lokalni ek-
stremum. Podto je 3% (0) = $2(0) =01 ££ (0) =110 je

d*z(0) =0-dx*+2-1-dxdy+0-dy* = 2dxdy.

Odavde sledi da funkcija u ta¢ki O (0,0) nema lokalni ekstremum jer d°z () nema
stalan znak. Stvarno, ako je na primer dx = dy > () odnosno, dx = —dy # 0, onda
je d*z(0) > 0, odnosno d?z(0) < 0.

Koriste¢i Teoremu 6.31 nalazimo stacionarne tacke (kriti¢nih nema). Zato reSavamo
sistem

dz 0z

—=2x—2=0, — =4y+4=

ox dy Yk G
Odatle je x = 1,y = —1, tj. tatka Py (1,—1) je stacionarna, Zatim imamo

9% 0? 3%z

Pz_, Pz, Pz

ox> ay? dxdy

u svakoj taCki domena funkcije, Sada za totalni diferencijal drugog reda dobijamo
d* (Py) = 2dx* + 4d*y > 0,

Sto prema Teoremi 6.33 znaci da funkcija u tacki Py postiZe lokalni minimum i on
iznosi zmin = f(1,—1) = —9.

Funkcija je definisanc na skupu R*\ {(0,0)} i u svakoj ta¢ki domena ima parcijalne
izvode. Medutim sistem 3 3
Z Z
—==0A5==0
ox ay

nema reSenja u domenu funkcije (proveriti!). Dakle funkcija nema lokalnih ek-

stremuma.

Funkcija je definisana u celoj ravni i zato su jedine tacke u kojima moZe da ima

lokalne ekstremume, reSenja sistema
dz oz

OA==0&4> -2 =

— = 0ndy® =292 =0
ox dy 4 >
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& (2 —y) =0A2y (2" %) =0.
Dobili smo sistem koji je ekvivalentan disjunkciji Getiri sistema

(2x=0A2y=0)V (2x=0A2)*— 1)
v(zf_yzzoAZy:O)V(sz—y2=0/\2y2—x2:0).

Jedino refenje svih ovih sistema je tatka O(0,0). Posto su svi parcijalni izvodi
drugog reda u tacki 0(0,0) jednaki nuli, to je i d*z(0) = 0, znai ne moZemo
prema teoremi 6.33 saznati da li funkcija u Q (0,0) ima ili nema lokalni ekstremum.
S obzirom da je
2y 2 3 4
fxy) = (xz—%) +2-20,

sledi da funkcija u tacki 0 (0,0) ima (strogi) lokalni minimum. p

6.5 Vektor-funkcija sa dve realne promenljive

Sli¢no vektor-funkciji jedne realne promenljive, definide se i vektor-funkcija dve
realne promenljive. Preslikavanje 7 : A — R gde je A C R?, zove se vektor-
funkcija dve realne promenljive, Ona uredenom paru (u,v) € A dodeljuje vektor

=
7 =7 (4,v) =x(u, v)?—l—y(u, v)?+z(u,v) k,

Cije su koordinate x,y,z skalarne funkcije sa dve promenljive u i v. Vektor funkcija
je potpuno odredena ako su date funkcije x = x (u#,v),y = y (1,v) i z = z{u,v) gde
(u,v) € A C R?. Skup tadaka u prostoru R* koje opisuje kraj vektora 7 (u,v) Ciji
je potetak 0(0,0,0) zove se hodograf vektor funkcije sa dve realne promenljive.
Tako je na primer svaka povrs (grafik funkcije sa dve promenljive) hodograf vektor
funkcije

Poy)=x T4y T +2xy) - K = (nz(xy).

A je domen funkcije z = f(x,y)i u=x,v = y.

6.35. Primer. Odrediti hodograf vektor-funkcije 7 (u,v) = (u+v) 7T+ (t—v) 7} +

(u2 Wi vz) ?
Refenje. Imamodajex=u+v, y=u—v, z=12+12 Iz prve dve jednadine je
w= @, i ?, odakle se dobija 2z = x* +y*. Znaéi hodograf date vektor

funkcije sa dve promenljive je kru#ni paraboliod sa temenom u kootdinatnom
pocetku. b
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