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Resenja zadataka sa Prvog kolokvijuma iz predmeta
Matematika 3 (1. grupa)

1. a) Ukoliko izrazimo 3", imamo y”(x) = —273 i stoga
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Ispalo je da nam za raCunanje y i ¥’ nije trebalo niSta osim integrala reSavanog prilikom

racunanja y”.

b) U ovom sluéaju nije moguce eksplicitno izraziti y” preko x, tako da smo prinudjeni da
parametrizujemo: y” = t, sin2t + ¢t = x, odakle je dz = (2cos2t + 1) dt i onda (analogno

kao u delu pod a) )
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Podrazumeva se da su studenti upuceni u racunanje ovakvih integrala uz pomo¢ parcijalne

integracije (svi su istog tipa kao onaj koji se pojavio u 1. koraku resenja ovog dela zadatka).

2. Zadatak je kompletno prepisan iz materijala o Diferencijalnim jednacinama koji je okacen u
okviru pripremnog materijala za ovaj kolokvijum (gde je ujedno kompletno i resen - tamo je
oznacen rednim brojem 4), jedino $to je y zamenjeno sa p i x sa ¢). Dodat je jedino deo u

kojem se trazi partikularno resenje. Dakle,

¢ ==+In (lnp—l— (lnp)2+01) + Oy, (1)



a tokom procesa resavanja je dobijeno

p =+p\/C1 + (Inp)* (2)

1
Dakle kad je p =1, p' je jednako 3 i kada to uvrstimo u (2) (¢ = 0 éemo koristiti kasnije),

1
5=+/Ci+ (In1)? = +£+/C1,

1
§to, zbog pozitivnosti korena, znaci da o¢ito mora biti 3= VvCiiC) =

dobijamo:

(dakle, u (1) se

IO,

radi o varijanti sa +). Dalje je, na osnovu (1)

1
0=1In <ln1+ (1n1)2—|—1> + Oy,

1 1
odnosno In 5 + C5 = 0, odakle je Cy = —In 3= In 2. Konac¢no
9 1
p=In{lnp+4/(Inp) +Z +In2.

3. Cim je zadatak ovako formulisan, jasno je da jedno resenje treba da ”izvariramo” , a drugo da
dobijemo preko prvog uz pomoé¢ Abelove formule. Zamenjujuc¢i u odgovaraju¢u homogenu

jednacinu y = 2P, v = paP~1, y" = p(p — 1)xP~2, dobijamo
p(p— D" +2(x + V)pa? " + 227 =0, (p* +p)a? " + (2p+2)2” = 0

Poslednje je moguée samo za p*> +p =01 2p + 2 = 0, odnosno p = —1.

1
Dakle, y,1 = — isada, nakon zapisivanja u” default” obliku odgovarajuc¢e homogene jednacine
x

koja odgovara polaznoj jednacini:
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i primene Abelove formule, dobijamo
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Odgovarajuce partikularno resenje prvo probavamo da nadjemo u obliku y = const - ne ide,
zatim probavamo da ga nadjemo u obliku y = ax + b - ne ide. Konacno, ako pretpostavimo

y = ax?® + bx + ¢, imamo 3’ = 2ax + b, ¥’ = 2a, tj.

z-2a+2(x+1)(2az+b) +2(az® +br+c) = 2> +2+1, 6az”®+ (6a+4b)x+2b+2c = 2° +x +1,

1 1

odakle dobijamo a = 5’ b=0ic= 7
: . L 1 I, 1, 1
Sada je opste resenje y = C1— + Co—e "% + 2 + —.
T T 6 2

. Karakteristi¢na jednacina za odgovaraju¢u homogenu diferencijalnu jednacinu glasi

AN AN 420 +2=0,
A+2)(A+1)=0

(odmah se vidi da Ay = —1 jeste resenje, a onda vidimo da su druga dva resenja Ay 3 = +iv/2),

odakle dobijamo da opste resenje odgovarajuc¢e homogene jednacine glasi
yn = Cre”* + Cysin V2 + Cy cos 2V 2.

Ako zadatak resavamo Metodom neodredjenih koeficijenata (a tesko da bismo mogli drugacije),
neophodno je da nezavisno nadjemo dva partikularna resenja - jedno za fi(x) = e~* i drugo

za fo(r) = e** cos .

Prvo partikularno resenje trazimo u obliku y,, = Cz'e™ = Cze ™ (jer, u skladu sa ozna-
kama sa vezbi, u fi(x) imamo o« = —11 f = 0, pri ¢emu a £+ fi = —1 jeste resenje

odgovarajuce karakteristicne jednacine visestrukosti s = 1). Bice
Y =Ce (1 —x), yi =Ce "(z—2), yp =Ce"(3— 1),

1
pa se Y, +yp + 2y, +2yp, = e 7 svodi na 3Ce™" = ™%, odakle dobijamo C' = 3 odnosno
1
Yp, (l‘) = ge—x‘
Drugo partikularno resenje trazimo u obliku y,, = e** (Acosz + Bsinz) (jer, u skladu sa
oznakama sa vezbi, u fy(z) imamo o« = 21 f = 1, pri ¢emu « £ $i = 2 £ i nije reSenje

odgovarajuce karakteristicne jednacine). Bice

Yy, = € ((2A+ B)cosx + (2B — A)sinz) , y,, = e** ((3A+4B) cosz + (3B — 4A) sinx)
e* (2A+11B)cosz + (2B — 11A) sinx)



pa se Yo +yn 4 2y, + 2y, = €** cos x svodi na

e* (11A +17B) cosz + (11B — 17A) sinz) = e* cos z,

11 1
odakle dobijamo 11A + 17B =11 —17TA+ 11B = 0, odakle sledi A = 110 iB= é,

410 410

Opste resenje polazne jednacine je

11 17
odnosno y,, (z) = €** (— cos T + —— sin a;)

1 11 17
y=Cre* 4+ Cy sinzv2 + Cy cos zv/2 + ge_x + e (m cos T + 110 sinx) )

. Resavamo zadatak za I grupu, u zadatku za II grupu su samo zamenjena mesta promenljivim
x 1 y. Koristimo metodu varijacije konstanti, koja postoji zasebno za jednacine i zasebno za
sisteme jednacina. ReSenje koje sledi koristi prvu varijantu te metode (i druga varijanta se

sprovodi analogno).

Iz prve jednacine imamo

, 1
y=r—r + —07
cost
a diferenciranje nam daje
, , "y sint
=x —x ,
Y cos?t

Sto kad uvrstimo u drugu jednacinu sistema dobijamo:

/) sint + cost
tr="— "
cos?t

Kako karakteristi¢na jednacina odgovarajuée homogene jednacine glasi A> + 1 = 0, njeno
opste resenje je
xp = Crsint + Cy cost, 01, Cy e R.

Dakle, opste resenje nehomogene jednacine trazimo u obliku
x(t) = C1(t) sint 4+ Cy(t) cost,
gde funkcije C4(t) i Cq(t) zadovoljavaju

C1(t)sint 4+ C4(t) cost =0

sint + cost
Ci(t)cost — C4(t)sint = —————,
{(1) cost — C4(1) e
odnosno - . - .
sint + cos st + cos
Cl(t) = ———"" Ch(t) = —sint————
1(?) cost 2(t) cos?t



Integracijom nalazimo

Ci(t) :/(SmtJrl) dt = —In|cost| +t + Dy,

cost
. 2 . 2
sin“t sint cos“t—1
Cy(t) = - - dt = | ————dt +In|cost
2(1) /( cos?t cost) / cos? t | |

dt
:/dt—/ 55 tInfcost| =t —tgt+In|cost| + Dy
cos“t

Sada z(t) dobijamo direktno, a odmah zatim i y(t):
x(t) = t(sint 4 cost) + In| cost|(—sint + cost) + Dy sint + Dy cost,
o'(t) = (sint + cost) 4+ t(cost — sint)

—tgt(—sint + cost) + In|cost|(— cost — sint)

+Dycost — Dysint

Ukoliko se eksplicitno odrede z(t) i 2'(¢), nije neophodno sredjivati poslednji izraz.

Resenja zadataka sa Prvog kolokvijuma iz predmeta
Matematika 3 (2. grupa)

1. a) Ukoliko izrazimo 3", imamo y”'(x) = 372 i stoga

z 2
y' = /y'" dr = /3_2 dr = /3t (=2dt) = ——=3"+ C4
In3

2 s
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In3 2

2 . . 2 \?, .
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In3 In3
2

2 ? z 2 3 z
y:/y,d$:/<<m) 3_2—1—015(3—1—02) dﬁ:-(m) 3_5+C1%+C2x+03.

Ispalo je da nam za raCunanje y i 3’ nije trebalo niSta osim integrala reSavanog prilikom

racunanja y”.

b) U ovom slu¢aju nije mogucée eksplicitno izraziti y” preko x, tako da smo prinudjeni da

parametrizujemo: y” = t, sin3t —t = x, odakle je dx = (3cos3t — 1)dt i onda (analogno



kao u delu pod a) )

1 t?
y' :/y”dx:/t(?)cos?)t—1)dt:tsin3t+§cos3t—5—1—01,
/ . 1 t?
y = [ ydx= t51n3t+§cos3t—§+01 (3cos3t —1)dt

= —;/tQCOS3tdt—|—/t(3SiH3tCOS3t—SiH3t> dt+/60323tdt

1 1
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9 6
Podrazumeva se da su studenti upuceni u racunanje ovakvih integrala uz pomo¢ parcijalne
integracije (svi su istog tipa kao onaj koji se pojavio u 1. koraku resenja ovog dela zadatka).
. Zadatak je bio isti kao za 1. grupu.

. Deo vezan za homogenu jednacinu je identi¢an kao za 1. grupu. Odgovarajuce partikularno
reSenje prvo probavamo da nadjemo u obliku y = const - ne ide, zatim probavamo da ga
nadjemo u obliku y = az + b - ne ide. Konaé¢no, ako pretpostavimo y = az? + bz + ¢, imamo

Yy =2ax +0b, y" = 2a, tj.

r-2a+2(x+1)(2ax+b) +2(ax* +br+c) = 2 —x+1, 6ar*+ (6a+4b)x+2b+2c = 2° —x+1,

1 1
odakle dobijamo a = 5’ b= —3 ic=1.
. 3 L. 1 R 1, 1
Sada je opste resenje y = C1— + Cy—e " + —x* — —x + 1.
x T 6 2

. Karakteristi¢na jednacina za odgovarajuc¢u homogenu diferencijalnu jednacinu glasi

A= A2 420 —2=0,
A2+2)(A—1)=0

(odmah se vidi da A\; = 1 jeste resenje, a onda vidimo da su druga dva resenja Ay 3 = +iv/2),

odakle dobijamo da opste resenje odgovarajuc¢e homogene jednacine glasi
yn = Che” + Cysinav/2 + Cy cos 2v/2.

Ako zadatak resavamo Metodom neodredjenih koeficijenata (a tesko da bismo mogli drugacije),
neophodno je da nezavisno nadjemo dva partikularna resenja - jedno za fi(z) = €* i drugo
za fo(r) = e **sinz.

Prvo partikularno resenje trazimo u obliku y,, = Cz'e” = Cze® (jer, u skladu sa oznakama

sa vezbi, u fi(z) imamo o« = 11 § = 0, pri ¢emu « + fi = 1 jeste reenje odgovarajuce



karakteristi¢ne jednacine visestrukosti s = 1). Bice
y, = Ce®(z+1), yo = Ce®(z+2), yi = Ce®(z +3),
"

1
pa se y, — y]’;1 + 2y]/)1 — 2y,, = €” svodi na 3Ce” = €”, odakle dobijamo C = 3 odnosno

1
Ypy (l’) = gem'

Drugo partikularno resenje trazimo u obliku y,, = e 2" (Acosx + Bsinz) (jer, u skladu sa
oznakama sa vezbi, u fo(z) imamo o = =21 f = 1, pri ¢emu « & i = —2 % i nije resenje

odgovarajuce karakteristicne jednacine). Bice

Yy, =€ 2" ((=2A+ B)cosz + (=2B — A)sinzx), y,, = e > ((3A — 4B) cosz + (3B + 4A) sin )
e 2" ((—2A+11B)cosz + (—2B — 11A) sinz)

pa se y — y + 2y, — 2y, = €**sinz svodi na

e ¥ ((-11A+17B) cosz + (—11B — 17A) sinz) = e **sin ,

1 11
odakle dobijamo —11A+ 17B =01 —17A — 11B = 1, odakle sledi A = —ﬁ iB= ~ 110’

11 17
odnosno y,,(z) = e 2* [ ———cosx — ——sinz |.
410 410

Opste resenje polazne jednacine je

1 17 11
y = Cie " 4+ Cysin V2 + (5 cos V2 + gex —e (EO cos T + 10 sinx> )

5. Videti resenje odgovarajucéeg zadatka za 1. grupu.

Asistent: Aleksandar Pejcev



