DODATAK - za kolokvijum 51 6

(elementi diferencijalnih jednacina)

Opsta napomena: U teoriji obi¢nih diferencijalnih jednacina upoznajemo se sa diferencijalnim
jednac¢inama kod kojih nepoznata funkcija zavisi od jedne realne promenljive. U ovom tekstu ¢emo sa

X oznaciti nezavisno promenljivu a sa y(X) nepoznatu funkciju, a izvode funkcije y(X) sa y'x= % tj.
skraceno y'.

Postupak nalazenja resenja diferencijalnih jednacina ¢esto se naziva integraljenjem diferencijalnih
jednacina.

(a) Geometrisko tumacenje diferencijalnih jednaéina prvog reda

Ma koja algebarska jednacina oblika y = f(x) moze se graficki predstaviti krivom linijim. Kada se
izabere jedna vrednost X, jednacina definise jednu vrednost y, koja se moze povezati sa tim x. Ovo
odreduje jednu tacaku na krivoj. Ukratko, algebarska jednacina definise krivu kao skup tacaka cije
kordinate zadovoljavaju tu jednacinu.

Jednacine koje su nazvane diferencijalne ne vezuju y direktno sa x — one se sluze potpuno drugim
procesom. Da bi to objasnili uzmimo prvo jednu kruznu liniju polupre¢nika R sa centrom u
koordinatnom pocetkom,

(1) X*+y* =R’
Sta izrazava ova jednagina? Ona izrazava poznatu osobinu kruzne linije, kao geometrisko mesto
tacaka u ravni cije rastojanje od jedne stalne tacke (ovde, od koordinatog pocetka) ima konstantnu
vrednost, recimo R; (i=1, 2,...,n). Medutim ako bi sada postavili pitanje koju osobinu imaju ovi
krugovi, bez obrira na vrednost njihovih polupreénika, onda u izrazavanju te osobine ne sme

ucestvovati veli¢ina R;, koja karakterise svaki posebni krug. Zato diferencirajmo jednacinu (1) po X;
sledi 2x + 2yy' = 0, ovu relaciju mozemo napisati i u obliku

(2) x+yy'=0 ili xdx+ydy=0.

Kao sto vidimo napisana jednacina (2), osim x iy, sadrzi i izvod y'=dy/dx, odnosno diferencijale dx i
dy. Prirodno je onda sto takvu jednacinu zovemo diferencijalna jednacina. Kako ova jednacina sadrzi
samo izvode prvog reda, nazivamo je diferencijalna jednacina prvog reda. Nasuprot ovoj jednacini
(2), jednacinu (1) koja je bez diferencijala, ¢esto se naziva i konaénom jednacinim.

Sta izrazava jednacina (2)? Posto je y/x=k koeficijent potega OM tacke M kruzne linije a y'=k; ugaoni
koeficijent tangente na krugu u istoj tacki, onda zapravo diferencijalna jednacina prvog reda data u
obiku (2) tj.(2")

(2) 1+kk;=0
izrazava ortogonalnost tangente na krugu i potega tacke dodira. Na taj nacin smo dosli do
diferencijalne geometriske osobine svih krugova sa centrom u koordinatnom pocetku. Primetimo da

smo do ove osobine dosli tako $to smo posmatrali osobinu kruzne linije u malom tj. u okolini tacke
M.

Generalno, posmatrajmo diferencijalnu jednacinu prvog reda u takozvanom normalnom obliku':
@)  y=fxy).

lDiferencijalna jednacina prvog reda, naime, ima opsti oblik @ (y', y, x)=0, ako se ova jednac¢ina moze na
jednoznacan nacin resiti po y' dolazimo do pomenutog normalnog oblika.



Zamena posebne vrednosti za x u ovoj jednacini ne vodi nekoj vrednosti y, kao sto je to slucaj sa
jednac¢inom (1). Mesto toga, kada se pojedina¢no odrede vrednosti za x iy, bi¢e odredene neke
vrednosti za y'. To jest, ako se izabere ma koja tacka M(x,y), jednacina (3) odreduje pravac Kkoji
tangenta integralne krive koja prolazi kroz tu tacku mora imati ako prolazi kroz tu tacku M. Zato
¢emo kazati, da diferencijalna jednazina definiSe krivu kazivanjem pravca u kome ona prolazi
kroz svaku od svojim tacaka.

Resiti diferencijalnu jednacinu znaci naci sva njena netrivijalna reSenja. Uopste u problemu
resavanja diferencijalnih jednacina osim trazenja svih njenih resenja, u zadatom skupu, znac¢ajno je
ispitati osobine tih resenja i dokazati njihovu egzistenciju.

Pretpostavimo da za diferencijalnu jednacinu prvog reda (3) postoji resenje. Opsti integral te
jednacine u nekoj oblasti D u Oxy ravni je neprekidna diferencijabilna funkcija y nezavisno
promenljive x i proizvoljne konstante C, tj. (4) y=F(xC).

Ta funkcija treba da zadovoljava identitet
dH(x,C) _
) FX9 = f(x,Hx,0))

ne samo za svako X, ve¢ i za svaku vrednost C. Pored toga, zahteva se da jednacina (4) ima resenje po
C za svaku tacku (x,y) iz oblasti D. Za svaku odredenu vrednost C jednacini (4) odgovara kriva linija
u ravni, koja se zove integralna kriva date diferencijalne jednacine prvog reda (3). Prema tome
jednacina integralne krive je partikularni integral.

Ako u jednacini (4) konstanti C ne dajemo odredenu vrednost, ve¢ tu veli¢inu ostavljamo proizvoljnu,
toj jednacini vise ne odgovara odredena integralna kriva, ve¢ niz krivih. Taj se niz zove porodica
integralnih krivih. Takva porodica geometriski predstavlja opsti integral.

Primer (1): Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine xy'+y =0

Lako je videti da data diferencijalna jednacina prvog reda razdvaja promenljive tj. da se moze napisati
u obliku (dy/y)= —(dx/x). Integralimo levu i desnu stranu ove jednacine. Kvadratura ovog datog
primera daje resenje u obliku In(y)=—In(x) + C, , ali kako je C, bilo koja konstanta najednostavnije je
da je u ovom slu¢aju napisemo u obliku C;=In(C), pa se ista kvadratura moze napisati i u obliku xy =
C. Znaci kao opste resenje date diferencijalne jednacine smo dobili familiju hiperbola.

Primer (2): Odrediti konac¢no resenje diferencijalne jednacine xy' +y = 0 koja prolazi kroz tacku
My(1, 1).

U prethodnom zadatku smo pokazali da je opste resenje date diferencijalne jednacine familija
hiperbola xy=C. Integralna kriva koja prolazi kroz tacku M;(1, 1) jeste trazeno konac¢no resenje.
Naime za x;=1 i y;=1 sledi da je C=1, pa je samim tim konac¢no resenje date diferencijalne jednacine,
sledec¢a hiperbola xy = 1. (Pogledati u skicu prethodnog zadatka). Od svih integralih krivih izabrali

smo znaci onu koja u ta¢ki M ima tangentu ¢iji je keficijent pravca
tgow = (Y= — 1.

Opsta napomena: Od elementarnih metoda za integraljenje diferencijalnih jednacina prvog reda ovde
smo govorili samo o onim jednaginama koje razdvajaju promennjive®. Promenljive razdvajaju one
normalnom jednacine koje se mogu napisati u obliku y'= fi(X)f2(y) tj. dy/ fo(y) = fi(x)dx.

*Nalazenje reenja y=y(x) koje zadovoljava uslov y(x,)=Y, naziva se Kosijev zadatak. Teoreme koje govore 0
egzistenciji i jedinstvenosti reSenja su Pikarova i Peanova i studenti ¢e sa njima biti upoznati u odgovaraju¢im
matematickim kursevima.

*Teoreme koje govore o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja su Pikarova i Peanova a studenti ¢e s
njima biti upoznati u odgovaraju¢im kursevima iz matematike.

O drugim elementarnim jednacinama, kao 5to su homogene, linearne, Rikatijeva,..., studenti ¢e biti
upoznati u odgovarajué¢im kursevima iz matematike.



(b) Klasifikacija diferencijalnih jednacina

Kao sto smo videli jednacina o(x, y, y') = 0 je diferencijalna jednacina prvog reda i to u opstem,
implicithom obliku. Smatramo da je ona u normalnom tj. eksplicithom obliku, kad je resena po Y/,
tj. y' =1f(x,y).

Jednacina ¢(x,y,y',y") =0, odnosno y"=1(x,y,y") je diferencijalna jednacina drugog reda.

Uopste, jednacina o(x, v, ¥, ¥".... Y™, y™) = 0 je diferencijalna jednagina n—og reda. Red
diferencijalne jednacine odreduje se redom izvoda najviseg reda koji ucestvuje u jednacini.

Resenje diferencijalna jednacina n—og reda moze biti odredeno ili u eksplicitnom obliku pomocu
fukcije vy, koja identi¢i zadovoljava datu diferencijalnu jednacinu, ili eksplicitno pomoc¢u relacije
@(x,y) = 0, koja posle n diferenciranja postavlja vezu izmedu argumenata x, y, ', ..., Y identi¢nu sa
vezom koju odreduje data diferencijalna jednacina n—og reda.

Funkcija y=F(x, C;, C,,..., C,) promenljive x i n konstanti C,;, C,,..., C, je opsti integral date
diferencijalne jednacine n—og reda u normalnom obliku y™ = f (x, y, y', y"...., YY), ako zadovoljava
dva uslova:

(1) sistem od (n jednacina): ima resenja po Cy, C,,..., C, za sve one vrednosti n+1 parametara X,, Yo,
Yo' Yo'on Yo ™V, za koje postoji jedinstveno resenje Kosijevog problema za datu diferencijalnu
jednacinu; tj. zadatka nalazenja onog resenja y=y(x) diferencijalne jednacine y = f (x, y, y', ¥",...,
y™), koje zadovoljava pocetne uslove:

y(XO) = y01 yl(XO) = yol, y“(xo) - yo",---; y(n-l) (X0)= yo (n-l),

(1) funkcija y=F(x, C4, C,,..., C,) je resenje polazne diferncijalne jednacine za sve tako odredene
vrednosti konstanata C,, C,,..., C,.

Ako resenje ne sadrzi ni jednu proizvoljnu konstatu, ali se dobiva iz opsteg integrala za odredene
vrednosti tih konstati, integral je partikularni. Najzad, diferencijalne jednacine i viseg reda mogu
imati, u specijalim slucajevima, i singularne integrale. To su resenja koja ne sadrze proizvoljne
konstante, ali ne mogu da se izvedu iz opstih integrala za posebne vrednosti konstati.

(c) Diferencijalne jednacine drugog reda

Videli smo da jednacina

(6) o(x,y,y,y)=0, odnosno (7) y"=f(x,y,y)

izrazava diferencijalnu jednacinu drugog reda u implicitnom, odnosno u eksplicitnom, obliku.
Diferencijalne jednacine drugog reda igraju dominantnu ulogu u teortiji diferencijalnih jednacina jer
imaju veliku primenu u fizickim teorijama pa samim tim i u tehnic¢koj praksi. Razlog za to jeste
fenomenoloska ¢injenica po kojoj uzimamo da se promena stanja neke pojave, odreduje ne samo
poloZajem nego i kretanjem (znaci y' # 0), pa samim tim pracenje tih procesa zavisi i od drugog
izvoda y".

Pretpostavimo da postoji resenje jednacine (6); ako ih ima vise biramo jedno. Opsti integral te
jednacine je funkcija y nezavisno promenljive X i dve proizvoljne konstante integracije C; i C; tj.

(8) y=F(x,Cy, Cy)
Ta funkcija da bi bila opsti integral tj. opste resenje jednacine (7) treba da zadovolji identitet

2
S5 C1, C) =f(x, F(x, Cy, Ca), g F(x, €, C)



ne samo za X, ve¢ i za svaku vrednost konstanti C; i C, iz neke oblasti.

Jednacina prvog reda, kao sto smo pokazali, omogucavala je da se pomoc¢u vrednosti y', odredi
beskrajno mali pravoliniski element integralne krive, a na tome se i zasnivala geometriska predstava
te jednacine. Sli¢no, geometrisku interpretaciju diferencijalnih jednac¢ina drugog reda, y" = f(X, y, ¥,
mozemo dati ako se setimo da se polupreénik R krivine neke krive moze napisati u obliku

(LR)=(y"I(1+y*)*)
tako da diferencijalnu jednacinu drugog reda (6) mozemo predstaviti u vidu relacije
0%, Y, Y, (L+y?)**IR) = 0,

koja povezuje — koordinate tacke (x,y) integralne krive y=y(x), nagib tangente y' sa krivinom 1/R
u toj tacki. Priblino crtanje integralne krive koja odgovara postavljenoj diferencijalnoj jednacini
drugog reda vezano je samim tim za izracunavanje poluprecnika krivine, R, te od sastavljanja kruznih
elemenata koje oni ¢ine.

Konac¢no reSenje, ili reSenje Kosijevog zadatka, diferencijalne jednacine drugog reda (7)
predstavlja partikularni integral

(9) y = F(X = X0,Y0,Y'0)

i nije tesko zakljugiti da on predstavlja integralnu krivu koja prolazi kroz taéku Mo(X,, Y,), Sa ugaonim
koeficijentom, y',, tangente u toj tacki.

Primer (3): Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y"=-1

Ocigledno je da data jednacina razdvaja promenljive po y' i X pa se samim tim moze odmah izvrsiti
prva integracija, naime

d(y") =-dx.
kvadratura date prvi (posredni ) integral
@ y=x+C

Medutim kako i jednacina (a) razdvaja promenljive lako je napraviti jo§ jednu kvadraturu koja nam
daje opste resenje postavljene diferencijalne jednacine drugog reda

(b) y=—(1/2)x*+C;x +C,

Opste reSenje u ovom primeru je znac¢i dvoparametarska (po konstantama C; i C,) familija
parabola.

Primer (4): Odrediti konacno resenje diferencijalne jednacine y" = — 1 ako ono prolazi kroz tacku
M1(1, 1/2) u kojoj je tangenta odredena pravom x +y = 0.

Kako smo u zadatku (3) ve¢ odredili opsti integral date diferencijalne jednacine predimo odmah na
odredivanje konstanti C; i C, tj. iz dvoparametarske familije parabola odredicemo jednu konacnu
parabolu koja prolazi kroz zadatu tacku M; a u toj tacki ima tangentu koja je odredena pravom x
+y=0.

Naime, ako ¢injenicu da je nagib tangente

a da integralna kriva mora pro¢i kroz tacku My, uvrstimo u prvi integral (a) prethodnog zadatka sledi



algebarska jednacina iz koje mozemo odrediti integracionu konstantu Cy tj.
y'1=*X1+C1 = C1=O.

Zatim ako sve pomenute elemente (My, y'1, C; = 0) uvrstimo u opstu jednacinu (b) dobivamo jos
jednu algebarsku jednacinu iz koje, ovoga puta, odredujemo integracionu konstantu C, tj.

y1=—(12)x +C, = C,=1.

Samim tim konac¢na jednacina tj. integralna kriva koja zadovoljava datu diferencijalnu jednacinu i
date uslove za polozaj i nagib tangente jeste parabola

y = —(1/2)x* + 1.

(d) Elementi opste teorije linearnih diferencijalnih jedanéina drugog i
viseg reda
(d.1.) Definicija linearne jednacine

Pod diferencijalnom linearnom jednacinom podrazumeva se ona kod koje su nepoznata funkcija i
njeni izvodi linearni (izvodi do n-og reda), a ma kako figurisala nezavisno promenljiva.

Q) YV +a) YT+ L+ aa(X) Y+ ax) y = f(X)

gde su & (i=1,...,n) ma kakve realne i neprekidne funkcije na nekom intervalu od promenljive X ili
konstante. Pojedini sabirci izuzev y™ mogu nedostajati.

Moze se pokazati (teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja) da, pod izvesnim uslovima, koje
treba da zadovoljavaju funkcije a;, f(x) za proizvoljne podetne vrednosti Xo, Yo, Y'or....y" o, jednacina
(1) ima odredeno resenje

Y = G(X, Xo, Yo, Y'oreY " 0),

koje, zbog proizvoljnih pocetnih vrednosti u odredenoj oblasti, moze se napisati i na ovaj nacin
y= F(X, Cl , C2 ) eeey Cn)

Radi kratoée i preglednosti dogovorimo se da uvedemo sledece oznake tj. slede¢e linearne
diferencijalne operatore (o0znaka za njih bice L):

(la) YO +a )y + L Faa)y +ax)y=Ly) = L) =fX)

Napomena: - ako je f(x) = 0 = jednacinu L(y) = O, ¢emo zvati homogena diferencijalna
jednacina,

—ako je f(x) # 0 = jednacinu L(y) = f(x), ¢cemo zvati nehomogena diferencijalna
jednacina.

(d.2.) Opste teoreme homogene linearne diferencijalne jednacine:
Neka je data definicijalna jednacina
(2 Ly)=0
Stav (1): Ako jey; (nekakva funkcija od nezavisno promenljive x) i ako je C;= const tada je
L(Cy) = CL(y1)
Dokaz ovog stava sledi iz osobine izvoda.

Stav (2): Ako suy;iy, (bilo koje funkcije od nezavisno promenljive X) tada je
L(y1 +Y2) = Ly1) + L(y2)



Dokaz ovog stava sledi iz osobine izvoda.
Napomena: iz stava (1) i (2) sledi da je L linearni operator.

Posledica: iz stava (1) i (2) sledi da ako su y; i y, bilo koje funkcije od nezavisno promenljive x i ako
su C; konstante da je

L(Cl Y1+ C2 Yot ...t Cn yn) = ClL(yl) + Cg L(yg) + ..+ Cn L(yn)

Neka je y; partikularno resenje diferencijalne jednacine (2) tj. L(y:) = 0 onda je prema stavu (1) i
y,=C,Yy; takode partikularno resenje jednacine (2) jer je L(Cyy:) = C;L(y1) =0 (identicki za vx) =
L(y2) =0.

Neka su y; i Yy, partikularna resenja diferencijalne jednacine (2) onda je iys=Yy;+Y, takode
partikularno resenje jednacine (2) jer je

L(yi+yz) = L(y1) + L(y2) =0 (identicki za ¥x) = L(ys) =0.

Sli¢no, neka su vyi, Yo, ..., Ya partikularana resenja diferencijalne jednacine (2) onda je prema posledici
(3)iCLy; + Coy,+ ...+ C, vy, partikularno resenje diferencijalne jednacine (2) tj.

y=Ciy:1 +Coy,+ ..+ Chy,

je opste resenje pod ulovom da su yi, Y, ..., Yn linerno nezavisni; a gde su C; , C,, ..., C, proizvoljne
konstante.

Sazeto re¢eno — Teorema: Skup resenja jednacine (2) obrazuje linearni vektorski prostor nad poljem
realih (kompleksnih) brijeva. (Komentar: Baza tog vektorskog prostora je fundamentalni skup resenja
01(X), P2(X),..., en(X)). Da bi pomenuto bilo razumljivije moramo uvesti i pojam linearne zavisnosti i
linearne nezavisnosti skupa funkcija.

Napomena: Funkcije @i(X), @2(X),..., @n(X), Su linearno zavisne na nekom intervalu | ako postoje
konstante C, , C,, ..., C, od kojih je bar jedna razli¢ita od nule tako da vazi za svako X iz tog intervala

(4) Ci1(X) + Copa(X)+...+ Crpn(X) = 0

Ako pak (4) vazi, za svako x iz tog intervala, samo kad je C; = C, = ...= C,= 0 tada ¢emo kazati da su
funkcije @1(X), 2(X),..., en(X), linearno nezavisne na tom intervalu.

Primer (5): pokazati da su funkcije y;=1, y,=sin’x, ys=cos 2x linearno zavisne.
Primer (6): pokazati da su funkcije y;=cosx, y,=sinx, ys=cos 2X linearno nezavisne.

Navedimo sada, jednan veoma prakti¢an, kriterijum za ispitivanje linearne zavisnosti funkcija (tj.
resenja). Radi kratkoce pisanja uze¢emo slucaj tri funkcije, yi, s, ys i postavimo uslov da izmedu njih
postoji linearna veza

() Ciya+Coy,+C3y3=0

sa koeficijentima C;, C,, Cs koji nisu svi jednaki nuli. Posto jednakost (a) treba da bude identitet u
odnosu na svaku vrednost x, bice identiteti i rezultati diferenciranja te jednakosti x. Prema tome za
odredivanje koeficijenata C,, C,, C3mozemo se posluziti sistemom od tri jednacine

Ciy1+Coy2+Cay3=0
Ciy1+Cy2+Csy3=0
Ciy'1+CyH+Csy"3=0

sa determinantom

Y, Y2, Y3
Y1, Y2, Y3 =W
y"l’ y"2! y"3



koja se zove determinanta VVronskog u datom sluc¢aju, tre¢eg reda. Svaka vrsta sem prve, sastavljena je
od izvoda c¢lanova predhodne vrste. Prva vrsta sadrzi funkcije koje se ispituju. Posto su stupci te
determinante linearno zavisni, determinanta je jednaka nuli. Prema tome smo dobili stav: Ako su
funkcije v, y», Y3 linearno zavisne, determinanta Vronskog jednaka je nuli. Za resenja homogene
linearne diferencijalne jednac¢lne vazi i obrnuta teorema: Ako su funkcije f;, f,, f5 linearno nezavisna
resenja homogene linearne diferencijalne jednacine, determinanta VVronskog ne moze biti jednaka nuli
ni u jednoj tacki date oblasti.

Pomodéu Liuvilovih teorema’ moze se dokazati veza izmedu partikularnih integrala i koeficijenata C,
C,,...,C, tako da se onda moze do¢i do najvaznije osobine leinarnih diferenciijalnih jednacina, ona
glasi: ako n funkcija yi, V-, ..., Ya predstavljaju — linearno nezavisna partikularna resenja — homogene
linearne diferencijalne jednacine (2) n-og reda, opsti integral takve jednacine ima oblik: y = C; y; +
C,y,+ ..+ C,y,, gde su Cy, Cy,...,C, proizvoljne konstante.

Primer (7): pokazati da ako je y; jedno partikularno resenje, diferencijalne jednacine, na primer,

drugog reda y"+a,y'+a,y=0, da je onda drugo partikularno resenje, linearno nezavisno, dato relacijom
e fau(x)x
Y2=Y1 f B — ax.
Y1

(d.3.) Nehomogene diferencijalne jednacine
Napisimo osnovnu diferencijalnu jednacinu (1) u obliku  (2") L(y) = f(x)
gde su a; i f(x) proizvoljne realne neprekidne funkcije od x na nekom intervalu realnih brojeva.
Teorema: Neka je yn(x) opste resenje homogene jednacine (smatramo da je f(x)=0 pa sledi homogena
jednacina L(x)=0) i neka je y,q(x) bilo koje netrivijalno resenje nehomogene jednacine (2. Tada je
opste resenje jednacine (2') funkcija
Y= Yn(X) + Yna(X).

Ako je n1(X)=Yna(X) jedno partikularno resenje jednacine (2') tj. ako je L(n.) = f(x) onda smenomy =
n: + z gde je z nova nepoznata funkcija jednacina (2') postaje L(ny + z) = f(X) tj. L(n)+ L(2) =
f(x); kako je L(ny)= f(x) identitet jer je n; partikularni integral jednacine (2') potrebno je jo§ da bude
i L(2)=0.
Ako su n funkcija yi, Ya, ..., Ya partikularni integrali — homogene linearne diferencijalne jednacine
L(y)=0 i ako je onda shodno tome njeno opste resenje funkcija yy,(X)=C,y; + C, ¥ + ...+ C, yni ako je
n=yna(X) partikularni integral diferencijalne jednacine (2' ) tada je opsti integral tj. opste resenje
nehomogene jednacine (2') dato relacijom tj. funkciijom

y=Ciy1 +Coyo+ ..+ Cy Yo+ M = Yn(X) + Yna(X).

Sliéno, ako je desna strana nehomogene jednacine (2' ) data u vidu zbira funkcija tj. f(x)=Ff1(X)+
fo(x)+..+ f(x) tada se trazenje partikularnih resenja nehomogenog dela raspada na trazenje
partikularnih resenja za jednacine:

L(y) = fi(x), L(y) = fax), ..., L(y) = fo(X) a opste resenje jednacine (2') je onda dato u vidu zbira
partikularnih resenja homogenog i nehomogenog dela:

Y=(Ciy1 + Coyot .+ Cryn) + (N1 + Mot ... + ).

*Jedna od njih, na primer, kaZe da polazeéi od: L(y)=0,y = C1y; + Co Yo+ ...+ Co Yo, daje W(y1, Y2, ..., Yn) =C

—ja,dx —Ta,dx

e % , odnosno W(x) = W(xo) € *o jerje

< =

a; = —



(e) Integracija linearnih homogenih diferencijalnih jedancina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima

Neka je data homogena diferencijalna jednacina drugog reda
1) y'+ay'+ay=0,

gde su ay, a, poznate konstante. Pokaza¢emo da je ovu jednac¢inu uvek moguce prointegraliti, tj. doci
do opsteg reSenja, samo pomocu elementarnih funkcija. 1z prethodno pokazanih teorema sledi da je
opste resenje homogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim koeficijentima moguce
dobiti tako $to ¢emo prvo odrediti dva partikularna integrala, posmatrane jendacine, koji su linearno
nezavisna, i §to ¢emo onda zbir tih partikularnih reSenja pomnozi sa konstantama C; i C, ; tj. opste
reSenjeje y=Cyy; +C;, Vs

Potrazimo sada partikularne integrale jednacine (1). U tu svrhu potrazimo partikularna reSenje date
jednacine, slede¢i Ojlera, u obliku funkcija

2 y=e"

gde je r neki konstantan broj (realan ili kompleksan), koji treba tako odrediti, pa da funkcije (2)
identicki zadovolje jednacinu (1). Zamenom funkcije (2) u jednacinu (1), sledi

3  LE™)=P(nNe™,
gde je (4)  P(r) = r’+air+a

Funkcija y=e" bi¢e resenje jednacine (1), tj. L(e™ ) = 0% ako r bude koren jednacine koja je nastala
od polinoma (4)

(5)  P(r) = rP+air+a; = 0.

Jednacina (5) obi¢no se naziva karakteristicnom jednacinom, a njeni koreni — karakteristicnim
brojevima jednacine (1).

Neposrednom zamenom se moze utvrditi da svakom korenu r karakteristiéne jednacine odgovara

partikularni integral y=e". Ali budu¢i da je
at\a —4a,
r12= 2

o¢ito je onda da ¢e fundamentalno reSenje zavisiti od oblika korena karakteristicne jednacine.
Mozemo razlikovati tri osnovna slucaja:

a) ako je a;>~4a,>0 koreni karakteristi¢og polinoma su rarli¢iti realni brojevi.
b) ako je a;°~4a, <0 koreni karakteristi¢og polinoma su kompleksni brojevi.
c) ako je a,°~4a,=0 koreni karakteristi¢og polinoma su jednaki realni brojevi.

U slucaju (a) opste resenje jednacine (1) je

(a) y= Clel'1X+ Cg ézx.
Primer (8): Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine 2y"+y'-y =0

Datu homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima pogodnije je

prikazati u obliku, y" +(1/2) y' - (1/2) y = 0. Buduéi da je y=e™, y'=r e y"=r’e™ sledi da je

karakteristicni polinom date jednacine

r*+(1/2) r - (1/2) = 0.

*Naime, kako je y'=r e", y"=r? e", nije tesko videti da se jednadina (1) svodi na relaciju e"(r*+a;r+a,)=0. Ali
kako je "0 za Vx sledi jednacina (5).



Kako je a°—4a,>0 = 1y, 1, €R, 110y, tj. r1=1/2, r,= — 1, samim tim opS§te reSenje date diferencijalne
jednacine je y=C, e +C,e™.
U sluéaju (b) opste resenje jednacine (1) je
(b) y= Cle(a+ib)x + Cze(a-ib)x'
Zapis (b) mozemo transformisati i u sledece oblike. Naime kako je
ikx

y=C,e¥e" ™ + C,e™e ™ j kako je e*

() y=e*(Acosbx + Bsinbx),

gde su nove konstante A i B povezane sa predhodnim konstantama C, i C; na slede¢i na¢in A = C; +
C,, B =i(Cy — Cy). Ako bi pak uveli nove konstante C i D tako da je A=CsinD, B=CcosD opste
reSenje za slucaj (b)moguce je prikazati i u obliku

(b") y=Ce¥sin(bx+D).

Primer (9): Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y" + 4y'+ 13y =0.

= coskx * isinkx, sledi relacija

Kako je karakteristi¢ni polinom 1> +4 r + 13 =0 = a,>4a,<0 = 11, 1, €C, [1#ry, tj. 1= —2 + 3i r,= — 2
— 3i, samim tim opSte reSenje date diferencijalne jednaCine je, na primer, y = efZX(ACOS3X +

Bsin3x).
U slucaju (c) opste resenje jednacine (1) je
() y=Ce”+Cxe™

Naime kako je u tom slucaju a;>4a,=0 = 11, I, €R, =1, sledi da su partikularna reSenja linearno
zavisna. Zato se drugo partikularno reSenje trazi u obliku y, = uy;, gde je u funkcija od promenljive x

¢iji je drugi izvod jednak nuli. Iz fanilije funkcija u=u(x) korisimo najednostavniju funkciju koja
zadovoljava trazene uslove a to je funkcija u = x (u" =0).

Primer (10): Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y" +2y'+y = 0.

Kako je karakteristi¢ni polinom date jednacine ?+2r +1=0=>a,>4a,=0=r,neR, H=r=—
1, pa su samim tim partikularna linearno nezavisna reSenja funkcije: y;= €7, y, = xe*. Opste reSenje
date diferencijalne jednacine je funkcijay =C;e™+ C,xe™

(f) Integracija linearnih nehomogenih diferencijalnih jedancina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima

Neka je data nehomogena diferencijalne jednac¢ine drugog reda

D) y+ary+azy =f(x),
gde su ai, a; poznate konstante. Pokazacemo da je ovu jednacinu uvek moguce prointegraliti, tj. do¢i
do opsteg resenja, samo pomocu integrala elementarnih funkcija. 1z predhodo pokazanih teorema
sledi da je opSte reSenje nehomogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim
koeficijentima moguce dobiti tako §to ¢emo prvo odrediti — opste reSenje (yn) "odgovarajuce"
homogene jednacine®, i jednan partikularni integral (y,s=n) koji odgovara datoj postavljenoj jedna¢ini
(4. L(y) = f(x)) 1 $to ¢emo zatim — formirati zbir tih reSenja; tj. opSte reSenje nehomogena
diferencijalne jednacine drugog reda sa konstatnim koeficijetima je moguce odrediti kao zbir funkcija

Y=¥n+Yu=Ciy1 +Coy, +m.

Za odredivanje partikularnog reSenja m korisno je razlikovati sledecia tri najednostavnija
karakretistica slucaja, funkcija f(x) je:

(a) polinom

®Jednagina koja se dobije iz zapisa (1) kada smatramo da je f(x) = 0



(b) sinusna ili kosinusha fukcija
(c) eksponencijalna funkcija

Sluéaj (a): Desna strana jednacine (1) je polinom n-og reda. Opste reSenje 1 je onda takode polinom
reda gn, gde je n — stepen polinoma, a q — red najnizeg izvoda L(y).

Primer (11): Odrediti: 1) partikularno reSenje nechomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" + 2y
= x*+1, a zatim odrediti 2) opite reSenje date jednagine.

1) za datu nehomogenu jednacinu n=2 a qg=0 pa samim tim funkciju n=n(X) treba traziti u obliku
polinoma drugog reda tj. u obliku n= ax>+aixX+ag, gde su ap, a1, 4, konstante koje treba odrediti iz
uslova L(n)=f(n). U tom cilju potrazimo prvi i drugi izvod funkcije n, sledi n' = 2a;X+a;, n" =2ay, a
zatim formirajmo relaciju L(n)=f(n) = 2a,+ 2(axx’+a;x+a,) = x*+1. polinomi su identicki jednaki
kad su im jednaki koeficijenti istih potencija, tj. u nasem primeru (2a,)x*+(2a1)x+(2a; + 2a,) =
(1)X*+(0)x +1. Tako iz tri nastale algebarske jedna¢ine odredujemo trazene koeficijente polinoma:
2a,=1, 2a;=0, 2a, + 2a,=1 = a,=1/2, a;=0, a,=0. Trazeno partikularno resenje, nehomogenog
dela, je funkcija oblika 1= yng = (1/2)X.

2) homogena jednacina koja sledi iz date nehomogene jednacini je y" + 2y = 0, pa je karakteristicni
polinom r? + 2 = 0 = r;=V2i, r,= —V2i. Tako da je opste redenje homogene jednacine y" + 2y=0, y,
= C,c0S8(V2x) + C,sin(V2x). Opste resenje pak trazene nechomogene jednadine je funkcija y = yy +
ynd, tj

y = C,c08(V2x) + C,sin(V2x) + (1/2)x°.

Primer (12): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednaéine, y" —y' =
1+ 2x — 3x%, a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednagine.

1) za datu nehomogenu jednaéinu n=2 a q=1 pa samim tim funkciju n=n(x) treba traziti u obliku
polinoma tre¢eg reda tj. u obliku n= a3x3+a2x2+a1x+a0, gde su as, az, a;, 4, konstante koje treba
odrediti iz uslova L(n)=f(n). U tom cilju potrazimo prvi i drugi izvod funkcije n, sledi n' =
3agx’+2aX+ay, n"=6a3X+2ay, a zatim formirajmo relaciju L(n)=f(n) =

Basx+2a, — (3agx’+2ax+a;) = 1+ 2x — 3x% Polinomi su identicki jednaki kad su im jednaki
koeficijenti istih potencija, tj. u naSem primeru

(— 3a3)x*+(6asx—2a2)X + (28, — a1) = (- 3)x**+(2)x +1. Tako iz tri nastale algebarske jednagine
odredujemo trazene koeficijente polinoma: as=1, a,=2, a;=3. Trazeno partikularno resenje,
nehomogenog dela, je funkcija oblika

M = Yo = Xo+2X3+3X
2) homogena jednacina koja sledi iz date nehomogene jednacini je y" — y' = 0, pa je karakteristi¢ni
polinom r? —r = 0 = r;=0, r,=1. Tako da je opste resenje homogene jednagine y" —y' = 0, y, = C,e°
+ C, €*. Opéte resenje pak trazene nehomogene jednacine je funkcija
Y = Vh+ Vog = Cit C, €F + x3+2x%+3x.

Slucaj (b): Desna strana diferencijalne nehomogene jednacine (1) je trigonometriska funkcija
f(x)=kcos(bx) ili funkcija f(x)= ksin(bx) , gde su k i b poznate konstante. Partikularno reSenje n je
onda takode trigonometriska funkcija do koje je najlakse do¢i tako Sto ¢emo je pretpostaviti u obliku
funkcije n(x)=Acos(bx) + Bsin(bx), gde su A i B konstante koje ¢emo odrediti iz uslova da je

L(n)=f(n).

Primer (13): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" — 3y'
— 4y = sinX , a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednadine.

1) Potrazimo partikularno reSenje u obliku n(x)=Acos(x) + Bsin(x) iz uslova da je L(n) = f(n).
Potrebne izvodne funkcije su n'=-Asin(x) + Bcos(x),



n" =-Acos(x)-Bsin(x) pa je trazeni identitet oblika

(-5A-3A)coS(X)+ (3A-5B)sin(x) = (0) cosx+ (1)sin(x).

Posto predhodna relacija mora biti identicki zadovoljena za svako x sledi da ¢e to biti samo ako je (—
5A-3A)=0, (3A-5B)=1; tj. ako koeficijenti A i B zadovoljavaju ove dve algebarske jednacine. Lako
je pokazati da je A=3/34, B= -5/34 pa je trazeno partikularno reSenje nehomogenog dela date
diferencijalne jednacine funkcija n(x) = yn= 3/34c0S(x) -5/34 sin(x).

2) Kako je karakteristi¢ni polinom date diferencijalne jednacine ?-3r -4=0=> rn=4, r,=-1 pa
je resenje homogenog dela date nehomogene diferencijalne jednacine y,= C; e + C, €™ a opste
reSenje date nehomogene diferencijalne jednacine je y=y;+yn = C; e + C, e +3/34c0S(x) —5/34
sin(x).

Napomena: Ako nehomogena diferencijalna jednacina (1) ima, jedan od navedenih, oblika
y" + b’y = ksin(bx)
y" + b% = kcos(bx)

gore naveden oblik partikularne funkcije nas ne vodi ka reSenju u tom slucaju Sesenje ¢emo potraziti u
obliku

N(X) =Yg =AXSIiM(bx) ili n(X) = yn= AXCOS(bX).

Primer (14): Odrediti: 1) partikularno resenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacdine, y" + 9y
= 4sin(3X) , a zatim odrediti 2) opste reSenje date jednacine.

1) Potrazimo reSenje za nehomogeni deo date diferencijalne jednacine u obliku
N(X) = yna =AXCOS(3x), iz uslova da je L(n) = f(n). Potrebne izvodne funkcije su mn'= Acos(3x) —
3Axsin(3x), n" = -3Asin(3x) — 3Asin(3x)-9Axcos(3x) pa je trazeni identitet oblika
—3Asin(3x) — 3Asin(3x)-9Axcos(3x) + 9AXCc0S(3x) = 4sin(3x)
tj. —6Asin(3x) = 4sin(3x).
Posto ova relacija mora vaziti za svako x = A = —(2/3), pa je
N(X) = Yna = —(2/3)XCOS(3X).

2) Kako je karakteristi¢ni polinom date diferencijalne jednagine r*+ 9 = 0 = r;=3i, r,= -3i pa je
reSenje homogenog dela date nehomogene diferencijalne jednacine yy= C;C0S(3x) + C,Sin(3x) a
opste reSenje date nehomogene diferencijalne jednaline je y=yn+Yn= C1C0S(3x) + C,Sin(3x) —
(2/3)xcos(3x).

Sluéaj (c): Desna strana jednacine (1) je eksponencijalna funkcija f(x)=kebX , gde su k i b poznate
konstante. Partikularno reSenje m je onda takode eksponencijalna funkcija, stim $to mozemo
razlikovati naredna tri sucaja:

—(A)akojeb=rn=r, = nKX) = (kebX )/P(b),

—(B)akojeb =r#r, = nKX)= (kxebx )/P'(b),

—(C)akojeb =r=r, = nX)= (kxzebX )/P"(b),

gde je polinom P(b), prvi izvod polinoma P'(b),..., nastao od karekteristi¢nog polinoma kada stavimo
dajer=h.

Primer (15): Odrediti: 1) partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" — 6y’
+ 8y = €", a zatim odrediti 2) opste resenje date jednadine.

1) za datu nehomogenu diferencijalnu jednadinu b=1, a iz karakteristi¢nog polinoma r* — 6r + 8 = 0
nalazimo daje r;=4,r ,=2; sledi da je b = r; # r, tj. iz stava (A) nalazimo da je partikularno resenje



funkcija n (X)=yn = (€")/P(b), gde je P(b)= b?—6b + 8 = 0, pa je P(b=1)=3, = n(x) = (€ )/3.

2) Resenje homogenog dela date diferencijalne jednadine je y, = C; €™ + C, e*, pa je opste reenje
date nehomogene jednacine y = C; ™ + C, e+ (€*)/3.

Primer (16): Pokazati da je partikularno reSenje nehomogenog dela, diferencijalne jednacine, y" —
6y’ + 8y = e2* funkcija n(x) = (xe¥)/2.
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