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Zadatak 1. Detaljno ispitati funkciju
flx)=o+ Va2 -2

i skicirati grafik.

Resenje: Domen date funkcije je skup svih realnih brojeva za koje vazi 22 —2 > 0, odnosno
lz| > V2, 2 € (—o00, —v2]U[V?2, +00). Eventulne nule trazimo iz uslova va2 —2 + 2 = 0,
Va2 —2 = —x, 2% = 2® — 2, §to o¢ito nema refenja. Vrednost v/22 — 2+ z je pozitivna svakako
kad god je & > 0 (jer ono $to je pod korenom ne moze biti negativno), dok u slu¢aju =z < 0

1mamo

V2 —24+z2>0e Va2 —2> —z o2 —2> 2%
Sto otito nije tatno. Dakle, f(z) > 0 za z € [V2,4+00) i f(x) < 0za z € (—o0, —V/2].
U "4o00"vazi

lim f(xr)= lim Vva?—-2+ lim =400+ 0o = +00,

r——+00 T—-+00 r——+00

tako da u ovom slu¢aju nema horizonatalne asimptote (zato treba da ispitamo i postojanje kose
asimptote). Dalje,
2
z x° =2
lim le—i—lim =1+ lim =1+1=2,

r—+oo I T—+00 xr—>+00 [L’Q

2
V2 =2 — 22 9
lim (f(z)—2x)= lim (\/9:2—2—:1:>: lim Y T~ lim — =0,

T—>+00 T—-+00

Sto znadi da data funkcija u "400"ima kosu asimptotu y = 2.
U "—o0"vazi

lim f(z) = lim (Va?=2+2) = lim (VP=2-t) =0

T——00 T—r—00 t—+00

(uvedena je smena t = —x) na osnovu malopre dobijenog rezultata, $to znaci da u "—oo"ima
horizontalnu asimptotu y = 0 (x-0sa). Zato egzistenciju kose asimptote nema potrebe ispitivati.

Vertikalnih asimptota je jasno da ne moze biti.

x
Prvi izvod, f'(z) =14+ ——
Fla) =1+

uvek vazi za x > 0, dok za x < 0 ovo, odnosno

, je pozitivan ako i samo ako vazi > —1, Sto ocito

x
Va2 -2

< 1 (prilikom kvadriranja nejednac¢ine u

2

xr2 —



kojoj su obe strane negativne - menja se znak!), nikad ne vazi u domenu x?—2 > 0 date funkcije.
Dakle, f'(z) > 0i f(x) raste za x € [v/2,+00), a f'(z) < 01i f(x) opada za x € (—00, —V/2]
(f'(z) nikad nije jednako 0).

Drugi izvod,
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je ocito uvek strogo manji od 0, odnosno funkcija f(z) je konkavna na celom svom domenu.
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i skicirati grafik.

Resenje: Vrednost date funkcije je uvek veca od ili jednaka 0 (koren je uvek nenegativan).
3

Kako vrednost koja je pod korenom mora uvek biti nenegativna, mora da vazi >0, sto

x
je ekvivalentno sa 23 +2 > 0,2 > 01ili 23 +2 < 0,2 < 0, odakle dobijamo
Dy = <—oo, —\75] U (0, 4+00)

Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je tatka zo = 0 (i to samo s desne strane s obzirom na

domen). Kako je

li = i
zg&f(:v) :pgcr)lJr xT 0+



zakljuéujemo da u nuli data funkcija ima vertikalnu asimptotu (zapravo, y—osa). Kako je
lim, 1o f () = 400, horizontalnih asimptota nema, a za koeficijente eventualnlih kosih asimp-

tota mora da vazi

/ 2
kio = lim = lim = hm SgNT -
r—t+oo r—+00 x x—+00

Da bi u "4-o00"postojala kosa asimptota, limes

2
5 sgnry/l+——1
B . ' B Y €T
li=lim (f(x)—2)= lim z (sgnxq/l—l——xg 1) aﬁEI—fI—loo

T—r+00 T—>+00 l
x
mora biti konacan. Izraz je oblika i i moze se primeniti pravilo Lopitala:
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Dakle, u ovom slucaju dobijamo kosu asimptotu y = x. Da bi u "—o0"postojala kosa asimptota,

limes

T—r—00 T—r—00 T—r—00 1

/ 2
5 sgnzy/1+—+1
lo = lim (f(x)+z)= lim x-(sgnx\/1+—3—l—1>: lim &
x

X

00 .
mora biti konacan. Izraz je opet oblika — i moze se primeniti pravilo Lopitala:
00

lo = lim ; = lim = lim sgnx——————==0
T——00 1 T—>—00 _i T——00 ) 2
<5) v Ty
Dakle, u ovom slu¢aju dobijamo kosu asimptotu y = —z. Prvi izvod je
() 1 /23 42\ 7% (2 2) 1 x %(.?334-2)/-:6—(3334-2)-(33)/
€T = — e
2 x x 2 \ 2342 x?
1 v 3t —a—-2 2° -1 x
o2V a3 +2 x? a2 x4+ 2

odakle vidimo da je znak prvog izvoda date funkcije isti kao znak izraza 2 —1, odnosno f'(x) < 0



za x < 1, odnosno f'(x) = 0 za x = 1, odnosno f”(z) > 0 za > 1, odakle zaklju¢ujemo da
data funkcija u tacki x = 1 ima lokalni minimum.

Da bismo lakse izra¢unali 2. izvod, najbolje je da 1. izvod zapiSemo u obliku

, (P 1 _ 2 —1
f(x)_( 1) $3($3+2) .1’3(.2734—2)’
odakle je
) TS (4 (23(z® +2)) 322 2% (2® +2) — (2® — 1) (23(2® 4 2))
f//( ) N o ( +2) ( 1) 2\/933($3—|—2) _ 2 1‘3(1‘3—{—2)
= 3 (23 + 2) B 3 (23 + 2)
_ 62° (2% +2) — (23 — 1) (32?(23 + 2) + 2® - 32?) _ 62° (23 +2) — (23 — 1) (62° + 62?%)
203 (23 + 2)/ a3 (23 + 2) 203 (23 + 2)/ a3 (23 + 2)
62 (2? (2P +2) — (2° — 1) (2® + 1)) _ 3 (223 4+ 1)
223(23 4+ 2) /a3 (23 + 2) z(x® + 2)y/x(23 + 2)

Kako su, s obzirom na domen funkcije f, x i 23 + 2 istog znaka, to je i njihov prozivod u
imeniocu pozitivan, tako da je znak izraza f”(x) isti kao znak izraza 22° + 1. Za z < —v/2
je svakako 2% +1 < 2+ (=2) +1 = —3 < 0, dok je za x > 0 svakako 2z° + 1 > 0, tako da
je funkcija f konkavna u negativnom i konveksna u pozitivhomn delu svog domena. Grafik je

prikazan na slici.

Zadatak 3. Funkciju
f(z) =1In(2* — 22 + 2)

razviti u Tejlorov polinom 3. stepena u okolini tacke a = 1.



Resenje: Prvi nacin: Tejlorov polinom stepena 3 za a = 1 oblika je:

"(a "(q ) 3) a 3
@+ D2 @y B Loy 0

Jednostavno se racunaju potrebne vrednosti:

f()=In(1?-2-142)=In1=0

f@) = s e =2 = [ (1) =0

jer je podizraz (2o — 2) za x = 1 jednak 0.

" o —1 . 92 1 . " _
@) = g B g 2 =2 e

Drugi izvod je racunat kao izvod proizvoda. Prvi sabirak za x = 1 je odmah jednak 0, dok je

drugi sabirak jednak 2. Sli¢no se racuna i treci izvod:

2 —1 —2
®) (g) = (22 —2)% + 22z —2) + (22— 2
/@) (22 — 2z +2)° ( ) (22 — 2z +2)° ( ) (22 — 2z +2)° ( )
Iz pretodnog sledi da je:
(5)

fo =0
Kona¢no kada se (2), (3), (4), (5) unese u (1) dobija se:

F@)~ o (a1 = f ()~ (e~ 1)

Drugi nacin: Ako iskoristimo da za svaki prirodan broj n Maklorenov polinom n-tog

stepena funkcije In (1 + ¢) glasi
2 tn

(14t =t+—=+...
n(l+t)=t+5+.. +—

(ovo je prakti¢no primenljvo kad je vrednost ¢ blizu 0) i 2 — 2x + 2 zapiSemo kao (z — 1)? + 1,
pri ¢emu t = (x — 1)? tacno jeste blizu 0 kad je z blizu 1, dobijamo da je veé¢ odgovarajudi

Maklorenov polinom 2-og stepena po t oblika

i (14 (o= 17) = (o= 12+ 5 ooy E2U

tj. da sadrzi (z — 1)*. Kako nas interesuje Maklorenov polinom po x koji sadrzi stepene ne

preko (z — 1)3, treba nam samo deo (z — 1)2.
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