3. Hegerba HacTaBe
Hdecdopmaumnjckn pan
(noTeHuujanHa eHepruja gecdopmaumje)

AkO ce npousBosbHa [AedopmabunHa KOHCTpyKuMja Hanasu nog [[ejCTBOM
cnosballkbMX Cuna, HanagHe Tayke cuna ce nomepajy, Tako ga cune spwe pag. Pag
crnorballkuX cuna usasmBa NPOMeEHy eHepruje (NoTeHuunjanHe, KNHeTU4YKe, TONMOTHE...) Y
Teny, OQHOCHO KOHCTPYKLMjU.

Ha ocHOBy 3akoHa O oApXawy eHepruje, pag crnosballkbUX CUMa jeaHak je
NpPoOMeHu eHepruje.

Ako cy crorballktbe cune ctatudke (MOCTENEHo pacTy of Hyne 40 Heke BPeaHOCTM)
MOry ce 3aHemMapuTu ybp3ara HWUXOBUX HanagHWX Tadaka (MHepuwmjanHe cune) Kao u
NpoOMeHa KMHeTU4YKe eHepruje. AKo ce 3aHeMapu 1 pacuname eHepruje (TonnoTHU ryduum)
MOXe Ce 3aHemMapuTu U NpoOMeHa TOMnoTHe eHepruje. Taga, 3a KOH3epBaTMBHU CUCTEM
BaXu Aa je:

PAL CMOJbAWHKBLKUX CUNA (R) jegHak MTPOMEHU NOTEHUWJAINTHE EHEPTUJE (Ad)
R=A,. (1)

[MoTeHumjanHa eHeprnja enacTudHe pfgedopmaumje y TexXHUMUM Cce 30Be U
NE®OPMALIMJCKU PALl n o3HavaBa ca A, .

Ha Taj HaumH mMoxemo pfa peduHuwemo KnanejpoHOBY TeopeMmy koja je
MaTemMaTUyKy NpukasaHa uspasom (1):
Pag wu3BpuwieH o cnosballkbux Cula Ha  enacTM4HOM  Teny TOKOM H-eroBor
gedopmuncamna jegHak je AedopMaLnjCKO] eHEPIUjN HAKYNIbEHO] Y TOM Teny.

Oecbopmauumjcku pag A, u gonyHcku aecphopmaumjckum pag A,
M3paxeH NPeKo cnosballkbux cuna

3aBMCHOCT uM3Mehy cune u rnoMepawa je Yy OnwTeM Ccnyyajy HernvHeapHa.
HenuHeapHocT Moxe fa 6yge ycnoerbeHa ocobuvHama matepujana (cusumyka), unm
061IMKOM KOHCTPYKUMje (reomeTpujcka, KOHCTPYKTUBHA).

3aBncHOCT M3Mehy cnosrbawkwux cuna u ogrosapajyhux nomepawa Moxe ce
npegcTaBUTU gujarpamom ca crnvke 1.

[MpeTnocTtaBUMO [a ce KOHCTpyKUuMja W Martepujan noHawajy enactuyHo u
3aHemapuMo rybuTtke eHepruje. Ako 3aBMCHOCT cune (S) u nomepara (J) M3pasmmo Kao
S=S(5), eneMeHTapHu pedopmMaumjckm pag MOXEMO Oa npeactaBMMo cnegehum
n3pasom

dA, =dR=S(5)ds, (2a)

a yKynaH gedopmauujckm pag HTerpanom
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A, =R=[5(5)ds. (26)
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Cnuka 1. 3aBUCHOCT namehy cnosrballkux cuna n ogrosapajyhmux nomepama

YKynaH gedopmaumjcku pag jeaHak je noBpLUMHKU Ucroa kpuBe S = S(5).

AKO ce 3aBMCHOCT cure 1 nomepara u3pasu kao O = 5(5) MOXe ce gednHucaT u
cnegehun nHterpan

dA =dR" =6(S)ds,

(3a)
A =R = [5(s)ds.

(36)

BenuuuHa AZ Ha3ua ce JOMYHCKWU PA[ v 3a paanuky og gedopmaumjckor paga
HemMa ouyurnegaH u3nyku cMucao. Yoummo ga je

A, +A, =R+R =S5,0,. (4)

AKO je KOHCTpYKUMja HanpasrbeHa of JIMHeapHO eflacTUYHOr MaTtepujana n ako cy

onTepehera Koja Ha wYy Aenyjy CTaTudka, 3aBUCHOCT Cure 1 nomMepana je nuHeapHa u
npukasyje ce cnegehum gunjarpamom (Cnvka 2).
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Cnuka 2. JlnHeapHa 3aBUCHOCT cure u noMmepara

Y ToM cnyyajy Baxku KnanejpoHoB cTaB:

Pag cnomawmwux cuna npu CTaTUYKOM  onTepehewy KOHCTPYKUWje Of JfMHeapHo
ernacTu4Hor maTtepujana, jegHak je nosioBMHM NpPou3Boda BPeAHOCTU cuie U nomepana

29



HEHEe HanagHe Tayke, OAHOCHO, NOMOBMHM OHE BPEAHOCTU Kojy 61 umao kaga 6u cuna og
noyeTka genosana nyHM UHTEH3UTETOM

|
A=A ==50. 5)
2
YBeaumo n nojam cneuudunyHor aecpopmaumjckor paga A[', , KOju ce geuHue

Kao gedopmaumjckn pag no jegmHiumM 3sanpeMmHe nocMaTpaHor Tena, ogHOCHO

. dA
A =—+2, 6
« =y (6)

Dedopmaumnjckmn pag uspaxeH Npeko yHyTpaLukbuUX cuna
(npeko HanoHa)

[MocmaTpajMo enemeHTapHy 3anpeMuHy, 3aMULIbLEHO WU34BOjeHy Wu3 Tena
KOHCTpyKUMje, obuka napanenonunega, ca gumensunjama: dV =dxdydz. PasmoTtpumo
NnpBO ABa jeAHOCTaBHa cny4yaja.

e YTuuaj HOpManNHUX HaMoHa: Heka y OBOM Cry4ajy y npasLy Ooce 7 Ha cTpaHama
nospwuHe dxdy Aenyje camo HOpMarnHu HamoH O, obpa3yjyhn cuny nHTeHsnTeTa

0.dxdy . TloyeTHa OumeH3Mja napanenonunena dz NPOMEHMNa Ce 3a M3HOC

Adz =€ dz , roe je €, oprosapajyha nuHeapHa gedopmauuja y npasuy oce Z
(Cnuka 3).

Cnuka 3. dedopmaumja noa oejcTBOM HOpMaIriHOr HaroHa

EnemeHTapHu gedopmaumjckm pag jegHak je

dA,, =15 d5 =1 (0 dxdy)(e.dz)=ZF= av (7a)
2

2 2

Moxemo 3akrbyuuTy ga je crneunduyHun gedopMauunicku paj nNpu AejcTBy HopMasiHor
HanoHa y jeHOM nMpaBLy jedHaK NOMOBWMHW MpPOU3BOAA WHTEH3UTEeTa HanoHa WU
ogrosapajyhe nuHeapHe gedopmaduje
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A =—2=, (76)

e Capa pasMOTpMMO YTULAj HanoHa cMuuama. [ocmaTpajMo UCTy enemeHTapHy
sanpemuHy dV =dxdydz. Heka Ha cTpaHu noBpluHe dxdz penyje HanoH

cMuuarba 7 obpasyjyhu cuny wHteHsuteta 7 dxdz. Mop AejctBom cmuuyher

HanoHa npomeHunhe ce obnuk npeobutHe 3anpemuHe (Cnuvka 4), a ogroeapajyha
agedopmMaunja mateMaTnykm ce geduHulle Kao yraoHa gedopmauuja, 0gHOCHO
knusawe ¥ . Cuna 7 dxdz npehmhenyt d=tgy dy=y dy.

\
|

dy ¥ | A} .

Tyzdxﬁz

S i
X ’szdy Yy
Cnuka 4. lepopmaumja nog gejctsoMm cmuyyher HanoHa

Capa moxemo fga geuHuwemo n ogrosapajyhu enemeHtapHu gedopmMaunjckm pag,

dA, = % SO = % (Tﬂdxdz)(}/ﬂdy) = —T”;” av, (8a)

OLHOCHO crneundunyHn gegopmaumjckm pag

, ryzyyz
A L= (86)
2
N y oBOM, Ka0o M y MPTETXOAHOM Cry4ajy, 3aKrbydyjemMo f[a je chneumuyHu
aedopmaumicky pag npuv OejcTBY TaHreHuujanHor HamnoHa jegHaK MnonoBMHU MPou3BoAa
MHTEH3UTEeTa HanoHa 1 ogrosapajyhe yraoHe gedopmauuie.

Hda 6u pedwuHucanm oBe BenWYMHE MpPU CROXKEHOM Hanpesawy MWCKOPUCTUMO
npuHumMn cynepnosuumje. lNpun OejcTBy CBUMX HOPManHUX HanoHa (O'X,O'y,O'Z) U CBUX

TaHreHumjanHnx HanoHa (Z‘W,TXZ,TW) cneunduyHn gedopmaumjcku pas jefHak je

A = il;‘;’ :%(o;gx +o € +0E +T Y FT V. FT, }/ﬂ). (9)

[MowTo cMO npeTnocTaBunuv Aa 3a fivHeapHO enacTnuyHe maTtepujane Baxn XyKoB 3aKOH

o=EFE¢, (10a)
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OAHOCHO XYKOB 3aKOH MPOLUMPEH Ha TaHreHuujarnHe HarnoHe

T=GY, (106)
3anamTMMO ABa CMMBONMYHO HanMcaHa nspasa 3a crneumduyHn geopmaunjckm pag

2 2
a =oE_o k& (11a)
2 2E 2

2 2
A, =77 O (116)
226 2

Dedopmaunjckmn pag nspaxeH
npeKko npeceYyHux cuna (Npo4uTaj)

MowTo heMo y OKkBMpY OBOr Kypca pas3maTpaTu CamO KOHCTPYKLMOHE erneMeHTe
obnvka wrana v rpeae, NPUKaxmmo NpBo oAroBapajyhn HauvH pellaBama 3anpemMmnHCKNX
nHterpana (Cnuka 5).

) L
) z oz
I R

Cnuka 5. KOHCTPYKLMOHWN eneMeHT obnvka wTana unu rpeae

MocmaTtpajMo Aeo rpeae ayxuHe [ y npasuy nogyxHe oce z. Ha npousBorbHom
pacTojakby Z Of noyeTka enemeHTa M3OBOjMMO MOMpeyvHn npecek noeplunHe A. Csaku
WHTerpan no 3anpeMuHn ernemeHTa ypaguhemo NpBO Kao ABOCTPYKM MHTerpan no
MOBPLUMHN NPOU3BOSBLHOM npeceka, a 3aTum hemo gobujeHn pesyntat MHTerpanuTu no

AY>XUHWU, OIHOCHO
[F(xy.c)av = j[ [£(x y,z)dA}a’z | (12)

Vv

e [10AOY>XHO HAIMPE3AHE

N(z) N(@z)

X A2)

Cnuka 6. NoayxHo ontepeheH Hocau
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Heka je wtan ykynHe ayxuHe [ ontepeheH camo NoayHOM CUIOM Y MnpaBLy oce Z.
[MoBpwMHa nonpevHor npeceka W WMHTEH3UTET cure 3aBuUce caMO O KoopauHate Z

(A(Z),N(Z)). Oprosapajyhn HamnoH y Mpou3BOSBHOM MOMPEYHOM Mpeceky wTana je vy
OKBUPY TOr Npeceka KOHCTaHTaH N N3HOCK

ajz)z%. (13)

A\l
~

Ha ocHoBy npeTxogHO u3BeOeHWX wu3pasa 3a gedopMauunjcku pag MOXeMO
n3padyHaTtu

o’(z) ,., 1Nz 1 ¢N*(z tN°(z)
[ av =1 dV——j UdAj E!A(Z)

dz . 14
VEA( 2E5 A Z A : a4

AKO Ha LWiTan gyuHe [, KOHCTaHTHOr NonpeyYHor npeceka A genyje KOHCTaHTHa nodyXHa
cuna N, nocneawun nspas nocraje

A, =——I. (15)

e HAMNPE3AHE HA YBUNJAHE

Mu(z) 1d(2) Mu(z)

€€

\ 4

>
LV

v X
Cnuka 7. Hanpesane Ha yBujare

MocmaTpajMo BpaTUNO KPY>KHOI MOMPEYHOr Mpeceka NPOMEHSbUBOr NpeYvHuKa d(z)
Koje je onTepeheHO MOMEHTOM yBUjaka M(z).
Mopg aejctBoMm oBor ontepehera y BpaTtuny he ce nojaButn HanoH cMuLara

fz(p,z)Jz“T(;))p- (16)

Hedopmaunjcku pag 3a oBaj criydaj ontepeherwa n3Hocu

Irz(z)dvzlepzdv 1 IM(I,OZdA)dz——j L,()Z_

4 e 25 GI(z) 2G4 I1(z) 1,(z)

du

| =

(17)
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Mpn p[ejcTBY KOHCTAHTHOI MOMEHTa YyBWjaka Ha BpaTUIiO KOHCTAHTHOr MOMpPeYHor
npeceka, gegopmaumjckn pag n3Hocu

=——x] (18)

e CABUWJAHE CUTTAMA

Ty<z>I a)
4 i Z

/VTY(Z)
X JY = MX(Z)

Cnuka 8. Hanpesare Ha caBujame

Hedopmaumijckm pag ycnen HopMmanaHux HanoHa

Heka je rpepa payxuHe [ontepehena nonpedHom cunom T, =Ty(z) n
ogrosapajyhum mMomeHTOM caBujaa M (x ¥“ y Cy rmaBHe TeXMULIHe Oce) Koju je
byHKUMja noayxHe koopanHate z, M = Mx(z). [MonpeyHu npecek rpese je NPOMEHIbUB,

opHocHo A = A(z).
HopmarnHu HanoH ycnep gejctea MOMEHTa caBujaka N3HOCK

Gz(y,Z)JZ*—((ZZ))y- (19)

Hedopmaunjcku pag 3a oBaj criydaj ontepehera npukasaH je cnegehum nspasom

1iotz) ., 1 eMN2) L, 1 tMXN2) 1 M (z)
A= f Ty = Ly = P e fae= [ Sl

(20)

[Mpn OoejcTBY KOHCTAHTHOr MOMEHTa CaBWjaka Ha rpefly KOHCTaHTHOr MOMpeYHor npeceka,
Aedopmaunjcku pag ycnen HopMasiHUX HarnoHa U3HoCKU

2

Hedopmaumnijckm pag yenen cMmdyhux HanoHa

MonpeyHa cuna Ty = T) (Z) n3asusa nojasy cMuiyhux HanoHa
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r(5.2)= T, (Z)[i(z, y)j, 22)

~

rae cy (ma ce notcetnmo) I akcujanHu MOMEHT nHepuuje, S CTaTUYKM MOMEHT Of MecTa

n3pavyHaBara HanoHa [0 Kkpaja npeceka M & lUMpMHa MyHOr npeceka Ha MecTy
n3padyHaBatba HaroHa.

Hedopmauunjckn pag je Taga jeqHak

12z 1 TS (y)Y
Ao 2£ G dv_2Gllf(Z)£§(z,y) =
TR AR (Sey)Y
“261 46|} rol ey fe @

MoBpLlunHCKM WHTerpan y uspasy (23) obenexasa ce ca K U HasMBa KOEMULIM|EHTOM
obnunka nonpeyHor npeceka

()= | A(Z)[i(z,y)szA:A(Z) jfx(z,y)TdA, -,

A(z) IE(Z) f(z,y) Ij(Z)Am

Ha OCHOBY Kora ce feduHuLLe peaykoBaHa NoBpLUMHA Npeceka A,

A(z)= . (25)

Capa moxemo ga Hanuwemo u3pa3 3a gedopmauujcku pag ycnen gejctea nonpevHe
cune T,

(26)

&]

=

Il
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oc._,N
N
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N

Z

YKONUKo je nornpevyHa curia KOHCTaHTHa Tx(z)zconst. M y cnyyajy KOHCTaHTHOr
nonpeYHor npeceka A(z) = const., NPeTxogHn n3pas nocraje

TZ
A, =Ll 27)
"G A,

N3pasm 3a gedopmaumjckn pan ycnen MOMeHTa caBujarba Mym nonpeyHe cune 1. cy
aHanorHu upasuma (20) un (26):
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MG L1 M), L1 M2 (2)
A, = ZJEI)?(Z)X dV—El If,(z) (J; dAjdz—El Iy(z)d , (28)
1 +T(z) 1 L77(2)
A = [ do=_ L
- 2G£A(z)K”(Z) z 2G£A(z)dz (29)

KoedouupnjeHTn obnmka nonpeyHor npeceka kK 1 K, u3padyHaBajy ce mnomohy

n3spasa (24) v 3a npasoyraoHu npecek usHoce 1.20, 3a npecek y obnuky jegHokpakor
Tpoyrna Takohe 1.20, a 3a Kpy>xHu nonpeyHu npecek 1.11.

OnwTK n3pas 3a gedopmaumjckm paa

Ako ynopeaumo uspase (14), (17), (20), (26), (28) n (29) npumeTnhemo ga csu
nMmajy UcTm obnmkK MHTerpana Koju jeAMHCTBEHO MOXEMO Aa 3anuwemMo Ha cnegehu HaumH

_ 1 F(s)
24 els)

ds. (30)

BenvunHa F (s) npeacTaBrba ontepehewe, OQHOCHO, TO je OMIo Koja o4 LWeCT NpecevyHnx
cuna, € je opgrosapajyha (u3ndka kapakTepucTuka matepwujana, J(s) ogrosapajyha
reoMeTpujcka KapakTepucTuka MOMpeYHor npeceka, a § MpeAcTaBrba KoOpAuMHATy Y
npasuy NOAYXHE OCe efleMeHTa.

Cnepeha Tabena npuka3yje BpeAHOCTM F(s) E, n J(s) 3a nojeavHaqHe
cny4vajeBe ontepehewa (Hanpesama).

Tabena 1.
OnTepehene F(s) £ _](s)
MoayxHa cuna N Mogayn noBpLUMHa
enactmyHoctn £ npeceka A

MoMmeHT yBujarba M Mogyn TOP3MOHM

u knm3awa G MOMEHT [,
MomeHT caBujara M Mogyn MOMEHT
OKO oce X x enactniHocTn E nHepuuje I
MonpeyHa cuna vy T Moayn penykoBaHa
npaBsuy oce y y knu3awa G nospumMHa A,
MomeHT  caBujana M Moayn MOMEHT
OKO Oce Y y enactuyHoctTn £ nHepumje 1
MonpeyHa cuna vy Moayn penykoBaHa
npasLy oce X T, knu3awa G nospwuHa A
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Oedcdopmaumnjcku pag npy onwtemM crnyyvajy Hanpesamwa
M3paxkeH NpPeKko NnpeceyYyHux cuna

dz

N m
\ b > 3> >
AN ) ‘
Mx / Y

y L My
Y
v

Cnuka 9. OnwTtn cny4vaj Hanpes3awa

MNMocmapTajMo nNpBO A€o Hocada enemeHTapHe ayxuHe dz (Cnwuka 9.) koju je
ontepeheH nogyxHom curnom N, MOMeHTOM yBujawa M , MOMeHTMMa caBujama Y

npasummMa rmasHux oca M ,M v nonpedyHuM cunama y npasuuma rnaBHUX oca T},T

YcBOjMMO npeTnocTaBky Aa cBako ontepehewe BpLIM pag CaMO Ha CBOM MNOMepamy.
Kopuctehn npuHumn cynepnosvumje MOXemMO Hanucatu fa je YyKynaH enemMeHTapHu
aedopmMaunjckn pag jegHak 36upy enemeHTapHux AedopmMaunjckmx pagoBa of CBUX
ontepehena, 04HOCHO

dA,=dA, +dA,, +dA, +dA, +dA, +dA,. . (31)
Kopuwhewem npeTxoaHo nsseaeHux nspasa uMamo

N? 2 2 M?> T? )
dAd=l—dz+lM“ dz+lM" dz+l ydz+l - dz+l L dz. (32)
2 EA 2Gl, 2 EI 2 EI 2 GA, 2 GA

y

Hedopmauujckm pan uenor Hocadya AykuHe [ jegHak je uwHTerpany no  AYXKWMHU
enemMmeHTapHor gedopMaumjckor paga npeacraBibeHor n3pasom (32)

A, =(da,. (33)

AKO nocMaTpamMo KOHCTPYKLMjy cacTaBrbeHy 04, 1 NpaBux unu 6naro 3aKpmBIbeEHMX
Aenosa-nosba, ga bn matemaTuyku NpeactaBunm M3pas 3a gedopmMaunjckn pag yBeanmo
6pojay m=1,n (Cnuka 10). BpegHocT ykynHor gedopmauujckor paga uapavyHahemo
Tako wWTto hemo npBO oapeanTn AedopmMauunjcku pag of CBakor nojeanHayHor
onTepehena 3a cBako Norbe NocebHOo, a 3aTM M3BPLUNTK NPOCTO cabupare No norbnma

n bm
Ad = Z v"(d14dN + dAdMu + dAde + dAdMy + dAdTy + dAde )m ) (34)

m=1 g
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Cnwuka 10. KoHCcTpyKuuja oa n npaBux aerosa

BennuvHe a, n bm Cy rpaHuue uHTerpauuvje norba m (Hajyewhe mHterpanumo og O go

[ ).

Koo crnoXeHo HanperHyte KOHCTpYKUuje, y Uuriby nakwer upadyHaBaha, MOXeMO
Aa yBeemMo 1 Heke anpokcumaumje. [lecbopmaumjckm pagosu ycnea cvuna (nogyxHe v ase
nonpeyHe) cy 3HaTHO MakM of ogrosapajyhux pagoBa ycrnen MomeHaTa (yBujamba U
caBujatba OKO 0be rnaBHe oce), na ce Mory 1 3aHemMapuTi.

NMpumeHa pedopmauumjckor paga u A4ONYHCKOr paga

KacturbaHoBe Teopeme

Y okBupy oBOr nornaefba wussewhemMo [OBe W3y3eTHO BaxHe ToOpeMe Koje
npeacTaBibajy OCHOBY 3a ogpefuBarbe noMepara Ha Hocadnma Npon3BorbHOr obnuka.

[MocmaTpajMO reoMeTpujCKN  CrOXEHY KOHCTPYKUMjy onTepeheHy cucteMom
KoHUueHTpucanunx cuna S,, i=12,..,n (pa 6u nojegHocTaBMNM nucame, Nop MNojMoM

*cuna* nogpasymeBahemMo KOHLEHTPUCAHY CUNY UMK KOHUEHTpUCaHn MOMeHT). HanagHe

Tauke cura Tpre nomeparsa y npaBLyMa HUXOBOr AEeNoBakba, U Ta NoMeparba 03HauMMo
ca &, i=12,..,n. Heka je 3a ceaky cuny sanata sasucHocT S, =S (). Tako ykynHu

AedpopmaLmjcku pag MOXeEMO Aa M3pasnMo MPeKo NnoMepara Tavaka, 0qHOCHO

A =A15(5).5,(8)...5(5)...8 (5],

1 n

A =A/(5,0,..0,.,0). (35)

Capa npetnoctaBMMO ga camo nomMepame 5 NPOM3BOSbHE Taudke I Y KOjoj Aaenyje

cuna S, npeTpnu enemeHTapHo many npomeHy dJ. y npasuy cune S., a aa cea ocTtana
noMepara OCTaHy HenpomMeweHa. YKYnHu gedopmMauumjckm paj ce Taga Mewa caMo 3a

BPEAHOCT
dA, =S.dJ.. (36)

MocmaTpajyhn gedopmaumjckm pag Kao CIOXeHY (yHKUKWjy noMepara MOXEMO
HanucaTtu ToTanHu andepeHuunjan Te pyHKumje Kao
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A A oA A
ar =% s % ys o L% ys L% s 37
19 PO T s GO T T s T s 4 (37)

1 2 i n

npu 4Yemy je 3a 3agaTte ycrioBe camo NoABYYeHW YnaH y u3pasy (37) pasnuuuTt oa Hyne.
WN3jegHavaBatem uspasa (36) wn (37) pobujamo penauujy koja npeactasrba [1PBY
KACTUIbAHOBY TEOPEMY y obnuky

_0A,
T8

l

S

(38)

e Axko ce gedopmaumjckn pag nspasm kao pyHKUMja noMmepara, oHaa je napuujanHu
n3Bog4 paja Mno MpPOM3BOILHOM Momepatby O Tauke I jegHak oprosapajyhoj

KOHLIEHTpMUCaHO] cunn S, Koja denyje y TOj Tayku, a 4mju ce cCMep noknana ca
CMepoM romepatsa J..

OBa Teopema ce 4ecto Has3uBa u JlarpaHxoBa Teopema (Lagrange) w
npeacrtaBrba ocHoBy 3a METOY NTOMEPAHA.

Capa nocmaTpajMo UCTY KOHCTPYKUMjy onTepeheHy CMCTEMOM KOHLEHTPUCAHUX cuna
S, i=1,2,..,n. Heka je 3a cBako nomeparse 3apata 3asucHocT J, = 4,(S,). Tako, ykynnu
AOMYHCKU paj MOXeMO Aa U3pasnmMo Npeko KOHLEHTPUCaHUX curna, OgHOCHO

A =A48,8),8,(8,)...5(S),....0.(S )],

1 1 n n

Au=A(S,S,,...S,....S). (39)

MpeTnoctaBuMo Aa camo cuna S, ca HanagHOM TauykoM I NPeTpnu erieMeHTapHO

mary npomeHy dS. y npasuy nomepara J., a 4a CBe OCTasne curne 0CTaHy HENMPOMEHEHE.
YKyrnHu JONYHCKU paj ce Tada Meha camo 3a BPe4HOCT

dA's =8dS.. (40)

Kako je gonyHcku pag cnoxeHa oyHKUMja cuna MOXeMO HanucaTu Heros ToTanHu
AndpepeHumjan kao

QA" QA" A"y 0A'4
dS, +—=dS +..+ ds. +..+ ds , 41
a5, B+ s, 95 a5 s (41)

1

dA"s =

npu Yemy je 3a 3agaTte YCrnoBe jeANHO NoABYYEHM YnaH y n3pasy (41) pasnuunt og Hyne.
N3jegHavaBawem uspasa (40) n (41) pobujamo jegHakocT koja npeactaemba Crotti-
Engesser-oBy Teopemy

0A.
0, = :
BCAY

l

(42)
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e AKO ce [OMyHCKM paj u3pasu kao oyHKUmja curna, oHda je napuujanHu msson
AOMNYHCKOT paja Mo MpOM3BOIbHOj cuny S, ca HanagHOM Taykom i, jefaHak

oaroBapajyhem nomepatby J, Tauke i y cmMepy Aejctea cune S, .

OBa Teopema Baxu U 3a enacTuyHe KOHCTPYKUMje ca HermHeapHUM NnoHalwaHwem, a y
crny4vajy nuvHeapHO enacTUYHMX KOHCTPYKUMja KOO KOjUX je [OOMNyHCKU pag jedHak
aedopmaunjckom pagy, npenasm y obnuk

_94,
oS’

(43)

koju npeactaBrba OPYIY KACTUIbAHOBY TEOPEMY u paje ocHoBYy 3a ynotpeby
METOLE CUJA.

NMPUMEHA APYTE KACTUIbAHOBE TEOPEME

AKO Hanuwemo onwTn u3pas 3a gedopmaunjCku pag Ha CrOXEeHOM Hocady Yy
cnegehem obnuky

ZI (S) (44)

d 2mla (S)

n npumeHumo KacturbaHoBy Teopemy (43), pobuhemo um3pas norogaH 3a NpUMEHY Yy
obnuky

ds . (45)

Y cnyyajy oa je ontepehere Hocaya Koju ce cacToju o 1 NpaBOSIMHWUCKUX AefioBa camo
MOMEHT CaBWjara OKO jefHe rfaBHe oce, N [a je MOoMpevYHn npecek Hocada no norbmuma
KOHCTaHTaH, n3pas (45) npenasun y

dz. (46)

Yy UnIby nakuwe n3page 3agartaka, MCnmmmnmo n noctynak 3a npumMmeHy oese Teopeme:

1. Y Tauykm y KOjoj TpaxvMmo IMHWCKO UMM YraoHO Mnomepawe Mopa Aa MocToju
KOHLIeHTpMCcCaHa cuna unm KOHUEHTPUCaHN MOMEHT.

e AKOo Ha TOM MeCTy Hema 3ajaTtor crnosbawmer ontepehewa yBoaANMO (PUKTUBHO
onTepehewe Koje je N0 MHTEH3UTETY jedHaKo Hynu n obaBe3Ho ce y3uma y 063up
npu n3padyHaBary peakumja y oCroHUnva;

e AKO Ha Hocayy nocToju Buwe onTtepehewa WUCTOr MHTEH3UTETa, a Kako Ccy
KOHLEHTpUCaHe Ccune n MOMEHTM BeEKTOpu, nocebHo Tpeba obenexmtn OHO
onTepehere No KOMe ce Tpaxun napumjanHu n3sos.
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2. Peakuuwje y ocnoHuuma ce padyHajy y yHKumMju cBux 3agatux M OUKTUBHUX
ontepehema.

3. 3artum ce ogpehyje 6poj norba y 3aBUCHOCTU Of, NPOMEHE KPYTOCTM U MOMEHTA.

4. ®opmupa ce oparosapajyha tabena y Kojoj ce ynucyjy MOMEHTW MO MOSbMMa,
napuujanHu U3Boaun, KPyToCTU 1 rpaHuLLe NHTerpauuje.

5. W3pauyHaBajy ce uHTerpanu n BpLun LNxoBo cabupame.

NMPUMEPH

[a 6u ogpeaunu BpegHoOCT Aedopmaumjckor paga, unm npumeHmnn KacturbaHoBy
TeOpeMy Y HEKOj CIOXEHO] KOHCTPYKLUMjU, MPBO MOPAMO Ty KOHCTPYKUMjy Aa NOAEeNnuMo Ha
ogroeapajyhm 6poj norba norogHuMx 3a uWHTerpauujy. CBaka npoMeHa reomeTtpuje,
KpyTocTn n ontepehewa nanckyje ysoherwe Hosor norea. Kaga ce ogpean 6poj norba, 3a
CBaKo Morbe ce yupTa CMep Mepera koopauHaTe.

Capa je Hajborbe (Hajnakwe 3a pag) dopmupaTn Tabeny y Kojy ce no KofoHama
ynucyje ontepehere y 3aBUCHOCTU O KOoopauHaTte, napumjanHu u3Bog, KpyToCT norba u
rpaHvle nHrerpauuje.

[MornenajmMo TO Ha jeQHOCTaBHUM NpuMepuma.

Mpumep 1.
Oppeoutn gedopmMaumjckn pag y KoH30mu ayxuHe [ n KoHcTaHTHe kpytocTu El |

ontepeheHoj nonpevyHoMm cunom F Ha cnobogHom Kkpajy. OppeouTn nomepane
cnoboaHor Kpaja Hocava.

A

A
\ 4

OuurnegHo je ga oBge NOCTOjM CaMO jedHO NoSbe 3a UHTerpauujy. Nornegajmo Kako
narnena tabena:

Bp. norba | Ontepehere M (z) KpytocT | 'panuue

1. M(Z):FZ El O,Z

Hedopmauunjcku pag nsHocu

. F .
2EI 2EI 6El

Momepan-e cnoboaHor Kpaja jegHako je napunjanHom nssoay aedopmaumjckor paga no
0A . FI’
OF 3EI

CUNMM U U3Hocn  f =
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