4. Heperba HacTaBe

TEOPEME O Y3AJAMHOCTU

M3Bewhemo n pasmoTputn OBe TeOpemMe O y3ajaMHOCTU KOje UMajy BaXHy NpUMeHy Yy
OTtnopHocTu maTepujana u Teopuju enacTU4YHOCTH :

e Teopewmy o y3ajamHoCTV pagoBa (Betti-Rayleigh-jesa) un
e Teopemy 0 y3ajamHOCTN nomepara (Maxwell-osa).

TEOPEMA O Y3AJAMHOCTU PALIOBA

Ja 6u n3Benu oBy Teopemy youMmoO OBe NPOU3BOSbHE Tayke i U j Ha rpegHoOM
Hocayy npukasaHom Ha Crnvum 1.
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Cnuka 1. Teopema o y3ajaMHOCTM pagoBa

MoctaBumo npeo cuny S, y Taukm i. [log pejctBom Te cune Hocay he ce
AedopmucaTti, Tako Aa he Tadka i npehu nyt 5(S) a Tayka j nyt 5j(Si). NHpekc y3

nomepawe O O3HayaBa MecTo (Tayky), a y 3arpagu ce nuwe onTtepehere Koje je To
nomepatrbe n3assano. Kako je cuna S, ctatnuka, 4OK npenasu nyT 5(5) Bpwuhe pag Ha

1 .
nomMepary CBOje HanagHe Tadvke jegHak ESié:(Si). Tayka j npenasu HeKu nyT, anu Kako
Y H0j joLll He faenyje cuna ogrosapajyhu gecdopmaumjckm pag je jeqHak Hynu.

Capa Ha Tako AedpopM1CaHOM HOcady MoCcTaBuMo 1 Apyry cuny S,y Tauku j. Mog

HeHUM [ejcTBOM cuna S, koja je Beh gocTurna nyHy BpedHOCT, npenasv nyT 5(51) n
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BpLUM paj Ha NoMeparby CBOje HanagHe Tauke Sid(Sj). Tauka j ce nomepa 3a J, (Sj) n

. 1
noLiTo je u cuna Sj cTaTuyka, HeH paa U3HoCK ESié'i (Si).

YKkynaH gedopmaumjckun pag og obe cune usHocu

1 1
A, =55ia‘i(si)+ Sia‘[(sj)+55j5j(sj). (1)
MoHoBMMO oBaj noctynak, anu o6pHYTUM peaom, Mpeo nocTasumo cumy S, a

3atum cuny S, . [lobrhemo n3pa3 aHanoraH nspasy (1) koju rnacu

A, =%S}.§j (5,)+5.5, (Si)+%Si5i(Si). (2)

Kako pedopmaumjckm pag He 3aBuCUM o4 pefocneqa yHowewa ontepehemna,
nsjegHavaBarweM mnspasa (1) u (2) gpobujamo ga je

S.5(5,)=5,5,(5,). (3)

JegHakocTt (3) npeacrtaBba TeopeMy O y3ajaMHOCTM pagoBa KOjy MOXeEMO Aa
npounTamo Ha crnegehun HaunH:
Pan cune S, Ha nomepawy O, HeHe HanagHe Tauke [ M3a3BaHOM CMUIIOM S, koja
Aenyje y Tauku j, jeAHak je papy cune S, Ha nomepamwy 5j HeHe HanagHe Ta4dke |

n3a3BaHOM curioM S. Koja genyje y Tauku i.

-SnsS. -

! J
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J

TEOPEMA O Y3AJAMHOCTU NMOMEPAHA

[Mpe n3Boherwa oBe Teopeme yBeAUMO jeiHY HOBY BerMuuHy Kojy hemo Hassatu
yTULajH1 KoedPULIMjeHT.
Momepatrbe Tauke i 13a3BaHoO jeauHNYHOM curom S =1 obenexwumo ca a,

a,=48(s,=1). 4)
KoeduumjeHt ¢, HasmBa ce MakcBenoB yTuLajHM KoePULIMjEHT.
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Mohumo of npeTxogHe TeopemMe U UCKOPUCTUMO OCOBMHY NMHEApHO enacTuyHe
KOHCTPYKUMje Oa je nomepare Tauyke ycrneq AejcTBa curne jeJHaKo HeHOM MoMepary
ycneqn jeANHUYHE cune NOMHOXEHOM MHTEH3UTETOM Te cure, OOQHOCHO

5(s,)=5(s,=1)s,=0,S.. (5)
JegHakocT (3) MmoxxeMo aa TpaHcopmuiemo Ha cnegehum HaumH
S6(8,)=5.6,(5)=56(S,=1)s,=5,6(s =1)S,=>Sa,S, =SS, (©

WTO Hac gosoau ao TeopeMe o y3ajaMHOCTM NomMepama

& =a;, (7)

KOjy MOXEeMO Aa NpoyMTaMo Ha crnedehu HaumH:

Y nuHeapHO enacTU4YHOj KOHCTPYKLUMjM NOMepare Tayke [ y npaBuy cune S. Koja y

HO0j Aenyje, a Koje je N3a3BaHO jeAUHUYHOM CUIIOM §j =1, jeaHako je nomepamy

Tayke j y npasuy cune Sj KOja y H0j Aaenyje, a Koje je nsasBaHoO jeQUHUYHOM

cunom S =1.

AKO Ha KOHCTPYKUMjy Aenyje n pasnuuutux ontepehewa, cuna unm MomeHaTa,
kopuwherwem npuHUMNA cynepnosvumje, nomepare MNPOM3BOIbHE Tayke I MOXe ce
npuKasaTtu Kao cyma nomepama o cBakor ontepehemna rnojeamHaqyHo

5=0(5)+8(8.)+(s))+--+3(5,)=25(s)).

UV NPeKo yTuuajHuX KkoeduumnjeHaTta

5=Yas,. )

METOOA JEOAUHNYHUX ONTEPETREWHBA
MakcBen-MopoBa metoaa

[MocmaTpajMoO [Oeo0 Heke KOHCTpyKuuje wu oA ontepehewa youMmo Ccamo
KOHLUEHTpMCaHe cune n KoHueHTpucaHe momeHTe (Cnuka 2).

F M

L= ==

a

Cnuka 2. KoHueHTpucaHa ontepehera
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Y Npou3BOSbHOM Mpeceky norba i, Koju Ae(PUHULIEMO KOOPAMHATOM Z,, MOMEHT

caBujatba og cune F nsHocu F(a+ z[), a o[ KOHLleHTpucaHor MomeHTa camo M . YBek

CYy Y u3spasy 3a MOMEHT y NPOU3BOSbHOM MNPECeEKy, KOHLUEHTpUcaHe cune u KOHUEHTpUcaHu
MOMEHTU (pyHKUMje npBor cTeneHa. 3aTo, Aa 6u [obunu napumjanHu U3Bo4 NO HEKOj CUMK
(MOMEHTY) LOBOSBHO je Aa y n3pasy 3a MOMEHT o Te cure (MOMeHTa) CTaBUMO [a je OHa
jeAHaka jeaAnHULM, Unn yorwTeHo

Yobu4ajeHo je A4a MOMEHT of jeanHn4YHor ontepeherwa obenexasamo ca M , a y nHgekcy
03Ha4yaBaMo To onTepehemse.
Pasamotpumo caga KacturbaHoBy Teopemy

oM (z)
;El ] M, (z) Sedz (10)

1

AKO Ha by NnpumeHumMo n3spas (9) gobruhemo aa je

Z— (M, ()M, (2)z, (11)

mlE I a,,

npu yemy M “,.(z) npeactaerba MOMEHT y norby 7 of 3apaTtx ontepeherwa, a M (z)

MOMEHT y MPeceKy 1 Off jeIHNYHOT KOHLIeHTpUCcaHor ontepeherwa S, =1 koje aenyje y

TaYKK [ .
OBo Baxu He camMoO 3a MOMEHT caBujara, Beh 3a 6uno koje onTepehene (NogyxHa
cuna, MOMEHT yBujara...), Na HaNMWMMO W YONLITEHU 13pa3

mlg-]

mY m Gm

= —Z— | Fo..(s)F, (s)s . (12)

OBaj npuctyn pelwasawy npobnema, rge ce napuujanHu mssogu opehyjy kao
MOMEHTU Of jednHUYHUX ontepehewa, HasvBa ce Metoaa jeauHn4YHuUx ontepehemsa,
nnn Makceen - MopoBa meToaa.

Hanuwumo n noctynak 3a npumeHy oBe MeToae:
1. Y Tauku y kojoj ce Tpaxu nomeparbe (yrmb unu Harmb) noctaBuTU jeAVHUYHO

KOHLUEHTpMCcaHo ontepehere (Cuny nnm MomeHT) 6e3 063upa ga nu Ty Beh nocroju
HEeKO OpYyro KOHUeHTpucaHo onTepehemse,
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2. OppeouTn 6poj norba y Kojuma ce Mekajy MOMEHT UMK CaBojHa KPYTOCT,

3. da 6u ce wucnmcanum mu3pasm 3a MOMeHTe, Tpeba ogpeaouTM oTnope ocroHaua.
OTtnope ocnoHaua Tpeba n3pasntn npeko 3agatnx ontepehewa n jeguHuyHe cune;
Hajborbe je HaupTaTu ABa HOCava M Ha jedHOM yupTaTu 3agaTta ontepehemna, a Ha
OPYroM XerbeHo jeAUHMYHO onTepehere, a 3aTUM NOMONY CTaTUYKUX jedHadnHa
o4peanTn oTnope ocrnoHaua y oba cnyyaja,

4. dopmupatu Tabeny y Kojoj ce No KorioHama UCMNNCYjy:

bpoj | MomeHT o 3apgatux | MomeHT oa jeauvHudHor | KpyTtocT paHuue
norea | ontepehera M"m(z) ontepehena Mmi(z) norea nHTErpaumje
1.

2.

5. WN3payyHaTtn uHTerpane n cabpatm ux.

BEPELURhAIT'MHOB NOCTYMNAK

Capa hemo npukasatm jegaH rpaduyko-aHanMTUYKM MNOCTynak Koju 3HaTHO
OnaKkwaBa pellaBawe MPEeTXOAHO MpuKasaHux WHTerpana. [locTynak ce HasuBa
BepewharvHoB noctynak v 3acHMBa Ce Ha Ta4HO U MNPELM3HO HaLUPTaHUM CTaTUYKUM

amjarpamuma.
Mornegajmo noHoBO m3pas (12)

Beh cmo 3akrbyyunnu ga je, 3a KOHCTpPYyKUMje cacTaBrbeHe of 1 npasux Aenosa, pyHkumja

F (s) yBEK NHeapHa. 3Hauu Aa je nop MHTerpanom Koju Mopamo Aa peLinmo npovsBop,

mi

jedHe Npou3BoOrbHE U jeaHe nNuHeapHe yHKUMje.
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Cnuka 3. [NponsBoreHa 1 nnHeapHa yHKUmja

[a 6n Ham Buno nakwe 03Ha4YMMO NPOU3BOSBHY PYHKLM]Y ca fl(x) a NuHeapHy ca
£ (x)m HanuwumMo ynpowheHo ogrosapajyhu nirerpan

7 =] £()f (M. (13

®yHKuMje cy rpadmykn npeactasrbeHe Ha Cnuum 3. JIMHeapHy yHKUMjy npencrtaBuMo
Kao

f(x)=c+kx (14)
1 3amMeHuMo je y nnterpany (13). Jobuhemo
J = Iﬁ(x)fz(x)clxz Iﬁ(x)(c+kx)dx= cjﬁ(x)dx+ijf;(x)dx. (15)

MpBu nHTerpan y uspasy (15) npeacrasrba NOBPLUMHY OCMOA KpuBe f, Y 3agatum
rpaHvuama

[ fi(x)Mx=A,, (16)

a Apyrv nHTerpan je, no AeuHNLMU, CTaTUYKN MOMEHT NOBpLUMHE A, 3a BEpTMKarHy ocy
KOjy MOXEHO Aa 03HauuMmo ca y

b

jxﬁ(x)clsz},l. (17)
CTaTMuKM MOMEHT MOXEMO Aa MPUKaKEMO U Mpeko MoBpluMHE U omrosapajyhe
KOOpAMHATE TeXMLLTA Kao

S =Ax

yl 1"%cl *

(18)
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TpaHcdhopmuwmnmo nHterpan (15) nomohy Tpu nocneawe penaumje Ha cnegehm HaunH
b
J = Iﬁ(x)fz(x)clx =cA +kAx, = Al(c + kxa)z Alfz(xa). (19)

e OppeheHn MHTeErpan Koju npeacrtaBrba npousBoa ABe dyHKUMje, oa KOjux je
npBa Npou3BOSbHA a Apyra nNMHeapHa, u3pavyyHaBa ce TaKo LUTO ce BeNnyuHa
noBpwuHe ucnopa npse ¢yHKumje (NpouM3BOSbLHE) NOMHOXMU ca BpeaHowhy
(opanHaTom) apyre cbyHKUMje (NMMHeapHe) Ha MeCTy TeXuLliTa npee yHKuuje.

Cratnuku gujarpamu of KOHLEHTpUCaHe cune unm MOMeHTa Cy YBEK NMHeapHu, 1 3aTo
j€ Hajnakwe npuv MHOXewYy [Ba Aujarpama u3padvyHaTu MOBPLUMHY Ha Aujarpamy of
3agaTor crnorballker ontepehewa A?, 1 NOMHOXWTU je ca opaAMHATOM Ha Aujarpamy on
jeanHn4YHor KoHueHTpucaHor ontepeheta 7],. M3pas (12) Koju Ham geduHuile nomepatse,
Taja MOXeMO Ja HanuwemMo Kao

n 1 by, o n 1
o= —|F.\s)F. =y —A'p . 20
l ;em ;) (s)F,, (s)ds ;gm ;A (20)

M3pauyHaBate nomeparwa npumeHoMm BepewharnHoBor noctyrnka BplwuM ce npema
cnegehnm kopaumma:

1. Hauprtatn gujarpame MomeHaTa caBujawa O 3afaTux crorbalkwux ontepehemna
Pagn nakwer MHOXewa, CBako ontepehewe ce pasmatpa nojeguHayvyHo; 3Hauu,
YMECTO jeQHOr CIIOXeHOr aujarpaMa upTta ce OHOMUKO "mpocTux” Aujarpama Kosiko
nma pasnuunTtux ontepeherwa Ha Hocayy (0obaBe3HO M3padvyHaTu OTNOpe OcrioHaua U
y3eTu ux y o63unp). [ujarpamu ce upTtajy Ha KOHTYpWU pama Kao HynToj NUHUjK;

2. HauprtaTtu gmjarpam MomMeHTa caBujara o[, jeaUHUYHOr onTepehera NocTaBfbEHOr Ha
MECTY Ha KOMe Cce TpaXu nomepame (oneT ce nasmn Ha peakuumje y ocrnoHumMma);

3. lNomepare Tauke (y Kojoj Aenyje jeanHnyHo ontepehewe) fobuja ce Tako LWTO ce
BENIMYMHE MOBPLUMHA CBUX MOjeJMHaYHUX gujarpaMa of crnosbalmwux ontepehera
"NnomMHOXe" opaMHaTOM Ha aujarpamMy of jeAuHuUYHOr ontepehera Ha MecCTy TexuwTa
CBake MocmaTpaHe MOoBpLUMHE, a 3aTuM ce Tu npousBoan cabepy. MHoOxewe ce
obaBrba no npuHUMny "nosrbe no nosrbe" Bogehn padyHa o 3agaToj KPYTOCTM HOcava.

Mopamo aa Bogumo padyHa 1 o criegehem:

¢ AKO je Ha jegHOM aujarpaMy KpvBa a Ha Apyrom npasa nvHuja, obaBesHo ce ogpehyje
NnoBpLUMHA MCMNOA KpMBE NNUHKjE; ako cy oba anjarpama npaBofvHujCKa, CBejedHo je ca
Kor amjarpama hemo y3eTu noBpLUMHY, a ca KOr opAnHarTy,

e Ako cy gujarpamu ca ucte CTpaHe Hocada Nnpou3BO[ je Ca 3HaKoM Miyc, a ako Cy ca
pasnuuyuTe ca 3HaKkOM MUHYC; CBU AnjarpamMu ce upTajy Ha CTpaHu UCTErHyTUX BrakaHa
Hocaua,

e CrnoxeHu gnjarpamu Mory a ce pacTtaBibajy Ha BuLLE NPOCTUX AujarpamMa (TpOoyrroBMu,
npaBoyraoHvun, KBagpaTtHe napaborne...) 3a koje 3HamMo (M Mmamo y Tabnuuama)
NOBPLLMHE W1 NOJSIOXaje TeXNLLTA,

e AKO ce 3a nomepawe [oOuvje 3HaAK NAyc 3Ha4M Ja je TO nomepame Yy Ccmepy
nocTaBIbeHOr jeauHUYHOr ontepehera; 3HaKk MUHYC Mokasyje fa je cMep nomepana
CynpoTaH o4 cMepa jeanHu4Hor ontepehema.

Y cnydajy ga Ha Hocauy genyje Buwe ontepehera pasnuuurte npupone, MHOXe ce
camMO UCTOPOAHU aujarpamu, 3Ha4n, MOMEHT CaBujakba Y je4HOj paBHM caMO ca MOMEHTOM
caBujawa y TOj UCTOj paBHM, MOMEHT yBujaka CaMO Ca MOMEHTOM yBuWjawa, NoayxHa
cuna caMmo ca noAy>KHOM CUSIOM...
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Mpumep 1.

MNMocmatpajmo npocTy rpedy ayxuHe [ Koja je Hag AecHUM OcroHUeM ontepeheHa
KOHLIEHTpMCaHNM MOMEHTOM caBujarba M . NMprmeHom

1. MakcBen-MopoBux nHterpana,
2. BepewharnHoBor noctyrnka,

ogpeaMmo noMepale Ta4dyke Ha cpegunHn pacrnoHa Hoca4va.

Mpumennhemo ynopegno oba noctynka Tako wTto hemo y npBoj BpcTtu Tabene
obenexnTn nosrba Ha Hocady 3a padvyHawe Makcen-MopoBux uHTErpana M Ha UCTUM
cnukama HaupTtatm U MOMEeHTHe amjarpame 3a BepewharnHoB noctynak. [NpBo uyptamo
Auvjarpam o 3agator ontepehewa, a 3aTuM amjarpam of jeduMHUYHE cure Ha CpeanHu
pacnoHa. [la 6u Hanncanu napase 3a MOMEHTE y NosbMMa M HaupTanu gujarpame mopanu
CMO [a ogpeanmo peapumje y oCrnnMHUUMa Koje cy npukasaHe Ha oaroBapajyhum cnukama.

3aparto ontepehene JeanHn4yHo ontepehere

paH.
KpyT.

0,1/2
EIl

0,1/2
EIl

MHoXerweM kornoHe *3apgato ontepehewe* ca KomnoHom *JeguHudHo onTepeherwe”™ u
ogrosapajyhom wuHTterpauujom, npumeHom Makcsen-MopoBux uHTerpana vmmamo ga je
TpaXXeHo nomepane

f__Z/z[ﬂz)édz_l_imﬂ[L_l_Z][i_i]dz_ Mlz
EI ,\ 1l )2 Ely 12 4 2 16EI

MpumeHom BepelwharmHoBor nocTynka *MHOXWUMO® MOMEHTHe fujarpame (NpBO [Ba
LupBeHa Tpoyrna, a 3aTMM NnaBu Tpoyrao ca nnasvMM Tpanesom)

f_L(liﬁ)(ZL)Jri(lll)(ﬁJrl%j_ mr:
E1\222 \34) E1\224)\ 2 " 32) 16EI

HanomeHa: W3apadyHajte camu uHTterpane ga om Buaenu koju je noctynak 6pxm mn
jeaHocTaBHUjW.
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