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Pismeni deo ispita iz predmeta Matematika 3
u februarskom ispitnom roku

1. Resiti diferencijalne jednacine
(a) y(1 —In(y))y" +y?Iny =0, y=y(a);
b) ¥y =2y +y=e"+e " +a>—zx+1+cosz, y=yz).

2. Resiti sistem diferencijalnih jednacina

2
x’:—4x—2y+etj, x = z(t)

3

3. Izracunati cirkulaciju vektora
y - A
=zi+xj +yk
duz linije L preseka povrsi z = xy i %2 —|—y§ = 1 u pozitivnom smeru posmatrano sa pozitivnog

dela z-ose

(a) bez primene Stoksove formule;

(b) primenjujuéi Stoksovu formulu.

///T(x2—|—y2)dxdydz

po oblasti T' = {(z,y,2)| 1 <2? +9*>+ 22 <16, z,y,2 >0, © > y}.

4. Izrac¢unati

Napomena:

Potpisati ovaj papir i predati ga sa resenjem zadataka.

SRECNO!!!
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Resenja zadataka
1. (a) Nakon smene 3y’ = z = z(y) (tada je y” = z2’), data jednacina postaje
y(1£Iny)z2 + 2*Iny =0,

odnosno
z-[y(1+£Iny)z + zlny] = 0.

Jedna mogucnost je z = 0, odakle se dobija y = ¢ i provera direktno potvrdjuje da

to jeste reSenje. Druga moguénost je y(1 £1lny)z’' + zIlny = 0, odnosno

dz  Inydy

z  y(lny£1)

nakon ¢ega integracijom, uvodedéi za desnu stranu smenu Iny + 1 = ¢, dobijamo

+1
lnz:/m:tjzlnt+C:1nyj:ln(lnyi1)+C’,

tj. v = C | iuprvojiy =Ciy(lny + 1) u drugoj grupi.

/(lny;l)dy :/Cld:z:,

= Chz + (O, dok u drugoj grupi imamo

dy
— = [ Cd
/y<1ny+1> /

odnosno In(lny + 1) = Cyz + Cs.

Iny —
U prvoj grupi imamo

(Iny —1)
2

odnosno

(b) Odgovarajucée karakteristicne jednacine glase (A 4 1) = 0, pa odgovarajuca resenja
homogenih jednacina glase y, = (C; + Cyx)e™ i u obe grupe je potrebno traziti
4 partikularna resenja: za funkcije e®, e™*, 2> + x + 1 i cosx (odnosno sinz). Ta
resenja se traze u oblicima Az%e®, Ae™®, Ax? + Bx + C i Asinz + Bcosz u prvoj,
odnosno Ae®, Ax?e~*, Az*+ Bx+C i Asinz+ B cos z u drugoj grupi, po poznatom

Sablonu.

2. Resavamo zadatak za 1. grupu, u zadatku za 2. grupu su samo zamenjena mesta promen-
ljiivim z i y. Koristimo metodu varijacije konstanti, koja postoji zasebno za jednacine i

zasebno za sisteme jednacina. ReSenje koje sledi koristi prvu varijantu te metode (i druga

2
4 — '
( T l‘+et_1),

varijanta se sprovodi analogno).

Iz prve jednacine imamo

y:

N | —



a diferenciranje nam daje

/

y:

N | —

(—4a’ — 2" +2(e — 2)7%") |

sto kad uvrstimo u drugu jednacinu sistema dobijamo:

—2¢t

" /o
A _—(et—l)Q

Kako karakteristi¢na jednac¢ina odgovarajuée homogene jednacine glasi A2+X\ = A\(A+1) =
0, njeno opste resenje je
Tp = Cl + Cgeit, 01,02 c R.

Dakle, opste resenje nehomogene jednacine trazimo u obliku
2(t) = Ci(t) + Ca(t)e™,
gde funkcije C1(t) 1 Cs(t) zadovoljavaju

Ci(t)+ Ch(t)e™ =0

Lo —2¢t
—Cy(t)e™" = (et — 1)
odnosno ot .
—2e e
)= ——0, Ch(t) = ————.
Cl( ) (et_l)ga 02( ) (et_l)g

Integracijom nalazimo
et dt dz 2 2
Ci(t) =2 | ——=—| w==-+D,= D
1() /(et_l)Q /22 Z+ 1 62—1+ 1

et dt z—1)dz 1
:2(ln|et—1|— !

et —

+ Dy (u oba slucaja se uvodi smena z = e — 1).

Sada z(t) dobijamo direktno, a odmah zatim i y(t).
(a) Parametrizujemo krivu L:
x = 3cost, y=2sint, z =6sintcost = 3sin 2t,
dr = —3sintdt, dy = 2costdt, dz = 6cos2tdt
nakon cega za C' = C’z’rc(z) dobijamo

C =¢ zdr+ady+ydz= fo% (—9sin2tsint + 6 cos? t + 12sint cos 2t) dt

(27

= [" (=3 (cost — cos 3t) + 3(1 + cos 2t) 4 6(sin 3t — sint)) dt = 0% 3 dt = 6,



obzirom na poznatu ¢injenicu da je integral svake funkcije oblika cos kx, sin kz na

bilo kom intervalu ¢ija je duzina celobrojni umnozak broja 27 - jednak 0.

(b)
dydz dzdr dxdy

0 0 0
C’—//F B 8_y EP —//F dydz + dz dx + dz dy,
z x

Y

gde je I' deo povrsi z = xy, odnosno z — zy = 0 ogranicen krivom L. Dakle, W=
(—y,—x,1), dS = /1 + 22+ y?, cosa = #sﬂ’ cos B = ﬁ, cosy = m 1

onda
C://(cosa—l—cosﬁ—i—cosv)dS://(—y—x—i—l)dxdy,
r D

gde je G unutrasnjost elipse % + % < 1. (zbog simetrije je jasno da se u obe grupe

dobija isti rezultat).

Nakon uvodjenja polarnih koordinata = pcos ¢, psin ¢, dobijamo (J = 6p)

C = 6]027r dgofol(l —3pcosp — 2psinp)pdp = 6]027r dy <%2 — pdcosp — %Lgsingo) B

:6f027r do (3 — cosp — 2sing) = 67

4. Nakon uvodjenja sfernih koordinata,

x = rsinf cos @,
y=rsinfsing, 0<p<2r, 0<0<7

z =rcosb,

ogranicenja data u zadatku se svode na

r /4 w/2
r|2, lo!* (zbog x> y), 0[5/

71?7

i s obzirom na to da je 22 + y? = r?sin?0 i J = r?sin 0, dati integral se svodi na

w/4 /2 ro ) 5 .5
/ dso/ sin30d9/ rigr="1.2.12""11
0 0 " 1375




