
Matematika 3 - pismeni ispit
februarski rok - 13.2.2017. grupa 1

1. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x− 1)y′′ − 2xy′ +4y = x− 1. Da li je y = 8λx rexeǌe
odgovaraju�e homogene jednaqine za neko λ?

2. Dato je vektorsko poǉe A⃗ = x⃗i+2zj⃗+(x+2y)k⃗. Na�i divergenciju i rotor poǉa A⃗ u taqki A(1, 0, 3).
Odrediti vektorsku liniju koja prolazi kroz taqku A.

3. Izraqunati zapreminu tela odre�enog povrxima z = x2 + y2 − 4x i z = 4y − 3x2.

4. Izraqunati integral
∫∫

S

√
1− z2 dS, gde je S povrx z = sin(x+ y), 0 6 x 6 2π, 0 6 y 6 2π.
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1. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x− 1)y′′ − 2xy′ +4y = 1− x. Da li je y = 4λx rexeǌe
odgovaraju�e homogene jednaqine za neko λ?

2. Dato je vektorsko poǉe A⃗ = 2z⃗i+yj⃗+(y+2x)k⃗. Na�i divergenciju i rotor poǉa A⃗ u taqki A(0, 1, 3).
Odrediti vektorsku liniju koja prolazi kroz taqku A.

3. Izraqunati zapreminu tela odre�enog povrxima z = x2 + 3y2 − 4y i z = 4x− y2.

4. Izraqunati integral
∫∫

S

√
1− z2 dS, gde je S povrx z = cos(x+ y), 0 6 x 6 2π, 0 6 y 6 2π.

Kratka rexeǌa
ne tvrdim da su bezgrexna

1. Grupa A. Da proverimo da li je y1 = 8λx homogeno rexeǌe: imamo y1 = eµx, gde je µ = λ ln 8, i tada
je y′1 = µeµx, y′′1 = µ2eµx i (x− 1)y′′1 − 2xy′1 + 4y1 = [µ2(x− 1)− 2µx+ 4]eµx = [(µ2 − 2µ)x− (µ2 − 4)]eµx, a
to je nula samo kada je µ2 − 2µ = µ2 − 4 = 0, tj. za µ = 2; tada je λ = 2/ ln 8 i y1 = e2x.

Sada Liuvilova formula daje drugo homogeno rexeǌe: y2 = 2x2 − 2x + 1. Partikularno rexeǌe
tra�imo u obliku linearnog polinoma i nalazimo yp = 2x−1

4 .

Opxte rexeǌe je y = 2x−1
4 + C1e

2x + C2(2x
2 − 2x+ 1).

Grupa B. Praktiqno isto, y = −2x−1
4 + C1e

2x + C2(2x
2 − 2x+ 1).

Napomena. Evo xta sam redovno vi�ao. ǈudi tretiraju ovu diferencijalnu jednaqinu kao jed-
naqinu sa konstantnim koeficijentima: “pa super, karakteristiqni polinom je (x− 1)λ2 − 2xλ+ 4,
nule su mu λ1 = 2 i λ2 = 2

x−1 , i homogena rexeǌa su nam y1 = e2x i y2 = e
2x

x−1 .” Ovo naravno nije
taqno. Nemojte to vixe nikad da radite. Karakteristiqni polinomi imaju smisla samo ako su
koeficijenti konstantni!

2. Grupa B. Imamo divA⃗ = 1, rotA⃗ = (1, 0, 0) = i⃗; oba su konstantna.

Vektorske linije: ako je dx
2z = dy

y = dz
y+2x , onda je dy

y = dx+dy+dz
2z+y+(y+2x) = d(x+y+z)

2(x+y+z) , i integracijom

ln y = 1
2 ln(x + y + z). Odavde je C1 = x+y+z

y2 , tj. z = C1y
2 − x − y. Vratimo to u polazni sistem:

dy
y = dx

2z = dx
2(C1y2−x−y) , tj.

dx
dy = 2(C1y

2−x−y)
y = 2C1y−2− 2x

y , xto je linearna diferencijalna jednaqina

po x kao funkciji po y: x′ + 2
yx = 2C1y − 2. Rexeǌe je x = C2

y2 + 1
2C1y

2 − 2
3y.

Grupa A. divA⃗ = 1, rotA⃗ = (0,−1, 0) = −j⃗, z = C1x
2 − y − x, y = C2

x2 + 1
2C1x

2 − 2
3x.

Napomena. Treba zapamtiti da je divergencija broj, a rotor vektor: dakle, nije rotA⃗ = (1, 0, 0) = 1.

Ovo sam qesto vi�ao: iz dx
2z = dz

y+2x ǉudi dobiju (y + 2x)dx = 2zdz, i onda ka�u “integracijom
dobijamo yx + x2 = z2 + const”. Ovo naravno ne mo�e, jer je y funkcija po x, a ne konstanta, i ne
znate kakav joj je integral. Uvek imajte u vidu da su x, y i z me�usobno zavisne promenǉive, dakle
one su funkcije jedna po drugoj.



3. Grupa B. Ove dve povrxi se seku po elipsi x2 + 3y2 − 4y = 4x− y2, tj. nakon dopuǌavaǌa kvadrata
(x − 2)2 + (2y − 1)2 = 5. U polarnim koordinatama: x = r cosφ + 2, y = 1

2r sinφ + 1
2 , gde 0 6 r 6

√
5 i

0 6 φ 6 2π. Jakobijan je J = 1
2r i z1 − z2 = (4x − y2) − (x2 + 3y2 − 4y) = 5 − r2, tako da je zapremina∫ 2π

0
dφ

∫√
5

0
(5− r2) 12rdr = 25π

4 .

Grupa A. Praktiqno isto, isti rezultat.

Napomena. Qesta grexka je bila brzopleto zakǉuqivaǌe da je jakobijan J = r, jer “ovo su, pobogu,
polarne koordinate”. Ne. Ovo su uopxtene polarne koordinate x = Ar cosφ+ const i y = Br cosφ+
const, a jakobijan je tada J = ABr.

Tako�e qesto vi�am da ǉudi po automatizmu stavǉaju x = r cosφ i y = r sinφ i onda dobijaju glo-
mazne izraze (jox qex�e, ne dobijaju nixta). Ako �ete svejedno ovako uvesti polarne koordinate,
za qije ste babe zdravǉe dopuǌavali kvadrate?

4. Grupa A. Imamo
√
1− z2 = | cos(x + y)| i dS =

√
1 + 2 cos2(x+ y) =

√
3− 2 sin2(x+ y), pa je tra�eni

intergal I =
∫ 2π

0
dx

∫ 2π

0

√
3− 2 sin2(x+ y)| cos(x + y)|dy. Smenom t = x + y ovaj integral postaje

I =
∫ 2π

0
dx

∫ x+2π

x

√
3− 2 sin2 t| cos t|dt =

∫ 2π

0
dx

∫ 2π

0

√
3− 2 sin2 t| cos t|dt (zbog periodiqnosti sinusa i

kosinusa), xto je daǉe zbog simetrije jednako I = 4
∫ 2π

0
dx

∫ π/2

0

√
3− 2 sin2 t cos tdt = 8π

∫ 1

0

√
3− 2u2du,

gde je u = sin t. Ovaj integral se standardno raquna i dobija se I = 6
√
2π

(√
2
3 + arcsin

√
6
3

)
.

Grupa B. Umesto sinusa je kosinus i obrnuto, sve ostalo je isto.


