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Ovaj deo praktikuma posvecen je rekapitulaciji gradiva iz nekih oblasti planimetrije koje je
neophodno za reSavanje, pre svega, prostornih i metri¢kih zadataka iz konstruktivne geometrije i
grafike. Takode je poznavanje planimetrije znacajno za ispravno oblikovno i dimenziono
definisanje (posebno za razumevanje uvrednjavanja — “kotiranja”) razli¢itih masinskih delova,
koje se predaje na kursevima inZenjerske grafike i tehnickog crtanja. Osim toga, izloZene
definicije, teoreme 1 geometrijske konstrukcije mogu da budu korisna pomo¢ i prilikom
savladavanja gradiva iz nekih drugih predmeta i kurseva koji se predaju na Masinskom fakultetu
u Beogradu, svuda tamo gde se planimetrija koristi i gde se podrazumeva da je ve¢ savladana i
usvojena.

Posebno naglaSavamo da crtanje i skiciranje, koji se tako Cesto koriste u svim oblastima
masinstva, ne mogu biti sprovedeni korektno, ukoliko se ne poznaju i ne koriste bar elementarne
planimetrijske konstrukcije. Jer, kao $to se ne moze niSta napisati ispravno i smisleno ¢ak ni na
maternjem jeziku bez poznavanja normativne gramatke tog maternjeg jezika, tako se ne moze ni
graficki i vizuelno sporazumevati bez znanja planimetrije — nezavisno da li se crta slobodnom
rukom ili pomoc¢u neke kompjuterske aplikacije. Zato se savetuje svim studentima da prouce i
zapamte gradivo iz ovog dodatka postojecem praktikumu, a posebno onima koji su planimetriju

U ovom dodatku praktikuma izabrana su i obradena sledeca poglavlja iz planimetrije:

Upotreba trougaonih lenjira za crtanje

Znacajne tacke u trouglu

Podudarnost i slicnost trouglova

Simetrala duZi i ugla; podela duZzi na jednake delove; konstrukcije nekih uglova
Konstrukcije nekih pravilnih poligona

Pitagorina teorema

Neki stavovi o kruznici

PribliZne rektifikacije kruznice i kruznog luka

Konstrukcije elipse
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0. UPOTREBA TROUGAONIH LENJIRA ZA CRTANJE
PARALELNIH I ORTOGONALNIH PRAVIH LINIJA

Paralelne prave crtaju se isklju¢ivo i uvek sa dva trougaona lenjira, kako je prikazano na slici
DO0-1. Pokretni trougaoni lenjir vrsi translatorno kretanje, dok njegova kateta kliza po hipotenuzi
nepokretnog — fiksiranog trougla. Uzastopni poloZaji hipotenuze tako pokretnog trougla definisu
medusobno paralelne prave linije, koje se ucrtavaju saglasno potrebama konkretnog zadatka,

odnosno, odredenog konstruktivnog postupka.

N
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Slika D0-1 Slika D0-2
Crtanje paralelnih pravih linija- Crtanje ortogonalnih pravih linija — rotacija
translacija trougaonog lenjira trougaonog lenjira za 90°

Ortogonalne prave crtaju se isklju¢ivo 1 uvek sa dva trougaona lenjira, kako je prikazano na slici
DO-2. Pokretni trougaoni lenjir vrsi rotaciju — obrtanje za 90° oko temena pravog ugla, dok se
njegove katete naizmeni¢no naslanjaju na hipotenuzu nepokretnog — fiksiranog trougla. U
prvobitnom polozaju, hipotenuza pokretnog trougla poklapa se sa datom pravom, a jedna
njegova kateta naleze na hipotenuzu nepokretnog — fiksiranog trougla. Pokretni trougao se zatim
obrée oko temena pravog ugla za 90°, tako da druga kateta nalegne na hipotenuzu nepokretnog
lenjira. U ovom, rotiranom poloZaju, hipotenuza pokretnog lenjira zaklapa prav ugao sa datom
pravom, pa se duZ nje mogu nacrtati prave linije koje su upravne na datu pravu.



1. CETIRI ZNACAJNE TACKE TROUGLA

Za svaki trougao definisane su sledece Cetiri znacajne taCke: centar opisane kruznice, centar
upisane kruznice, ortocentar i teziste.

Napomena: TeZiste trougla je invarijanta paralelnog projektovanja — projiciranja. To zna¢i da se,
paralelnim projektovanjem, teZiSte trougla projicira u teZiste projekcije tog trougla. Nasuprot
ovoj ¢injenici, centar opisane i centar upisane kruznice, kao i ortocentar trougla nisu invarijante
projiciranja (projektovanja) trougla. Drugim refima, ni centar opisane, niti centar upisane
kruznice, kao ni ortocentar trougla nece se projektovati - projicirati (ni centralnim, ni paralelnim
projektovanjem) u, redom, centar opisane, centar upisane Kkruznice i ortocentar projekcije
trougla.

1. Centar opisane kruznice
Centar O opisane kruznice oko trougla AABC (SI. D1-1) je centar one kruznice koja sadrzi sva tri
temena datog trougla. Zato se centar O opisane kruznice oko trougla AABC konstruiSe kao
presek simetrala sy, S i S3 stranica AB, BC i CA datog trougla ABC.
(siNs; =0;s;,Ns3=0; s;Ns3=0,0A=0B=0C=r), r — poluprecnik opisane
kruznice

2. Centar upisane kruznice
Centar U kruznice upisane u trougao 4ABC (Sl. D1-2) je centar one kruZznice koja dodiruje
(tangira) sve tri stranice datog trougla. Zato se centar U kruznice koja je upisana u trougao AABC
konstruiSe kao presek simetrala s3, s, i S3 uglova 2a, 26 i 2y u temenima datog trougla 4ABC.
(s;ns,=U,syNns3=U,sNs3 =UUN; =UN, =UN; =1), r — polupreCnik upisane
kruznice

Slika D1-1 Slika D1-2
Centar opisane kruznice trougla Centar upisane kruznice trougla



3. Ortocentar

Ortocentar R trougla AABC (SI. D1-3) je presek visina h;=CHj, h,=AH, i h3=BHj3 datog trougla.
Visina trougla sadrzi jedno njegovo teme i ortogonalna je na, datom temenu, suprotnu stranicu.
(h1 nhz = R,hl ﬂh3 = R,hz ﬂh3 = R)

4. Teziste
Teziste T trougla AABC (SI. D1-4) je presek teziSnih duzi ty, t; i t3 datog trougla. TeziSna duz
trougla sadrzi jedno njegovo teme i srediSte, datom temenu, suprotne stranice. TeziSte deli
2TS5)

Slika D1-3
Ortocentar trougla

Slika D1-5
Prava kroz tzv. “nedostiznu tacku”

Slika D1-4
TeziSte trougla

Konstruktivna svojstva ortocentra mogu da se iskoriste za
definisanje prave kroz tzv. “nedostiznu tacku” (slika D1-5).
Ovaj problem se, inace, ¢esto pojavljuje u praksi. Ako je
prava m zadata tatkama R i C, od kojih je C veoma
udaljena presecna tacka datih pravih a i b, ili ove prave
obrazuju veoma mali prese¢ni ugao (U oba slucaja tacka C
je “nedostizna” - fizic¢ki ili konstruktivno), trazena prava m
moze se definisati i konstruisati na slede¢i naéin. Kroz
zadatu tacku R uocavaju se prave h; i hy, tako da je h;/a,
hob. Prave hii h, seku prave a i b u slede¢im
taCkama:hy Na=H;, hyNb=B,h,na=A,h,Nb =
H,.Tako je formiran trougao 4ABC u kome su BH; i BH,
njegove visine, a tatka R je ortocentar ovog trougla. Kao
Sto je prikazano na slici D1-5, trazena prava m, koja sadrzi
taCku R, a ortogonalna je na stranicu AB (m_AB) sadrzace
teme C (m=MC), kao pravac trece visine trougla AABC.
Time je reSen konstruktivno - graficki problem “nedostizne
tacke”.



2. SLICNOST I PODUDARNOST TROUGLOVA

Trouglovi 4ABC i ARST (SI. D2-1) sli¢ni SU(AABC~ARST) ako su im odgovarajuci uglovi
jednaki (a=p, f=o, y=(), a odgovarajuce stranice proporcionalne (a:b:c=r:s:t).

Slika D2-1 Slika D2-2
Slicnost trouglova Podudarnost trouglova

Da bi trouglovi AABC i ARST bili sli¢ni (AABC~ARST), dovoljno je da su:

a) jednaka dva para odovarajuc¢ih uglova (a=p, f=0)

b) proporcionalna dva para odgovarajucih stranica i jednak jedan par uglova koje obrazuju
te stranice (a:b=r:s, y=()

€) proporcionalna dva para odgovarajucih stranica i jednak jedan par uglova nasuprot veéim
stranicama (a:c=r:t, a=p, a>c, r>t)

d) proporcionalna sva tri para odgovarajucih stranica (a:b:c=r:s:t).

Trouglovi AABC i ARST (SI. D2-2) podudarni su (4ABC=4RST) ako su im i odgovarajuéi uglovi
i odgovarajuce stranice jednake (a=p, =0, y=(, a=r, b=s, c=t). Da bi trouglovi 4ABC i ADEF
bili podudarni (AABC=4DEF) dovoljno je:

a) da je jednak jedan par stranica i dva para uglova uz te stranice (a=r, f=0, y=¢)

b) da su jednaka dva para odgovarajuéih stranica i par uglova izmedu njih (a=r , b=s, y=()

c) da su jednaka dva para odgovarju¢ih stranica i jedan par uglova nasuprot veéim
stranicama (a=r, c=t, a=p, a>c, r>t)

d) da su jednaka sva tri para odgovarajucih stranica (a=r, b=s, c=t)



3. SIMETRALA DUZI | UGLA; PODELA DUZI NA JEDNAKE DELOVE;
KONSTRUKCIJE NEKIH UGLOVA

Simetrala s duzi AB (SI. D3-1) mozZe se konstruisati kao spojnica prese¢nih tacaka 1 i 2 dva
kruzna luka jednakih polipre¢nika, ¢iji su centri u tackama A i B. Simetrala s je ortogonalna na
duz AB.

Podela duzi AB na N jednakih delova prikazana je na slici D3-2, za N=5. Kroz tacku A
postavljena je proizvoljna prava i na njoj je uoceno N jednakih segmenata A-1-2-3-...,
(Al=12=23=...), proizvojne duzine. Poslednja, N-ta tacka niza segmenata spojena je sa tackom
B duzi AB i,paralelno sa pravom BN (B-5), postavljen je pramen paralelnih pravih kroz tacke 1,
2,3 ... N. Ove prave seku duz AB u tackama I, 11, II, IV ... i dele duz AB na N jednakih delova.
Opisana konstrukcija zasniva se na sli¢nosti trouglova AAB5~AA(IV)4~AA(111)3~ ... ~AAIL.
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Slika D3-1 Slika D3-2
Simetrala duZi - s Podela duZi na N (N=5) jednakih delova
Konstrukcija simetrale ugla ~Omn prikazana je na slici D3-3. Oba kraka (Om i On) zasecena su
u tatkama 1 i 2 jednim istim kruznim lukom, proizvoljnog polupre¢nika,sa centrom u temenu O.
Zatim je konstruisan presek S dva kruzna luka istog poluprecnika, sa sentrima u tackama 1 i 2.
Poluprava OS je simetrala s ugla ~Omn. Simetrala ugla suplementnog uglu ~Omn ortogonalna
je nasimetralu s ugla ~Omn.

Konstrukcija ugla 0d45° prikazana je na slici D3-4, kao simetrapravog ugla.

Ugao od 60° konstruise se presekom dva kruzna luka istog polupregnika, tako da se centar
jednog luka nalazi na periferiji drugog. Kao Sto je prikazano naslici D3-5, poluprava Oa
zasecena je u tacki 1 kruznim lukom proizvoljnog poluprecnika. Novi kruzni luk, sa centrom u
tacki 1, istog poluprec¢nika kao i prethodni, sece taj prethodni luk u tacki 2. Ugao ~102=60".



O

Slika D3-3 Slika D3-4
Simetrala ugla - s Konstrukcija ugla od 45° - simetrala pravog ugla

2
2.
1 a
Slika D3-5 Slika D3-6
Konstrukcija ugla od 60° Konstrukcija ugla od 30 °- simetrala ugla od 60°

Konstrukcija ugla od 30° prikazana je na slici D3-6, kao simetra ugla od 60°.

Konstrukcije uglova od 90°, 60°, 45° i 30°, prikazane na slikama od D3-4 do D3-6, elementarne
su. Primenom navedenih konstrukcija odnosno, koris¢enjem njihovih jednostrukih i visestrukih
uzastopnih simetrala mogu se konstruisati i mnogi drugi uglovi, kao na primer: 150°, 120°, 105°,
82,5%, 75°, 67,5°, 52,5°, 37,5, 22,5°, 15°, itd.
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N 36°
3
>

Slika D3-7
Konstrukcija uglova od 36° 72°

Na slici D3-7 prikazana je nesto
sloZenija konstrukcija uglova od 36° i
72°. Na proizvoljnoj polipravoj Oa
uoCena je proizvoljna tacka 1 i
konstruisana simetrala duzi Ol koja
polovi ovu duz u tacki 2. (lli je
proizvojna duzina O2 udvostrucena do
tacke 1.) U tacki O konstruisana je
normala n na polupravu Oa i na tu
normalu prenesena je duZina O2 tako da
02=03. Kruznim lukom, sa centrom u
tacki 3, polupre¢nika r = 31, zasecena
je normala On u tacki 4. I konacno,
odredena je preseCna tatka 5 dva
kruzna luka jednakih polupre¢nika
r=04, sa centrima u tacki O 1 tacki 1.
Kao $to je prikazano na slici D3-7,
trougao 4015 je jednakokrak, sa
uglovima 501=72°, _051=36".
Izlozeni postupak koristi se, izmedu
ostalog, za konstruisanje zlatnog
preseka odnosno, zlatne razmere,
pravilnog petougla, pentagrama i
pravilnog desetougla.

Pomenimo i trisekciju ugla koja, kao Sto
je poznato, ne moze da se ostvari
klasicnom upotrebom Sestara i lenjira
odnosno, kruznice i prave.
Medutim, uz  malu modifikaciju
pojma ,lenjir”, kao i njegove upotrebe,

ova konstrukcija moZze da se realizuje apsolutno ta¢no. Naime, neophodno je da se dozvoli
inace zabranjeno u klasicnim geometrijskim
konstrukcijama). Na slici D3-8 prikazan je postupak apsolutno ta¢ne trisekcije ugla a.

oznacavanje duzina na lenjiru (Sto je

Slika D3-8

Trisekcija ugla o

Na jednom kraju lenjira oznaCena je
proizvoljna duzina r. Sa centrom u temenu
K, opisan je polukrug polupre¢nika r Koji
seCe krake ugla a u tackama A i D. Lenjir se
postavlja tako da jedan kraj oznacene duzine
r lezi na pravoj AK u tacki B, a da drugi kraj
te iste duzine r pripada periferiji polukruga u
tacki C. Lenjir se zatim pomera tako da
tatka B klizi po pravoj AK, a u isti mah
tatka C po kruznici sve dok tacka D ne
pripadne 1ivici lenjira. U tom specificnom
polozaju, koji je prikazan na slici D3-8,
izvrSena je trisekcija ugla o, tako da je

_DBA =§a.



4. KONSTRUKCIJE NEKIH PRAVILNIH POLIGONA

Konstrukcija jednakostrani¢nog trougla AABC, ako jepoznata stranica AB, prikazana na je na
slici D4-1 i zasniva se na konstrukciji ugla od 60°. Dva kruzna luka, istih polupre¢nika r=AB,
jedan sa centrom u tacki A, drugi sa centrom u tacki B, seku se u tacki C jednakostrani¢nig
trougla AABC.

Konstrukcija pravilnog Sestougla ABCDEF prikazana je na slici D4-2 i zasniva se na ved
objasnjenoj konstrukeiji jednakostrani¢nog trougla odnosno, ugla od 60°. Ako je zadata stranica
AB, potrebno je najpre da se konstruiSe centar opisane kruznice S pravilnog Sestougla, tako da je
trougao AABS jednakostrani¢an. Kao §to je prikazano na slici D4-2, opisanu kruznica, sa
centrom u tacki S i1 polupreénika r=SA=SB, deli kruzni luk istog poluprec¢nika r na Sest jednakih
delova, ¢ime je konstrukcija pravilnog Sestougla ABCDEF zavrSena. Ako je poznat centar
opisane kruznice S i jedno teme Sestougla, postupak se svodi na ve¢ objasnjenu konstrukciju.

F
C
A E
B
D
A B
C
Slika D4-1 Slika D4-2
Konstrukcijajednakostranicnog trougla Konstrukcijapravilnog Sestougla
D C
a a

A= ]

A B A
Slika D4-3 Slika D4-4
Konstrukcija kvadrata iz poznate stranice Konstrukcija kvadrata iz poznate dijagonale AC
AB

Na slici D4-3 prikazana je konstrukcija kvadrata ABCD, ako je poznata stranica AB, a na slici
D4-4, kada je zadata dijagonala AC. Ako je poznata stranica, u tackama A i B postavljaju se
normale na datu stranicu, a zatim se na te normale prenosi duZina stranice a=AB, ¢ime su
dobijena temena D i C. Ako je poznata dijagonala AC, potrebno je odrediti njenu simetralu s i
srediSte S = s N AC. Kruzni luk sa sredistem u tacki S, polupre¢nika r=SA=SC sece simetralu S
u tatkama D i B.
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Slika D4-5

Konstrukcija pravilnog petougla ABCDE kada je

poznata stranica AB

1

Konstrukcija pravilnog petougla ABCDE,
kada je poznata stranica AB prikazana je na
slici D4-5 i u svemu je jednaka veé
opisanoj konstrukciji uglova od 36° i 72°,
na slici D3-7, uz napomenu da proizvojnu
duz O1 sada predstavlja data stranica AB.
Tacka 5 je teme D, a tacke E i C dobijaju se
presekom kruznih lukova poluprec¢nika
r=AB, sa centrima u temenima A, B i D.

Konstrukcija pravilnog petougla ABCDE,
kada je poznat centar K opisane kruznice i
jedno teme A, prikazana je na slici D4-5 -
levo. U centru K uocena je normal na duz
AK, koja sece opisanu kruznicu u tacki 1.
Kruzni luk sa centrom u tacki 2, koja je
srediste duzi AK, polupreénika r = 21,
se¢e pravac AK u tacki 3. Duz 31=a
predstavlja stranicu pravilnog petougla
ABCDE. Kao $to je prikazano na slici D4-5
— desno, kruzni luk, poluprecnika r=a sece
opisanu kruznicu, pocevsi od tacke A na
obe strane, u temenima B, C, D i E
pravilnog petougla.

Slika D4-5

Konstrukcija pravilnog petougla ABCDE
kada je poznat centar K opisane kruznice i jedno teme A
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5. PITAGORINA TEOREMA

U svakom pravougom trouglu, kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbiru kvadrata nad obe katete
(Slike D5-1, D5-2 i D5-3). Ubraja se u najznacajnije teoreme geometrije i moze se izvesti
odnosno, dokazati na mnogo razli¢itih na¢ina. Neposredno sledi iz sli¢nosti pravouglih trouglova
(SI. D5-1) odnosno, Euklidovih stavova o srednjim geometrijskim proporcionalama (U svakom
pravouglom trouglu, visina nad hipotenuzom srednja je geometrijska proporcionala odse¢aka na
hipotenuzi, a svaka kateta srednja je geometrijska proporcionala hipotenuze i odsecka hipotenuze
uz tu katetu.)

1z sli¢nosti pravouglih trouglova ABC, AHC i BCH
AABC~AAHC~A4BCH, slede tzv. Euklidovi stavovi o
srednjim geometrijskim proporcionalama:

h:g=p:h, W’=pq, h = \/pq;
a:(p+q)=p:a, a’=p-(p+q), a = /p(p + q);
b:(p+0a)=q:b, b>=q-(p+q), b = \/q-(p + q);

Iz ovih stavova neposredno sledi Pitagorina teorema:
a’+b?= p(p+q)+ q(p+q)=p°+2pq+¢°=(p+q)’

Slika D5-1
b D F
2
c 4 g +pq C
2
b a P +pq
h
H B
A c B A 3 D
p \\ p
C
q q
K
L p+q J
Slika D5-2 Slika D5-3
Pitagorina teorema: a*+b*=c? Pitagorina teorema:
~ dokaz bez reci ~ ~ geometrijsko - algebarski dokaz ~

ADEC=AHKL; BCFG=HBJK;
ABJL= AHKL+ HBJK= ADEC+ BCFG
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6. NEKI STAVOVI O KRUZNICI

Periferijski uglovi nad zajednickom tetivom kruznice i sa iste strane tetive (sl. D6-1) jednaki su.
Periferijski ugao dvostruko je manji od centralnog ugla nad istom tetivom kruznice, ako se oba
ugla nalaze sa iste strane tetive (sl. D6-1). Periferijski ugao nad tetivom kruznice jednak je uglu
izmedu tetive i tangent kruznice, ako se ova dva ugla nalaze sa razli¢itih strana tetive (sl. D6-1).

Slika D6-1 Slika D6-2
Centralni ugao i periferijski uglovi nad istom Centralni ugao i periferijski uglovi sa
tetivom; ugao izmedu tangente i tetive kruznice suprotnih strana zajednicke tetive kruznice

Dva periferijska ugla nad zajednickom tetivom kruznice suplementna su ako se nalaze sa
razliCitih strana tetive (sl. D6-2). Periferijski uglovi nad zajedni¢kim preénikom KruZnice su
pravi. (sl. D6-3).

Slika D6-3 Slika D6-4
Periferijski uglovi nad istim precnikom su Potencija tacke u odnosu na krug
pravi. (TP)?> = (AP) - (BP) = (CP) - (DP)

Trouglovi AADP i ACBP (sl. D6-4) sli¢ni su (AADP~ACBP), saglasno stavovima o periferijskim
uglovima nad zajedni¢kom tetivom kruznice. Odatle proishodi proporcija AP:CP=DP:BP. Ako
sekanta CP zauzme grani¢ni polozaj tangent TP, onda ¢e biti CP=TP i DP=TP, a prethodna
proporcija postaée srednja geometrijska proporcionala (TP)? = (AP) - (BP) i zove se potencija
tacke P u odnosu na dati krug.
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Tetivni ¢etvorougao ABCD (sl. D6-5) je ¢etvorougao oko koga se moze opisati kruznica. Centar
K opisane kruznice zajednicka je preseCna taCka simetrala n sve Cetiri stranice tetivnog
etvorougla ABCD. U tetivnom &etvorouglu suprotni uglovi su suplementni: a+y=4+5=180°.
Poluprecnik opisane kruznice tetivnog ¢etvorougla je r=KA=KB=KC=KD.

Tangentni ¢etvorougao ABCD (sl. D-6) je ¢etvorougao u koga se moze upisati kruznica. Centar
K upisane kruznice zajednicka je preseca tacka simetrala s sva Cetiri ugla tangentnog ¢etvorougla
ABCD. U tangentnom ¢etvorouglu ABCD zbir duzina jednog para suprotnih stranica jednak je
zbiru duzina drugog para suprotnih stranica: AB+CD=BC+AD.

Slika D6-5 Slika D6-6
Tetivni cetvorougao Tangentni cervorougao

Konstrukcija tangente na kruznicu sredista K
iz proizvoljne tacke A prikazana je na slici
D6-7. Nova, pomoc¢na kruznica precnika
2r=KA odnosno, polupre¢nika r=RK=RA,
se¢e datu kruznicu u tackama T1 i To.
Saglasno stavu da su periferijski uglovi
<KT1A 1 <AT,K nad preénikom KA pravi,
prave t;=AT; i t,=AT, su traZene tangente na
datu kruznicu, iz zadate tacke A.

Konstrukcija zajednickih tangenti na dve
zadate kruznice, razliCitth poluprecnika
prikazana je na slici D6-8. Prva kruznica,

Slika D6-7 manjeg polupre¢nika ry, ima centar u tacki K,
Konstrukcija tangenti na kruznicu sredista K iz~ a druga kruznica, ve¢eg poluprecnika r,, ima
proizvoljne tacke A centar u tacki R. Najpre je nacrtana pomoc¢na

kruznicu sa centrom u tacki R, poluprecnika
r=r,-r1. Zatim su konstruisane tangent my i
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Slika D6-8
Konstrukcija zajednickih tangenti na dve kruznice
razlicitih poluprecnika

m,, iz tacke K na tu pomoc¢nu kruznicu,
postupkom koji je ve¢ objasnjen i
prikazan na slici D6-7 (kruznica
precnika KR se¢e pomoénu kruznicu
poluprecnika r=rp-r; u tatkama P i Q,
¢ime su definisane tangente mi=KP i
m,;=KQ.) Uoceni su poluprecnici KA i
KC (KALm;, KCimp), kao i
poluprecnici RB i RD (RB_Lmj, RD_/m,).
Tangente t;=AB i t,=CD su trazene,
zajednicke tangent na dve zadate
kruznice poluprecnika ry i r».
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7. PRIBLIZNE REKTIFIKACIJE KRUZNICE | KRUZNOG LUKA

Pod pojmom rektifikacija krive linije podrazumeva se njeno ispravljanje odnosno, odredivanje
duzine te krive. Rektifikacija kruznice, tj. izraCunavanje njenog obima““2rz”’, kao i kvadratura
kruga“r’z’”” ne mogu se izvrsiti apsolutno tagno, niti numerickim, niti geometrijskim sredstvima,
jer je konstanta 7 transcendentan broj. Zato su moguce samo priblizne rektifikacije i kvadrature,
sa ograni¢enom tacnos$¢u. Najvise se Koriste za razvijanje mreza povrsi konusnih i cilindri¢nih
delova od lima. Na slici D7-1 prikazana je priblizna geometrijska rektifikacija kruznice po
metodi Adama Kohanskog i priblizna kvadratura kruga, saglasno Euglidovim stavovima o

srednjim geometrijskim proporcionalama u pravouglom trouglu.

Slika D7-1

Priblizna rektifikacija kruznice po Adamu Kohanskom i priblizna kvadratura kruga

Na kruznici poluprecnika r, ¢ija se rektifikacija (duzina obima) trazi, uocen je precnik, na primer
LT i u tacki T nacrtana je tangenta t ove kruznice. Ne menjajuéi raspon Sestara, koji je uvek
jednak polupreéniku r, konstruisan je uz krak KT (polovljenjem ugla od 60°) ugao od 30°. Kao
$to je prikazano na slici D7-1, drugi krak ugla od 30° seGe tangent t u tacki P. Od tacke P, duz
tangente t, nanesen je tri puta polurecnik r i dobijena je tacka M. Duzina LM priblizno je jednaka
poluobimu ~rz ove kruznice. Da bi procenili gresku rektifikacije, odredi¢emo algebarski duzinu
LM:

2

LM = \/(LT)2 + (TM)? = \/(3r — rtan 300)2 + 472 = rj(B —§> + 4;

3

LM =r /40_36‘5 =r-3,1415333387 ...; Dakle, rektifikacija Kohanskog priblizno odreduje broj

m =~ 3,1415333 .... U poredenju sa brojem 7 na sedam ta¢nih decimal 7=3.1415926..., relativna
greSka ove aproksimacije manja jeod |5| < 1.9 - 10~°. To prakti¢no znaéi da ée gredka obima
kruznice, na primer, polupre¢nikar = 1000 mm, odredena po ovoj metodi, biti manja od 0,12 mm.
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Treba zapamtiti da je rektifikacija kruznice po metodi Adama Kohanskog jedna od
najjednostavnijih, a u isti mah toliko visoke tac¢nosti da potpuno zadovoljava sve prakti¢ne
primene.

Na slici D7-1, osim rektifikacije, prikazana je priblizna kvadratura kruga. DuZina AD = rvm
konstruisana je kao geometrijska sredina brojeva r i rz, i predstavlja stranicu kvadrata povrSine
r’r, tj. kvadrata ¢ija je povrSina jednaka povrSini datog kruga polupre¢nika r.

Na slici D7-2 prikazana je konstrukcija priblizne rektifikacije kruznog luka, po metodi Snel —
Kuzanus (Willebrord van Royen Snell, Nicholas Cusanus). Da bi se izvrsila rektifikacija
odnosno, odredila duzina datog kruznog luka AC, sa centrom u tacki K, polupre¢nika r i ugaone
mere a, najpre je uocena tangenta t na kruzni luk u tacki A. Zatim je duz prave AK, od tacke K
nanesen pre¢nik 2r i dobijena tacka B. Zrak BC sece tangentu t u tacki L. Duzina p=AL priblizno
je jednaka duzini kruznog luka AC. Da bi procenili greSku ove aproksimacije, odredi¢emo
algebarski izraz za duzinu p=AL.
t LA=AB-tane,tane=g—g
CD =rsina,DB = DK + KB,
DK =r-cosq,
KB = 2r,AB = 3r,

Priblizna rektifikacija
kruznog luka AC
~ rektifikacija Snel-Kuzanus ~

D T\ r r / 3sina

=JA=——-+
p 2+cosar

Slika D7-2
Priblizna rektifikacija kruznog luka po metodu
Snel - Kuzanus

U tablici T, prikazane su apsolutne greske I-p, relativne greske (I-p)/I rektifikacije kruznih lukova
poluprecnik r=1, za tri ugaone mere o.

o =2, p= 3sina | l-p (I-p)/1
180 2 + cos a manje od: | manje od:
10° 0.1745329 0.1745320 0.000001 | 5.2.10°
20° 0.3490658 0.3490366 0.00003 8.5-10°
30° 0.5235988 0.5233729 0.00023 45.10*
Tablica T

To prakti¢no znaéi da ¢e apsolutna greSka odredivanja duzine kruznog luka po opisanoj metodi
Snel - Kuzanusbiti manja od jednog stotog dela milimetra (I-p<0,01 mm) za kruzne lukove
ugaone mere a=10° &iji su polupre¢nici r<10.000 mm (10 m), ugaone mere a=20°za r<333,33
mm, augaone merea=30° za r<43,47 mm. MoZe se konstatovati da je i ova metoda rektifikacije
jednostavna i u praksi vrlo primenljiva.
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8. KONSTRUKCNE ELIPSE

Elipsa je ravanska kriva drugog redasa osobinom da je zbir rastojanja ma koje njene tacke od dve
stalne tacke Fy i F, konstantan i jednak velikoj osi 2a. Tacke F; i F, zovu se Zize ili fokusi
elipse. 1z ove definicije proishode konstrukcije prikazane na slici D8-1. Pre svega, ako su
poznate Zize i velika osa elipse, mala osa b dobija se kao kateta EC pravouglog trougla AF,EC, u
kome je hipotenuza F;C=a. Ako su poznate i velika i mala poluosa, zize elipse F; i F, dobijaju
se na preseku pravca velike poluose sa kruznim lukom poluprec¢nika r=a, sa centrom u temenu C
ili D. Proizvoljna tacka P elipse konstruiSe se (slika D8-1) kao presek dva kruzna luka sa
centrima u Zizama, poluprec¢nika ri=I, 0<lI<2a i r,=2a-l. Kako elipsa ima dve ortogonalne ose
simetrije, jedan izabrani par radijusa r; i r, odreduje ukupno cetiri tacke elipse odnosno, dva
ortogonalno simetri¢na para tacaka elipse.

: \/ I i ¢ I
C
A
R
E A B
A B E
1
r I
'
D P ! D
Q
Slika D8-1 Slika D8-2
Konstrukcija elipse po definiciji r;+r,=2a Lukovi kruznica zakrivljenosti u temenima
elipse

Na slici D8-2 prikazana je pomo¢na konstrukcija elipse, ako je poznate njena velika i mala osa.
Ona se zasniva na koriS¢enju temenih oskulatornih kruznica odnosno, lukova kruznica
zakrivljenosti u temenima elipse. U temenima A, B, C i D uocene su tangent elipse i formiran je
tangencijalni pravougaonik. Prava n, koja sadrzi teme 1ll, a ortogonalna je na dijagonalu I-II
ovog tangencijalnog pravougaonika, sece veliku osu elipse u tacki R, a pravac male ose u tacki
Q. Tacka R centar je krivine za teme A, sa polupre¢nikom krivine r=RA=b%/a , a tatka Q centar
je krivine za teme C ove elipse, sa polupre¢nikom krivine r=QC=a?/b. Centri krivina za temena
B i D ortogonalno su simetri¢ni centrima R i Q, u odnosu na odgovarajuce ose elipse. Kao $to je
prikazano na slici D8-2, lukovi kruznica zakrivljenosti olakSavaju skiciranje elipse. Treba
zapaziti i, pri skiciranju elipse, uvaziti ¢injenicu da kruznicu krivine veéeg precnika elipsa
dodiruje sa unutrasnje strane, a onu manjeg precnika sa spoljasnje strane.

Na slici D8-3 prikazano je konstuisanje elipse po metodi “8 tacaka i 8 tangenti”, koja poti¢e od
profesora dr Milorada Jovic¢i¢a. Izvedena je kosim projiciranjem odnosno, afinim preslikavanjem
kruga i moze se primeniti uvek kada je elipsa definisana bilo kojim parom spregnutih prec¢nika.
(Dva precnika elipse su spregnuta ili konjugovana ako su tangente na krajevima jednog paralelne
sa drugim precnikom, a tangent na krajevima drugog paralelne sa prvim precnikom.)
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Kao St je prikazano na slici D8-3, uocavanjem tangenti na krajevima zadatog para spregnutih
preénika AB i CD formiran je tangencijalni paralelogram I-1I-111-1V. Postavljene su prave u
tatkama A i B, paralelno duzima I-D | C-lll, a u tatkama C i D, paralelno duzima A-1l i IV-B.
Njihovim presecima definisane su Cetiri nove tacke elipse: 1, 2, 3 i 4 odnosno, dva nova para
spregnutih pre¢nika elpse 1-3 i 2-4. Tangente u tackama 1 i 3 paralelne su pre¢niku 2-4, a
tangent u tackama 2 i 4 paralelne su prec¢niku 1-2. Koris¢enjem posojec¢ih 8 tacaka i 8 tangenti
moguce je korektno skicirati elipsu.

N
C\

Slika 8-3
Konstrukcija elipse metodom ““8 tacaka i 8 tangenti”

Na slici D8-4 data je konstrukcija velike a i male ose b elipse na osnovu zadatog para njenih
spregnutih pre¢nika AB i CD. Konstrukcija potice takode od dr Milorada Jovici¢a. Nad veéim
pre¢nikom AB opisana je polovina kruznice i uocen je njen polupre¢nik EK_LAB. Ova kruZnica

se na dva nacina koso projektuje (afino
preslikava) u datu elipsu: zracima
paralelnim sa KC ili zracima paralelnim
sa KD. Simetrala q ugla ~«DKC i prava
p-Lq definiSu veliku i malu osu elipse po
pravcu. Ovi pravci, paralelno pravama p i
g, postavljeni su u centru elipse E. Kao
Sto je prikazano na slici D8-4, pravac
velike poluose kroz centar elipse E sece
zrak KD u tacki M. KM=a je velika
poluosa, a MD=bje mala poluosa elipse.
Ove veliCine prenesene su na pravce
velike 1 male ose elipse, ¢ime je
omoguceno konstruisanje tacaka elipse

§ ) Sl_ika D8-4 ) ) po definiciji, kao i odredivanje lukova
zadatog para spregnutih precnika krive drugog reda.
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