Prvi kolokvijum iz Matematike 3

1. Nadci diferencijalnu jednacinu ¢ije je opSte reSenje dato sa
Yy = (CQJ] — 1) + Ol(ZE — 1)2

Resenje. Formiramo funckiju F =y — (Cox — 1) — C1(z — 1)> = 0 i trazimo njene izvode.
Nalazimo
F=y—(Cox—1)—Cy(x —1)> =0,
F/:y/—OQ—ch(.T—l) :0,
F' =y — 20, = 0.

Nalazimo Cy =y"/2, Co =y — y"(x — 1), i

!
|
O=y—(( —y"(z 1)z —1) - %(x — 1) =@ =y =y +y+ 1

2. Odrediti opste resenje linearne homogene diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijen-
tima
y/l// _|_ y/// _ 3y// _ y/ ‘I— 2y — O

ResSenje. Karakteristicni polinom i karakteristicna jednacina glase
p(A) =X+ A —3\2 -\ +2=0.

Kako je ovo jednacina Cetvrtog stepena, pokusajmo naci racionalna resenja. Delioci koefici-
jenta uz A* su £1, dok su delioci koeficijenta u \° 41, £2. Moguée racionalne nule su +1 i
+2. Nalazimo

p(l) =0, p(—l) =0, p(2) =12, p(_2) = 0.

Potrebno je polinom p podeliti faktorima. Nalazimo

MAEN =32 A +2: 0—1=X+222-)-2
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Kako je A2 + X —2 = (A +2)(A — 1) dobijamo p(\) = (A +2)(A + 1)(A — 1)2. Nule polinoma
psu—2, —1, 111. Odavde dobijamo homogeno resenje

y=Cre " + Coe ™" + (C5 + 2Cy)e”.

. Odrediti opste resenje linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima

y"' + 2y + 2y =ze T cosx — e Tsinw.

Resenje. Homogeno resenje dobijamo jednostavno. Nule karakteristicnog polinoma p(\) =
A2 + 2\ + 2 su —1 £ 4. Odavde nalazimo homogeno resenje

yp = Crel=1H) L Cpe(-1-07 — e *(Dycosx + Dysinx).

Kako je pobuda sistema linearna kombinacija funkcija e(=19% j e(~1-9)2

nastanka rezonancije. Tako da partikularno resenje trazimo u obliku

, ispunjeni su uslovi

yp = xe “((ax 4+ b) cosx + (cx + d) sinz).
Nalazimo

2y =2zxe *((ax + b) cosz + (cx + d) sinx),
2y’ = —2e*((azx® + bx) cos x + (cx® + dx) sin )
+e " ((cx® + (d + 2a)x + b) cosz + (—ax® + (=b+ 2¢)z + d) sin x)
=—2¢""(((—a+c)x® + (d+2a —b)x +b)cosz + ((—a — ¢)a* + (=b + 2¢ — d)z + d) sinz
y' =e “(((—a+c)x* + (d +2a — b)x + b) cosx + ((—a — c)z* + (—=b+ 2c — d)x + d) sin x)
—e " [((—a—c¢)a® + (—2a+4c — b—d)x + 2d + 2a — b) cos x
+ ((a—c)z* + (—4a — 2c+b—d)z — 2b+ 2c — d) sin x|
=e " [(—2c2”® + (—4a + 4c — 2d)x + 2a — 2b + 2d) cos x
+ (2a2” + (—4a + 2b — 4c)x — 2b + 2¢ — 2d) sin ]
y" 4+ 2y + 2y =e""((4dcx + 2a + 2d) cos x + (—4ax — 2b+ 2¢) sin z)

Odavde dobijamo sistem jednacina

4e=1, 2a+2d=0, —4a=0, —-2b+2c=-1.
Resenje sistema jednacina je a =0, b=3/4, c=1/4, d = 0.
Kombinacijom nalazimo resenje jednacine

3 1
y=yn+y,=¢€ “(Dicosz+ Dysinx) + xe * (Z cos T + stinx) .

. Odrediti opste resenje sistema linearnih diferencijalnih jednacina

¥ =2y, vy =2

Resenje. Jednacinu napiSemo u matricnom obliku

R 10 2 o A=
x—[y], A_[2O]’ T = AZT.



Karakteristi¢ni polinom matrice A je

-\ 2

p(A\) = det(A — \I) = ‘ 9 )

‘:)\2—4.

Nule karakteristicnog polinoma (spostvene vrednosti matrice A) su +2.

Sopstveni vektor A koji odgovara sopstvenoj vrednosti 2 je odredjen sistemom jednacina

—2 2 aq N
2 B[]
Dobijamo dve jednacine —2a; + 2as = 01 2a; — 2a2 = 0. ReSenje jedancina je a; = ay = Cf,
C) eR.

Sopstveni vektor A, koji odgovara sopstvenoj vrednosti —2 je odredjen sa

2 2 ay .
EHIFRC
Dobijamo dve jednacine 2a; + 2as = 01 2a; + 2a3 = 0. ReSenje je a; = —ay = Cy, Cy € R,

Opste resenje glasi

1 1
y:C'le% |: 1 } +026_2m |: 1 :| .



Prvi kolokvijum iz Matematike 3

1. Naci diferencijalnu jednacinu cije je opSte resenje dato sa

y = (Cox +1)* + Cya.

Resenje. Formiramo funkciju F' =y — (Coz + 1)? + Cyz = 0, i nadjemo izvode
F=y—(Coxr+1)>—Cix =0,
F, = y/—202<02.7)+].> —Cl = 0,
F' =y’ — 202 = 0.

Odavde nalazimo Cy = /4" /2, Cy =y —xy” —\/2y". Zamenom u prvu jedna¢inu nalazimo

2
! 1
0=y — (ZB\/%‘Fl) - (y’—xy”— \/2y”>x: §x2y”—xy’+y—1.

2. Odrediti opste resenje linearne homogene diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijen-
tima
y//// + Sy/// + y// . Sy/ o 2y — O

ResSenje. Karakteristicni polinom i karakteristicna jednacina su odredjeni sa
p(A) = A+ 3N+ N —30 —-2=0.

Kako je ovo jednacina ¢etvrtog stepena, probajmo naéi racionalna resenja. Koeficijent u \*
ima delioce 1, koeficijent A\° ima delioce 1 i £2. Odavde nalazimo moguéa racionalna
reSenje £1 1 £2. Nalazimo

p(=1)=0, p(1)=0, p2)=36, p(—2)=0.
Potrebno je podeliti polinom p linearnim faktorima.

M A3+ N2 30 —2: A —1=X+4\2+5)\+2
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Kako je A> + 3\ +2 = (A + 1)(\ + 2), nalazimo
p(N) = A +2)(A+1)* (A= 1).
Na osnovu faktorizacije karakteristicnog polinoma nalazimo resenje

y = Cre”* + (Cy + 2Cs)e™ ™ + Cye”.

. Odrediti opste reSenje linearne diferencijalne jednacine sa konstatnim koeficijentima

y' =2y +2y = (z+1)e" cosx — e” sin .

Resenje. Kako su nule karakteristicnog polinoma p(A) = A\? — 2\ + 2 odredjene sa 1 + 4,
nalazimo resenje homogene jednacine

yp = CreM 7 4 Chelt=7 — e”(Dy cosx + Dgsinz).

Kako je pobuda linearna kombinacija funkcija e +9% i e(1=9% partikularno resenje nalazimo
u obliku
yp, = xe”((ax + b) cosx + (cx + d) sinz).

Dobijamo

2y =2¢e*((ax® + bx) cos v + (ca® + dx) sinx),
—2y = —2e"((az® + bx) cos & + (ca® + dx) sin )

—2¢"((cz® + (2a + d)x + b) cosx + (—az® + (=b + 2¢)x + d) sinz),
=—2e"(((a +c)z* + (2a + b+ d)x + b) cosx + ((—a + ¢)x® + (=b + 2¢ + d)z + d) sin )

y' =e"(((a+c)x”+ 2a+b+d)x +b)cosz + ((—a+ c)x* + (=b + 2c + d)x + d) sin z)
+e [((—a+c)z* + (2a — b+ 4c+ d)z + 2a + b+ 2d) cos x
+ ((—a—c)2® + (—4a — b+ 2c — d)z — b+ 2c + d) sinz
=e" [2c2® + (4a + 4c + 2d)x + 2a + 2b + 2d) cos x
+ (—2az® + (—4a — 2b + 4c)x — 2b + 2¢ + 2d) sin z

y' — 2y 4+ 2y =e"((4cx + 2a + 2d) cos x + (—4ax — 2b + 2¢) sin z).

Odavde dobijamo sistem jednacina
de=1, 2a+2d=1, —4a=0 —2b+2c=-—1.
Resenje sistema je a =0, b=3/4,c=1/4,d =1/2.

Na osnovu prethodnih izrac¢unavanja nalazimo opste resneje

3 1 1
y=yn+y,=e"(Dycosx + Dysinz) + ze® (Z cosx + (Zw+ 5) sinx) .

. Odrediti opste resenje sistema linearnih diferencijalnih jednacina
¥ =3y, y =3z

Resenje. Sistem zapiSemo u matricnom obliku

L | 10 3 o 4=
m—[y], A—[SO}, T = AT,



Karakteristi¢ni polinom matrice A je

-\ 3

p(A\) = det(A — \I) = ‘ 3 )

‘:)\2—9.

Nule karakteristicnog polinoma (sopstvene vrednosti matrie A) su +3.

Sopstveni vektor A pridruzen soptvenoj vrednosti 3 je odredjen sistemom jednacina

-3 3 aq i
BRI
Dobijamo sistem od dve jednacine —3a; + 3as = 0 i 3a; — 3as = 0. Resenje je a; = ay = Cf,
C) eR.

Sopstveni vektor A, pridruzen sopstvenoj vrednosti —3 iznosi

IR

Dobijamo sistem jednacina 3a; +3as = 01 3a; +3as = 0. ReSenje je a; = —ay = Cy, Cy € R.

Resenje sistema je

1 1
y:Cle?’r |: 1 } +026_3m |: 1 :| .



